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NOTE DE L'ÉDITEUR 


Ce cours de Géométrie de la Classe de Mathématiques Élémentaires 
est conçu dans le même esprit que les précédents. L'ouvrage est partagé 
en 24 leçons et respecte l'ordre du programme : géométrie orientée, 
transformations, coniques. L'étude de ces dernières est présentée, pour 
chacune d'elles, à partir dé la définition classique. L'étude en est reprise 
ensuite à partir de la définition commune. || semble que cette manière 
d'opérer soit de nouveau en faveur dans nos classes, Le plus grand soin 
a été apporté à la clarté des figures et au choix des exercices qui, dès 
les premières leçons, comportent des textes des problèmes proposés 
au Baccalauréat. 

Quelques compléments, signalés dans le texte, ont été ajoutés à 
l'intention des candidats au Baccalauréat, section " Mathématiques 
et Technique ”. 


PROGRAMME DU 27 JUIN 1945 


CLASSE DE MATHÉMATIQUES 


Géométrie 


Le programme de Géomélrie de la classe de Mathématiques esl un programme 
de complément, rédull à des lignes essentielles: l’enseignement comporte l'exposé 
de théories nouvelles et leurs principales applications, la révision el la mise au point 
des connaissances acquises dans les classes antérieures el des méthodes de raisonnement 
qui y oni fait leurs preuves, doivent êlre poursuivies par l’exéculion d'exercices nom- 

reux el gradués, où s’intégrera progressivement l'emploi des procédés nouveaux 
propres à la classe de Maihémaliques. Cet enseignement fondamental esl celui qui 
requierl le plus de soin et le plus de lemps. 

Toute liberté est laissée au professeur pour l'agencement de son cours. 


I. — Vecteurs. — Equipollence. Rapport de deux vecteurs parallèles. Somme 
et différence vectorielles. Projections sur un plan et sur une drolte. Projections 
sur un axe. 

Systèmes d’axes de coordonnées. Projections d’un vecteur, coordonnées d’un 
point, dans le plan et dans l’espace. Transport des axes parallèlement à eux-mêmes. 


Orientatlon de l’espace, orientation d’un plan. Mesures algébriques, dans un plan 
orienté, d’angles orientés de vecteurs ou de droltes; lieu géométrique des points M 
d’un plan orienté tels que, A et B étant deux polnts fixes de ce plan, l’un des angles 
des vecteurs MA et MB oudes droites MA et MB alt une valeur algébrique données. 


Trièdres. — Inégalités entre les faces. Trlèdres supplémentaires ; inégalité 
entre les dièdres d’un trièdre. Trièdre orienté : sens d’un trlèdre orlenté. 


11. — Figures égales dans l’espace; figures égales dans le plan. 

Translation et rotation dans le plan et dans l’espace, définies comme trans- 
formations ponctuelles. Symétrie par rapport à une drolte. 

Deux figures données d’un même plan, directement égales, peuvent être déduites 
l’une de l’autre soit par une rotation, soit gs une translatlon. 

(L'étude du produit d’une translation et d’une rotation, ou de deux rotations, 
dans le plan et dans l’espace, n’est pas au programme.) 


Symétrie par rapport à un point ou par rapport à un plan. Comparaison d’une 
figure symétrique d’une figure donnée F : 1° aux autres figures symétriques de 
F; 2° à la figure F elle-même; trièdres symétriques. Aires de deux polygones symé- 
triques; volumes de deux polyèdres symétriques. 


Homothétie, dans le plan et dans l’espace. Produit de deux homothéties. 

Définition de deux figures semblables, dans le plan et dans l’espace. Rapport 
des aires de deux polygones semblables; rapport des volumes de deux polyèdres 
semblables. 

Similitude plane, définie comme transformation ponctuelle, Deux figures don- 
nées d'un même plan directement semblables peuvent en général être déduites 
l'unc de l'autre par une rotation et une homothétie de même centre. 
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III. — Division harmonique sur une droite. Faisceau harmonique de droites. 
Polaire d’un point par rapport à deux droites. 


Puissance d’un point par rapport à un cercle ou à une sphère. Axe radical de 
deux cercles. Plan radical de deux sphères. Différence des puissances d’un point 
par rapport à deux cercles ou à deux sphères. 


Faisceaux de cercles : définition, différents genres de faisceaux. Condition d’ortho- 
gonalité de deux cercles; faisceaux orthogonaux. Condition d’orthogonalité de 
deux sphères. 

d Gereles passant par deux points et tangents à une drolte donnée ou à un cercle 
onné. 

Polaire d’un point par rapport à un cercle; pôle d’une droite. Plan polaire d’un 
point par rapport à une sphère; pôle d’un plan. (La transformation par polalres 
réciproques n’est pas au programme.) 


Inversion (plan et espace). Projection stéréographique. 


IV. — (Conformément à ce qui a été dit dans le préambule, toute liberté est 
laissée au professeur pour l’agencement de son cours sur ies coniques. Pour l’étude 
de ces courbes et ia résolution des problèmes classiques qui se posent à leur sujet, 
il partira chaque fois, de celle des propriétés caractéristiques qu’il jugera la plus 
commode, 


Définitione et propriétés caractéristiques de l’ellipse, de l'hyperbole et de la 
arabole : 
p Lieu géométrique des points dont ia somme ou la différence des distances à 
deux points donnés a une valeur donnée; i 
Lieu géométrique des centres des cercles passant par un point donné et tangents 
à un cercie donné ou à une droite donnée; 
Lieu géométrique des points dont le rapport des distances à un point donné 
et à une droite donnée a une valeur donnée; 


Etude des trois coniques : 

Construction par points ; directions asymptotiques de la parabole et de l’hyper- 
bole. Points intérieurs et points extérieurs. 

Tangente en un point ; asymptotes de l’hyperboie, Enveloppe d’une droite 
qui varie de telle façon que la projection d’un point fixe sur cette droite décrive 
un cercle ou une droite. Problèmes sur les tangentes ; théorèmes de Poncelet. 

Intersection avec une droite. 


Equations de l’ellipse et de l’hyperbole rapportées à leurs axes de symétrie. 
Equation de la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet. 


Ellipse considérée comme projection orthogonale d’un cercle. 
Sections planes d’un cylindre et d’un cône de révolution. 


PREMIÈRE PARTIE 


ÉLÉMENTS ORIENTÉS 


PREMIÈRE LEÇON 


VECTEURS 


o 1. Eléments orientés. — L'utilisation d'éléments orientés en Géométrie 
permet de donner à certains théorèmes une forme à la fois plus précise et plus 
générale. 

Un axe est une droite orientée. — C'est une droite sur laquelle on 
a fixé un sens de parcours. Ce sens indiqué par une flèche (fig. 1) est appelé 


sens positif de l'axe. A toute droite x'x correspondent deux axes x'x et xx’ de 
sens opposés. 


Fig. 1. A Fig. 2. 


Un vecteur est un segment de droite orienté. — Le symbole AB 
désigne le vecteur d'origine A et d'extrémité B (fig. 2). La droite AB est le 
support du vecteur et la longueur AB est son module. Le sens de parcours de À 
vers B est le sens du vecteur AB. 


Un segment AB définit deux vecteurs AB et BA. Un vecteur V est nul lorsque 
son module est nul. On écrit : V = 0. 

L'unité de longueur étant choisie on appelle vecteur unitaire tout vecteur de 

> 

module 1. Tout vecteur unitaire i 
porté par un axe x'x (fig. 3) et de mm 
même sens que lui est dit vecteur Z’ T 
unitaire de l'axe x'x. Fig. 3. 

Deux vecteurs dont les supports 
aont parallèles (ou confondus) sont dits parallèles ou de même direction. Ces 
deux vecteurs peuvent être de même sens (fig. 6) ou de sens contraires (fig. 7). 
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Deux ou plusieurs vecteurs de même support sont dits colinéaires, tandis 
que des vecteurs situés dans un même plan sont dits coplanaires. 


© 2. Vecteurs égaux (ou équi € ents). — Deux vecteurs égaux sont 
deux vecteurs de même direction, de même sens et de même 
module. nr 

Si les vecteurs AB et CD sont égaux (fig. 4 et 5) on écrit : 


>  — 


AB = CD 


Fig. 4. Fig. 5. 


Lorsque les deux vecteurs n'ont pas le même support le quadrilatère ABDC 
est un parallélogramme, ce qui montre que AC = BD et réciproquement. 


Si les deux vecteurs ont le même support il en est encore ainsi car la figure ABCD 
peut se retourner sur DCBA. Donc : 


L'égalité vectorielle AB =í CD est toujours équivalente à l’une 
des égalités AC = BD ou DB = CA. 


Autrement dit, dans l'égalité AB = CD, on peut échanger les lettres moyennes 
ou les lettres extrêmes. F 
Notons que deux vecteurs égaux à un troisième sont égaux entre eux. 


e 3. Rapport de deux vecteurs parallèles. — Le rapport de deux 
vecteurs de même direction est le nombre algébrique qui a 
pour valeur absolue le rapport des modules des deux vecteurs 
et dont le signe est + ou — suivant que ces deux vecteurs 
sont de même sens ou de sens contraires. 


B D B C B 
A DA IA 2 
€ D ` 
7. 8. 


D 
Fig. 6. Fig. Fig. 
Pa” AB 3 AB 2 
Ainsi (fig. 6) : = = + elfe): ==} 
mie oO: ts efie Die = 3 
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Lorsque deux vecteurs AB et CD ont pour rapport le nombre 


k le vecteur AË est par définition le produit du vecteur CD 
par le nombre k. 


L'égalité 5 = k est donc équivalente à : AB = k CD e implique que les 


deux vecteurs ont même direction. 
Si le rapport de deux vecteurs est égal à 1, les deux vecteurs sont égaux. 


Dee vecteurs opposés sont deux vecteurs dont le rapport 
est — |. 


Ainsi (fig. 8): AB = — CD. 
Notons que : = — BA. 


e 4. Mesure algébrique d’un vecteur. — On appelle mesure algé- 
brique d’un vecteur sur un axe parallèle (ou de même support) 
le rapport de ce vecteur et du vecteur unitaire de laxe. 


La mesure algébrique du vecteur AB sur l'axe xx (fig. 9) de vecteur unitaire į 


É:. A B D Ç 
I e aaaea pa 
z7 T 


Fig. 9. 


est représentée par la notation AB.'.ou simplement par AB. On a donc : 


AB = ou AB = AB i. 


1! est clair que le nombre algébrique AB a pour valeur absolue la longueur AB 
et le signe + ou — suivant que AB a le même sens que l'axe x'x ou non. 


e 5. Théorème. — Le rapport de deux vecteurs parallèles est 
égal au rapport de leurs mesures algébriques sur tout axe de 
même direction. 
En effet, les deux rapports AB q2 ont tous deux pour valeur absolue B, 
CD CD 


Ils ont tous deux le signe + si les vecteurs AB et CD sont de même sens, le 
signe — dans le cas contraire. Ces deux rapports sont donc égaux : 


AB _ AB, 
D © 


La valeur du rapport T est donc indépendante du sens de l'axe x'x. C'est 


pourquoi il est souvent inutile de préciser ce sens. L'égalité AB = k CD est 
donc équivalente à AB = k CD : 
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Si on multiplie un vecteur par un nombre sa mesure algé- 
brique sur tout axe _parallèle est multipliée par ce nombre. 


En particulier AB = CD entraîne AB = CD et AB = — BÅ entraîne 
AB = — BA. 


o 6. Relation de Chasles. — Lorsque trois points À, B, C appar- 
tiennent à un même axe, on a la relation: 


| AB+BC+CA- 0 | 


Supposons, par exemple (fig. 10), les trois points À, B, C disposés dans l’ordre 
B, A, C sur l'axe x'x. La relation évidente BC = BA + AC entraîne pour les 
mesures algébriques des vec- 


De she E E teurs de même sens BC, BÁ 
Fig. 10. et AC la relation : 


BC = BA + AC 
équivalente à la relation proposée. Cette relation fondamentale est indépen- 
dante du sens de l'axe et de l’ordre des points À, B, C. Elle s'écrit aussi : 


| AC=AB+BC | 


et elle se généralise pour un nombre quelconque de points alignés. Ainsi : 


AD = AC + CD = (AB + BC) + CD 
donc | AD-AB8+8C+© | 


REMARQUE. — Si AB = CD on a : AC = BD et DB = CA. 
Cette règle, conséquence de la règle analogue pour les vecteurs égaux (n° 2) 
se déduit de la relation de Chasles car AB = CD entraîne par exemple : 


AB + BC = BC + CD donc AC = BD. 


o 7. Repérage d’un point sur un axe. — Considérons sur l'axe xx le point 
fixe origine O et un point M quelconque (fig. 11) 


0 M65), 


z 2 3 
Fig. 11. 


4 5 6 7 


On appelle abscisse du point M sur l’axe x'x le nombre algé- 
brique x = OM. 


En désignant par i le vecteur unitaire de l'axe Ox on a donc : 


OM = OMi= xi 
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La position d’un point sur un axe est déterminée par son 
abscisse. 

En effet, à tout nombre algébrique x on peut inversement associer un point M 
de l'axe Ox et un seul tel que OM = x. Ce point représentatif ou image du nombre 
algébrique x est représenté par la notation M (x). 


o 8. Théorèmes. — 1° La mesure algébrique d’un vecteur porté 
par un axe est égale à l’abscisse de son extrémité diminuée 
de l’abscisse de son origine. 


Soient (fig. 12} les points A(a) et B(b) de l'axe Ox. La relation de Chasles, 


ÖB = OA + AB s'écrit : AB = OB — OA Soit : 
| FC | 0 A (a) I B (b) 
Fig. 12. 


29 L’abscisse du milieu d’un segment porté par un axe est 
égale à la demi-somme des abscisses de ses extrémités. 


Soit I (x) le milieu de AB. L'égalité AT = IB donne : 
x—a—=b—x d'où 2x—a+b et 


| x=}@+0 | 


SOMMES VECTORIELLES 


© 9. Somme de deux vecteurs. — Soient deux vecteurs sV, et Ve (fg. 13). 


A partir d'un point O donné, construisons OÀ = V, puis AB = Va. Par défi- 
nition : 


Le _vecteur OB est la somme géométrique des vecteurs 


V, et Ve. EN es ES l 
On écrit : OB = OA + AB = V, + Vz 
A B’ 
0 A N y 
N \A ` 
oS 
Fig. 13. Fig. 14. 


Le vecteur OB est indépendant du pointO. En prenant une autre origine O’ 
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(fig. 14) on est amené à construire OA = = OÀ puis A'B' = AB ce qui entraîne 
(n° 2) O'O = A'A = BB donc : O'B' = OB. 

La somme de de deux : vecteurs est indépendante de leur ordre. En e effet (fig. 13) 
construisons OC = Va: on a : AB = OC donc (n° 2) : CÈ = OÀ = V, 


d'où: OB = OÙ + CB = V, + V.. 


En particulier la somme OM de deux vecteurs de di origine OÀ et OB 
s'obtient en-achevant le parallélogramme AOBM (fig. 1 18). 

o 10. Différence de deux vecteurs. — Le vecteur AB qu'il faut ajouter au 
vecteur OÁ pour obtenir OB est par définition la différence des vecteur OB et 
OÀ. Autrement dit : 


L'égalité OÀ + AB = OB équivaut à | AB = OB — OÀ | 


Tout vecteur AB est donc la différence des vecteurs obtenus 
en joignant successivement un point donné O à son extrémité 
puis à son origine. 


Pour construire la la différence AB de deux vecteurs donnés y, et A on peut 
donc construire OÉ = = Ÿ, puis | OÀ = V. Mais l'égalité AB = AO + OË 
montre que AB = OB + (— OA) = = V, + (— Į). D'où la règle : 

Pour retrancher un vecteur il suffit d'ajouter le vecteur opposé. 


e 11. Somme de plusieurs vecteurs. — La somme de plusieurs vecteurs 
7. Va. V, rangés dans ceto ordre est, par définition, le vecteur w que l'on obtient 


en faisant la somme ÿ + Va, des deux premiers, puis en ajoutant Va au vecteur 
obtenu et ainsi de suite jusqu'à épuisement des vecteurs. 


Vs Á 
V, 
ir 
0 


Fig. 15. 


La somme de deux vecteurs étant indépendante de l'origine utilisée il en sera 
e même du vecteur final obtenu. 


Ainsi (fig. 15) en construisant OÀ = V, AB = V., BC = V, et CD = V: 


on obtient: O o a L L RON ” 
OB = V, + V, OC = OB + V: = Vi + Ve + Va 
et OD=OC+V=V + V+ V+ V=W 
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Il n’est pas nécessaire de tracer OB et OC et on a toujours quelle que soit la 

disposition des points O, A, B, C et D: 
OD = OÁ + AB + BC + CD. 

o 12. Propriétés des sommes de vecteurs. 

l0 La somme de plusieurs vecteurs est indépendante de leur 
ordre. — Construisons AB’ = Vs (fig. 15). L'égalité BC = AB entraîne 
BC = AB = V, et l'égalité OD = OÀ + AB’ + B'C + CD montre que 
OD — Vi + Va + Ve + Va 

On peut donc, dans une somme de plusieurs vecteurs, échanger deux vecteurs 
consécutifs. En répétant cette opération il est possible de ranger les vecteurs 


dans un ordre donné quelconque. L’addition des vecteurs est une opération 
commutative. 


V tV +V + Va VV + VV 

En particulier la somme OM de trois vecteurs non coplanaires OÀ, OB, OC 
s'obtient en achevant le parallélépipède de diagonale OM construit sur OA, OB, 
OC, comme arêtes. En effet (fig. 19) : 

OM = OÅ + AD + DM = OÀ + OB + OC. 

2 On peut dans une somme de plusieurs vecteurs remplacer 
deux ou plusieurs d’entre eux par leur somme. 

La propriété est évidente pour des vecteurs consécutifs. Ainsi (fig. 15) : 

OD = OÀ + AČ + CD = Vi + (Va + Vd + Ve 

ou : OD = OÀ + AD = V, + V+ Vs + Vo. 

Elle est également vraie pour tout groupe de vecteurs car d'après la propriété 
de commutativité, on a par exemple : 

V +V + Vt Vi + Von Vo + Vi + Va + Vs + Ve 
= Va + Vi + Va + Vs) + Va. 

L'addition des vecteurs est une opération associative. 

3° Lorsqu'on multiplie 
plusieurs vecteurs par un 
même nombre algébrique k 
leur somme est multipliée 
par ce nombre. 

Soit AD = AB + BC + CD 
= V; + Va + V3 une somme de 


vecteurs (fg. 16). A partir d’un 
point donné O, construisons : 


OK = ROA OB= ROB, 
OC' = k OC et OD' = k OD. 
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D'après la réciproque du théorème de Thalès dans le triangle OAB, 
la droite ART panle à AB et la similitude des triangles OA'B’ et OAB 


B A 
montre que af — 0A — Ikl. 
Or les vecteurs À'B' et AB sont de même sens si k est positif, de sens contraires 
si $ est négatif. Donc ÀP = k AB = k Ñ. 
De même BC = k Vp, CD = kVa et AD'= kAD = k (V, + V + Va 
L'égalité A'B' + B'C' + C'D' = A'D’ donne doc : 


kV, + kVa + kV = kV, + Va + Vo) 


4° Pour multiplier un vecteur par une somme algébrique 
on peut multiplier ce vecteur par chacun des termes de la 
somme et additionner les vecteurs obtenus. 

Soit v la mesure algébrique d'un vecteur V sur l'axe : x'x (fig. 17). Construisons 
sur cet axe les vecteurs OA = « V, AB = B V et BC = y V. On obtient(l) : 


OÙ = a V+ BV +w. V 

__ Or d'après le n° 5 on a : x 0 A C B x 
OA = av, AB = wea 141m a 
BC=yv donc: E 


OC = OA + AB + BC = av + po + w = (a +B +y) o 
Cette égalité montre que OC = (« + B + Y) Ÿ, soit d’après (1) : 


(@+B+ 1 V = aŸ + BV + 


e 13. Décomposition d’un vecteur. — 1° Soit dans un plan un vecteur OM 
et deux directions distinctes Ox et Oy (fig. 18). Les parallèles menées par M à 


Oy et Ox coupent Ox en A et Oy en B et on a (n° 9) : OM = OÁ + OB. 


Fig. 18. Fig. 19. 


On dit que le vecteur OM est décomposé suivant les deux directions Ox et Oy. 
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2 Soit de même dans l’ ce un vecteur OM et trois directions non copla- 
naires Or, Oy et Oz (fig. 19). En menant par M les } plans parallèles aux trois 
plans yOz, zOx et xOy, on forme un parallélépipède ah arêtes OA, OB, OC, et de 
diagonale OM. Donc (n° 12) : 


OM = OÁ + O + OÙ. 
Le vecteur OM est décomposé suivant les trois directions Ox, Oy, et Oz Oz. La 


décomposition ainsi obtenue est unique. Les trois vecteurs OÀ, OB, OÙ sont 
les composantes vectorielles du vecteur OM, suivant les trois directions Ox, Oy et Oz. 


APPLICATIONS 
e 14 Théorème. — Lorsque deux vecteurs ont même origine, 


le vecteur qui joint leurs milieux est égal à la moitié du 
vecteur qui joint leurs extrémités. 


Soient I et J les milieux respectifs de OÀ et OB (fig. 20). On peut écrire 
1j = 0) — Où = } O8 — 1 Où = | (OB — OÀ. 


0 
Donc j= JAË 
I J 
n B 0 A M B x 
Fig. 20. Fig. 21. 


On retrouve ainsi le théorème : le segment qui joint les milieux de deux côtés 
d'un triangle est parallèle au troisième côté et égal à sa moitié. 


o 15. Division d’un vecteur dans un rapport donné. — 
appeton qu ‘un point M d'une'droite divise un vecteur AB porté par cette 


droite dans le rapport algébrique k si : 
MA —-> — 
= = MA = k MB. 
MÈ 2 k 


Il existe un point unique M divisant un vecteur AÉ, dans un 
rapport algébrique donné k différent de + 1. 


Prenons sur la droite AB une origine O (fig. 21). La relation MA = kMB 
ou MA = kMB s'écrit: Z 
OA — OM = k (OB — OM). 
Soit : (k — 1) OM = k OB -- OA. (1) 
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Si k Æ 1, on obtient : OM = k E— pA 


relation qui détermine l'abscisse d'un point unique M. 


Si k = 1, la relation (1) s'écrit : 0 = OB — OA. Elie est donc impossible 
car À et tB sont distincts. Îl en résulte que : 


Fig. 22. Fig. 23. 


MÅ o, FN 
1° La valeur du rapport Mà détermine la position d’un 


point M sur la droite AB aussi bien que l’abscisse de ce point. 


2° Lorsque deux points M et M’ divisent un même vecteur 
dans le même rapport algébrique, ces points sont confondus. 


e 16. Remarques. — 1° En prenant l'origine O en dehors de la droite AB on 
obtient de même : OA — OM = k (OB — OM), 


se =} T Di oÀ +. kB. 


En construisant le yaten AC = k BÓ, on obtient le point M à l'intersection 
de OC et de AB (fig. 22). 


2 Sik = — 1, le point M est en I milieu de AB (fig. 23) et on a, quel que 


soit O, la relation : | OÍ = I OÀ + OB) i 


En terminant le parallélogramme AOBC on voit d'ailleurs directement que : 


Di = 3 OÙ = } (OÀ + OB). 


3 Lorsque le rapport k est seulement donné en valeur arithmétique, il existe, 
si kz | deux points M et M’ divisant le vecteur AB dans le rapport k. 


e 17. Notion de barycentre. — Considérons un groupe de pointe A, B, C, D (pas 
obligatoirement tous distincts) affectés respectivement des coefficients algébriques ou 
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masses &, Ê, y, 8 (fig. 24). Proposons-nous de déterminer un point G, s'il existe, tel que 


aCÀ + BGÉ + yGC + SCD = 0 (1) 


En prenant une origine O, cette relation s'écrit : 
a«(OÀ — OÙ) + 8(OB — OÙ) + (OÙ — OÙ) + S(OD — OÙ) = 
soit (2) : 
aOÀ + BOB + OÙ + 80D = (a+ B+ y + 8) OĞ AG 
le Sia + B+ y + 5 Æ 0 : on obtient (3): 
oč = 20A + BOB + YOC + S0D 
Pa a +B Hy +è 5 
Cette relation vectorielle permet de construire le vecteur 
OG et par suite le point G d'une façon unique. 


Sia +R +y+8+#0 il existe un point unique G D6) 
vérifiant la relation (1) appelé barycentre du système 
de points A(«), B(B), C{y), D(8). 


Par analogie avec la relation (2) on peut alors écrire, pour tout point M de l’espace : 


«MA + BMB + yMC + 8MD = (x + B + y + 3) MG. (4) 


2 Six + B + y+ è= 0 la relation (2) devient : «OA + BOB + OC + 30D = 0. 
Si cette condition indépendante de G, est réalisée, la relation (1) a lieu pour tout point 
G de l’espace. Sinon la relation (1) est impossible et il n y a pas de barycentre. 


o 18. Barycentre des points A(«) et B(8). — C'est par définition le point G tel que 


B (P) 


cy) 


Fig. 24. 


Oeni y ns | eR ET 
A G BG) aCÂ+RCB=0 swt GP. 
GB x 


Fig. 25. 
C'est donc le point qui divise le vecteur AB dans le rapport — ~ À Gg. 25). En particulier 


le barycentre de A (1) et B{1) est le milieu de AB. 
© 19. Construction du barycentre. — On peut dans la recherche d’un barycentre 


remplacer deux ou plusieurs points par leur barycentre affecté de la somme 
de leurs coefficients. 


Soit G le ba tre du système A(«), B(B), C(y), 8) et I le: bary tre d tè 
AG), Be) COY. La relation (4) du n n° |7 donne Dr point G ; y SE Ta 


aGÀ + GÉ + YGC = (@e+6+ y) CI 
et la relation : «GA + BGB + yGC + SGD =0 qui définit G, s'écrit alors: 
(a+ B+ y) GI + GD = 0. 


Ce qui montre que G est le barycentrede I(x+B+y) et D(). 


En remplaçant deux points du système donné par leur barycentre, on obtient un système 
avec un point de moins. En répétant cette opération on se ramène au cas de deux points. 


© 20. Exemples. — 1° Centre de gravité d’un triangle. — Soit à déterminer le bary- 
centre G du système A(1), B(1), CDE (fig. 26). Désignons par D, E et F les milieux respec- 
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tifs de BC, CA et AB, En remplaçant B(1) et C(1) par D(2) on voit que G est le barycentre 
de A(1), D(2). Le point G est situé sur AD et par analogie sur BE et CF. C'est donc le 
point de concours des médianes du triangle ABC. 


Fig. 26. Fig. 27. 


La relation GA + 2 GD = 0 ou :DÀ = 3 DG montre que G est situé au tiers de DA 

à partir de D et la relation (4) du n° 17 donne pour tout point M : 
MÁ + MB + MC = 3 MC. 

2° Centre de gravité du tétraidre ABCD. — Soient I et J les milieux des arêtes 
AB et CD du tétraèdre ABCD (fig. 27) et A’ le centre de gravité de la face BCD. Le bary- 
centre G du système A(1), B(1), C(1), D(1) est le barycentre du système I(2) et J(2) ainsi 
que du système A(1) et A'(3) et on a : | 

2G1+2G)=0 et GÀA+3GÀ = 0. 

Le point G est donc situé au milieu de chacun des segments tels que IJ joignant les 
milieux de deux arêtes opposées et, sur les segments tels que AA’ joignant un sommet au 
centre de gravité de la face opposée, au quart à partir de cette face. 


PROJECTIONS D’UN VECTEUR 


è 21. Projection sur un plan. — Considérons un pa fixe P, appelé pua 
de projection et une droite fixe A qui coupe le plan P (fig. 28). La parallèle à 
A menée par un point donné À de l’espace coupe le plan P en un point unique A’. 
Par définition : 


Fig. 28. Fig. 29. 


Le point A' est la projection, effectuée parallèlement à À, 
du point À sur le plan P. 
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La droite AA’ est la projetante du point A. Si la direction A est perpendicu- 
laire au plan P la projection est dite orthogonale au plan P, sinon elle est 
dite oblique. Il est clair que tout point du plan P est confondu avec sa projec- 
tion sur ce plan. 

Lorsqu'un point décrit un vecteur AB sa projection décrit le vecteur AB 
défini par | les projections de À et de B. Le vecteur A'B’ est la projection du 
zar AB et le plan ABB'A' est le plan projetant du vecteur AB. Notons que : 

EUR d'un vecteur, effectuées parallèlement à une même direction, sur 
deux plans parallèles, sont des vecteurs égaux. 

En effet (fig. 29) si le vecteur AB se projette en AB’ sur le plan P et en AB 
sur le plan in parallèle P, le quadrilatère A'B’ BA, est un parallélogramme et 


ÀB B' = = AB. 


e 22. Théorème. — Les projections, sur un même plan, de deux 
vecteurs égaux, sont deux vecteurs égaux. 


Soient AB et CD deux vecteurs égaux non parallèles à A (fig. 30). Les droites 
AB et CD étant parallèles ainsi di les projetantes AA’ et CC’, il en est de même 
des plans projetants ABB'A’ et CDD'C' et par suite de A'B' et C'D'. Et puisque 


F 
C D B 7 
Pan 


; 


Fig, 30. Fig. 31. 


AC = BD on voit de même que A'C' et B'D’ sont parallèles. Il en résulte que 
la projection du parallélogramme ABDC est en général un parallélogramme 


A'B'D'C’..Donc AB’ = CD’. | 
Si les plans projetants ABB'A' et CDD'C". sont confondus, il suffit de 
projeter un vecteur auxiliaire EF égal à AB et CD. Les égalités AB = EF et 
CD’ = EF' entraînent AB’ = CD’. 
o 23. Corollaire. — Le rapport de deux vecteurs parallèles est 
égal au rapport de leurs projections sur un même LA an. 
Soient A'B' et C'D' les projections des vecteurs parallèles AB et CD (fig. 31). 
Construisons sur la droite AB un vecteur EF égal à CD. On a EF = CD’ 
et d'après le théorème de Thalès dans le plan: AA’ F'F on a : 
AB _AB | AB _ A'B 
Rs er soit =Z 


EF EF © eD. 
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o 24. Projection sur une droite. — Considérons une droite fixe xx et un 
plan fixe sécant P (fig. 32). Le plan parallèle à P mené par un point quelconque 
À de l'espace coupe x’x en À : 

Le point À' est la projection, effectuée parallèlement au 
plan P, du point À sur la droite xx. 


Fig. 35. 


La projection d'un vecteur AB sur la droite x’x est le vecteur A'B défini par 
les projections A’ et B de A et B. Si le plan P est perpendiculaire à x'x la projec- 
tion est dite orthogonale à la droite x'x. Sinon elle est dite oblique. 

Les projections d’un vecteur sur deux droites parallèles 
sont deux vecteurs égaux. 


Les projections A'P' et AB, du vecteur AB effectuées parallèlement au même 


plan P sur deux droites para lèles x’x et y'y sont égales comme portions de 
parallèles comprises entre deux plans parallèles. 


o 25. Théorème. — Le rapport de deux vecteurs parallèles est 
égal au rapport de leurs _projections sur une même droite. 

Soient deux vecteurs parallèles AB et CD et leurs projections A’B’ et C'D’ sur 
la droite x’x (fig. 33). Désignons par P, Q, R et S les plans projetants de A, B, 
C et D. Les plans R et S découpent sur la droite AB un vecteur EF égal à CD. 
Le théorème de Thalès dans l’espace donne sur les droites AB et x'x : 


BAS à 4_È 
EF CD CD CD 


e 26. Corollaire, — Les projections sur une même droite de 
deux vecteurs égaux sont deux vecteurs égaux. 


Si AB— CD larelation précédente donne : AB’ = CD. 


e 27. Remarque. — En géométrie plane la projection d’un point ou d’un 
vecteur sur une droite x’x du plan s'effectue parallèlement à une droite fixe A 
qui coupe x'x. On peut considérer cette projection comme la projection dans 
l'espace effectuée parallèlement à un plan quelconque issu de A. Les théorèmes 
précédents sont donc applicables. 
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e 28. Projection d’une somme vectorielle. — La projection sur un 
même plan ou sur une même droite de la somme de plu- 
sieurs vecteurs est égale à la somme des projections de 
chacun de ces vecteurs. 

Considérons les vec- 


teurs V, V et Vs ainsi 
que leurs proiecons sur 
un plan P (ou sur une 


droite x'x) : V;, Ñ; et V, 
(fig. 34). Construisons 
AB — V, BC = Vo, 
CD = Va et et leurs pro- 
jections AP, BC et 
CD D’, On. a (n°22ou 26) : 

AB = Vi, BC = Vs 


et CD = Vs. Or: 
AD = AB + BC + CD = Ÿ, + V, + Va 
et AD = AB + BC + CD = Vi + Vr + Vio 


Donc la projection ÀD _de la somme AD des vecteurs Ñ, V, et V, est égale 
à la somme des projections V4 A et LA de ces vecteurs. 


e 29. Projection sur un axe. — Si la droite x'x sur laquelle on effectue les 
projections des vecteurs parallèles AB et CD est orientée on a (n° 5) : 


iQ’ ÀB : = ——> j Pr 
ÄB = AB * Donc si AB=RCD ona A'B = kC'D!. 
CD CD CD | 


Le rapport de deux vecteurs parallèles est égal au rapport 
des mesures algébriques de leurs projections sur un même axe. 


De même dans la projection d'une somme vectorielle, l'égalité : 
AD = AP + BC: + CD entraîne:  A'D' = A'B' + BC + CD:. 


La mesure algébrique de la projection sur un axe de la 
somme de plusieurs vecteurs est égale à la sommé des mesures 
algébriques des projections sur cet axe de chacun de ces vec- 


teurs. 
Il en résulte que toute relation linéaire entre plusieurs vecteurs telle que 


AB = mCD + n EF + p GH 


entraîne la relation analogue : A'B'=mC'D' +n E'F' + p G'H' entre les mesures 
algébriques des projections de ces yecteurs sur un même axe. 
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COORDONNÉES 


o 30. Repérage des points d’un plan. — Considérons dans le plan n deux 
axes concourants x’x et y'y de même origine O (fig. 35). Tout vecteur OM se 
décompose suivant Ox et Oy d’une façon unique en deux vecteurs OP et OQ. 
On appelle coordonnées du point M les mesures algébriques 
x = OPet y = OQ. Le nombre x est l’abscisse du-point M et y son ordonnée. 
En désignant par í et j les vecteurs unitaires des axes Ox et Oy on a donc : 


OM = OP + Où soit: | OM= ri+ur | 


Fig. 35. Fig. 36. 


La position d’un point du plan est déterminée par l’en- 
semble de ses deux coordonnées. 

En effet, à tout couple de nombres algébriques (x, y) donné correspond un 
re M unique, désigné par M (x, y) et déterminé par l'égalité vectorielle pré- 
cédente. 

Sauf indication contraire, nous n'utiliserons que des coordonnées rectan- 
gulaires rapportées à deux axes perpendiculaires Ox et Oy. Dans ce cas les 
points P et Q (fig. 35) sont les projections orthogonales du point M sur les axes 
et l'égalité : OM? = OP? + OQ? donne alors : 


ÖM = x + y? 


e 31. Composantes scalaires d’un vecteur. — Soit AB un vecteur d'ori- 
gine A (xı, y1) et d'extrémité B (x2, y2) (fig. 36). Construisons le point M (X, Y) 
tel que : 


AB = OM = Xi + Yj. 
. Les nombres X et Y sont les mesures algébriques des projections du vecteur 
AB sur les axes Or et Oy. Ces deux nombres appelés composantes scalaires du 
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vecteur _AB caractérisent tout vecteur égal à OM, donc égal à AB. L'égalité 
AB = OB — OÀ donne, en projection sur les axes : 


X= M0 | Y=y—u 


La longueur AB est égale à OM et par suite AB? = X? + Y?, soit : 
AB? = (x — 21)? + (ge — y). 
On obtient les coordonnées x et y du milieu I de AB en projetant sur les 
axes l'égalité vectorielle : 


Gi = } (OÀ + OB) 
l j 
x = 5 (x1 + xa) et y = j (u + ya). 


e 32. Équation d’une courbe. — Toute condition imposée à un point 
M (x, y) du plan se traduit, en général, par une relation caractéristique équiva- 
lente f (x, y) = 0 entre ses coordonnées. Cette relation est appelée l'équation 
de la courbe (C), lieu géométrique du point M (x, y). 

Ainsi l'équation du cercle de centre O et de rayon R s'obtient en écrivant que 
OM? = R2 Soit : x? + y? = R. 

L'équation du cercle de centre o (z, 8) et de rayon R s'écrit de même : 


(x — a} + (y — BF = R. 


e 33. Translation des axes de coordonnées. — Soit « (xo, Yo) un 
point donné du plan, X'oX et Y'Y deux axes respectivement parallèles à x'x 
et y'y et de même sens (fig. 37). Désignons par X et Y les coordonnées du 
point M (x, y) par rapport aux nouveaux axes X’X et Y'Y. L'égalité vectorielle 


Fig. 37. Fig. 38. 


OM = Où + oM donne en projection sur les axes Ox et Oy (n° 29) : 


Deea] Dee] 


L'ancienne abscisse x est égale à l'abscisse x, de la nouvelle origine augmentée de 
la nouvelle abscisse X. 
On a la règle analogue pour la nouvelle ordonnée. 
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e 34. Repérage des points de l’espace. — Dans l'espace, on considère de 
même trois axes non coplanaires x'x, y'y et z'z de même origine O (fig. 38). 


Tout vecteur OM se décompose d’une façon unique, suivant ces axes, en trois 
vecteurs OP, OÖ et OR. 

On appelle coordonnées du point M les mesures algébriques 
x = OP, y = OÙ et z = OR. Les nombres x, y, z sont appelés respectivement 
abscisse, ordonnée et cote edu point M. 

En désignant par i j et È les vecteurs unitaires des axes Ox, Oy et Oz on 
obtient : LE 

OM = xi + yj + zk. 

Cette égalité montre que, réciproquement, tout point M de l'espace est déter- 
miné par l'ensemble de 7 trois coordonnées x, y et z. Ce point M est désigné 
.par la notation M (x, y, 2) 


Nous supposerons, en général, que les coordonnées sont rectangulaires c'est- 
à-dire que les axes sont deux à deux perpendiculaires. Dans ce cas on a : 


OM? = OP? + OQ? + ÖR? = x? + y + 2. 


De même que dans le plan, tout vecteur AB défini par À (xı, Yı 1) et par 
B (x2, Y2, 22) est tel que : R B ji 
AB=Xi+Y 1+2Zk 
où X, Y et Z sont les coordonnées du point M tel que OM = AÈ. 


Les nombres algébriques X, Y, Z, sont les composantes scalaires du vecteur AB. 
Elles sont égales aux mesures ires algébriques de des projections de ce vecteur sur les 


axes. L'égalité vectorielle AB = OB — OÅ donne alors en projection sur les 
axes : 
X= ri ; Y=y— y et Z= z — z2. 


D'autre part : AB? = X? + Y? + Ze. 
Soit : ÀB? = (x3 — 21) + (ga — y} + (22 — 21}. 


Si on prend pour nouveaux axes, les axes &X, œY et oZ issus du point 
© (x, Yo» Zo) et respectivement parallèles à Ox, Oy et Oz et de même sens, 


l'égalité OM = O6 + M conduit à : 
X=x EX; y=y +Y t 2z=2 +Z. 
D'où la règle analogue à celle du n° 33. 


SUJET D'EXAMEN 


Transport des axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes. 
(Besançon, ME.) 
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EXERCICES 


@ 1, On désigne par M, N, P, ae les milieux des segments AC, BD, AD et BC. Bémon-- 
trer que, quels que soient A,B,C et D,ona: 


1° AB + CD = AD + CB = 2 MN; 2° AB — CD = AC — BD = 2 PQ 
@ 2. Soient trois polnts A, B, C d’un axe z'x. Démontrer, en prenant pour origine 
Ola projection sur z's d’un point M quelconque que l’on a : 

1° MA. BC + MB. CA + MC. AB = 0; 

2° MAS, BC + MB. CA + MC. AB + BC. CA. AB = 0. 
@ 3. 1° Étant donnés trois points A, B, C d’un axe zx, montrer qu’il existe sur cet 
axe un point unique I tel que : IAS + 1B3 + ICS — 3 IA. IB. IC = 

20° Démontrer que pour tout point M de TASS on a alors : 


a) MA3 + MB3 + MC — 3 MA, MB. MC = © Š ML. [AB2 + BC: + CA2); 
b) MAS. BC + MB. CA + MC’. AB + 3 MI. A BG. CA = 0. 


© 4. Étant donné trols longueurs a, b, c, le point C Oet la direction OA, construire 
trois vecteurs OÀ, OB et OC tels que la somme OÅ + OB + OC soit nulle et que 
OA _OB _ OC 


ER de 0 


a b c 


© 5. Décomposer dans un plan un vecteur donné OM en deux vecteurs OA et OB 
de modules respectifs a et b, portés par les droites Ox et Oy quand on donne : 


1° Or et b; 3° z0ÿ = aeta; 50 10y = a et 
20 aet b; 40 20ÿ = 5 et a + b; 6° 20ÿ = F et at + b, 


0 6. Décomposer dans l’espace un vecteur donné où en trols vecteurs non copla- 


naires, OÀ, Ob et OÙ de modules respectifs a, b, c portés par les droites Ox, Oy, Oz 
quand on donne : 


1° ot, Ox et zO = a; 3° Ox, Oy, 5 et c; 
2° OC, Ox et b; 4° Oz, Oy, a+ betc. 


© 7. La diagonale AG du parallélépipède ABCDEFGH coupe en K et L les plans 
BDE et CFH. 


1° Montrer que K et L sont les centres de gravité des triangles BDE et CFH; 
2 Démontrer que KÉ + KD + KÉ = 0 et en déduire que AK = 3 AG et 
— 2— 
AL = 3 AG- 


@ 8. Solent Get G’ les centres de de gravité r respectifs des s triangles ABC et et A’B'C’: 


1° Démontrer que 3 GG = AA’ + BB’ + CC = AB + BC + CA’; 

2° En déduire une conditlon pour que les deux triangles ABC et A B’C’ aient 
même centre de gravité et montrer qu'il existe alors un polnt D tel que BA’ CD et 

B’AC'D soient deux parallélogrammes, 


@ 9. Solent deux vecteurs parallèles AB et © tels que AB = k CD. Les droites 
AC et BD se coupent en I: 


1° Démontrer que IA = k IC et IB = k ID; 
-> — —— 
2e Évaluer A1 et BI en fonction de k, AC et BD. 


24 GÉOMÉTRIE 


@ 10. On désigne par G le centre de gravité du triangle ABC, par A’ le milieu de 
BC et par M un point quelconque de l’espace : 
—+ — + — — —> 
1° Démontrer que : GB + GC = 2 GA’ et GA + GB + GC = 0. 
+ — — — 
2° En déduire la relatlon MA + MB + MC = 3 MG. 


e 11. Soit un polygone régulier de n côtés ABC... L et de centre ©. 

1° Montrer que la somme oS š des n veçteurs tels que OA est nulle (on pourra 
démontrer que la projectlon de OS sur les perpendiculaires à OA, OB... est nulle). 
_2 Si M est un ı point quelconque de l’espace, la somme des n vecteurs tels que 
MA est égale à n MO. Cas où M est en A? 
e 12. Dans un trlangle ABC inscrit dans un cercle de centre O, on désigne par G le 


centre de gravité, par H l’orthocentre, par M le milieu de BE et par D le point dia- 
métralement opposé à A sur le cercle ABC : 


1° Nature du quadrilatère BHCD? Comparer les vecteurs HA et MÔ; 
— — — — — ——> — — 
20 Démontrer que HA + HB + HC = 2 HO et OA + OB + OC = OH; 
—> — — — -> — — 
3° De la relation GA + GB + GC = 0 déduire que OA + OB + OC = 3 OG et 
préciser la position de G par rapport à O et H, 
@ 13. Soient A’, B’, C’ les pieds des médianes du triangle ABC et G le centre de 
gravité. A partir d’un point quelconque M on construit le vecteur 
—, MP = MA + MB + MC: 
1° Démontrer que AP = 2 MA’ et MP = 3 MG. En déduire diverses constructions 
géométriques de l’un des points M ou P connaissant l’autre; 


2° Montrer que sl M est au centre O du cercle ABC, le point P est en H ortho- 
centre du triangle ABC. Établir les relations : 


grec] —— =.> —+ — ape — — 
OH = OA + OB + OC, AH = 2 OA’ ct OH = 3 0G. 2 
3° En prenant P en O > montrer que le point o tel que vO = vA + aB + «C est 
le milieu de OH et que wA + «oB + oC + oH = 0. 


@ 14. 1° Démontrer que lorsque le point M est le barycentre du système A (a), 
B (8), C (y) les alres algébriques des triangles MBC, MCA et MAB sont proportion- 
nelles à «, B, y. (L’aire MBC par exemple sera affectée du signe + ou du signe — 
suivant que A et M sont ou non, d’un même côté de la droite BC). 

2° En déduire qu’à tout point M du plan ABC on peut inversement affecter trols 
nombres («, 6, y), définis à un facteur près, tels que le point M solt le barycentre du 
système A (a«a), B (8), C (y) : point M («, B, y). 

30° Démontrer que le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC est le point 
I (a, b, Ps l’orthocentre le point H (tg A, tg B, tg C) et le centre du cercle ABC 
le point O (sin 2 A, sin 2 B, sin 2 C). 


© 15. Soient Let J les milieux des segments AB et CD. On construit les points M 
et N tels que : MA + k MC = 0 et NB + k ND = 0: 


1° Soit O le milieu de MN. Démontrer que OT + k OJ = 0. Lieu géométrique du 
point O lorsque k varie? 
29 Démontrer que le point O est aussi le milieu du segment joignant les points 


P et Q tels que : PA + k PD = 0 et QB + k QC = 0. 
@ 16. On construit le point I barycentre de A («,), B (8,) et C (yı), le point J bary- 


centre de A (x), B (8) et C (y) et enfin le point M barycentre de A (a; + k a), 
B (Bı + k 8) et C (yı + k ya). = ue 

1° Démontrer que (a, + Bı +.Y1) MI + k (a + B: + ve) MJ = 0; 

2° Lieu du point M lorsque k varie, les autres coefficients restant fixes? 
@ 17. On considère le système A (x), B (8), C (y) tel que a + B + y = 0 et on cons- 
truit les points A;, B1, C, définis par les relations : 


B AB + y AC = 0, + B,C + « BA = 0, a CÀ + BGB = 0. 
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1° Démontrer que pour tout point de l’espace la somme æ MÁ +8 MB +y MG 
cst un vecteur U, indépendant de M, égal à « A,A. 


2° En déduire que les trois vecteurs AA:, BÉ, et, A sont parallèles et inverse- 
ment proportionnels à a, 6 et +. 


© 18. Dans un plan rapporté à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et 
Oy on considère les points A (a, 0) et B (— a, 0) où a désigne une longueur donnée : 
1° Trouver l'équation du lieu des points M (x, y) tels que MA? + MB: = à. 
Montrer que ce lieu est un cercle de centre O dont on calculera le rayon; 
20 Montrer que le lieu des polnts M tels que 3 MA? — 2 MB: = kt est également 
un cercle de centre «. Calculer les coordonnées de w et le rayon de ce cercle. 


© 19. Soit ABC un triangle quelconque, M un point quelconque de son plan, A’, B’, 

cles symétřiques du point M par rapport aux milieux respectifs des côtés BC, 
e $ 

1° Démontrer que les segments de droite AA’, BB’, CC’ se coupent en leur milieu 


3 Démontrer que la droite MM’ passe par un point fixe quand M se déplace d’une 
façon quelconque. (Guyane. ) 


@ 20. Dans un triangle ABC on désigne par O, H, G, « le centre du cercle circonscrit, 
l’orthocentre, le centre de gravité, le centre du cercle passant par les milieux des 
côtés du triangle : 


1° On considère le vecteur OŠ somme géométrique des vecteurs OÀ, OB, OĞ et 
on projette cette somme sur le côté BC. Où se projette S? En dédulre que S est 
confondu avec H; 


2° Montrer que le vecteur OS est triple du vecteur OG. En déduire la position 
relative des points O, G, H; 

3° Préciser la position des points œ, O, G à l’aide de considérations analogues aux 
précédentes. (Amérique du Sud.) 


| DEUXIÈME LEÇON | 


ANGLES ORIENTÉS DANS LE PLAN 


o 35. Plan orienté. — Une demi-droite Oz du plan peut tourner autour de 
son origine O dans deux sens différents : 


On appelle sens direct ou sens positif de rotation dans le 
plan le sens inverse des aiguilles d’une montre. Le sens opposé 
est le sens rétrograde ou négatif. 

Le plan est dit orienté (fig. 39). Au sens direct dans le plan correspond un sens 


direct de parcours sur toute ligne fermée non croisée du plan (fig. 40) et en parti- 
culier sur. tout polygone convexe ou tout cercle du plan. 


Fig. 39. Fig. 40. 


ANGLE DE DEUX DIRECTIONS ORIENTÉES 


o 36. Angle de deux demi-droites de même origine. — On appelle 

angle orienté des demi-droites OA et OB prises dans cet ordre, 

l’un quelconque des angles dont il faut faire tourner dans un 

sens donné, une demi-droite mobile Oz pour l’amener du côté 
B origine OA sur le côté extrémité OB. 


_On écrit (fig. 41) : angle (OÀ ; OB) ou simplement 
(OA ,OB). 

En affectant la mesure arithmétique de l'angle 

x balayé par Oz du signe + ou du signe — suivant 

0 A que Oz a tourné dans le sens positif ou dans le sens 

Fig. 41. négatif, on obtient une mesure algébrique (ou 


détermination) de l'angle (OÅ ,OB). 

e 37. Théorème. — Les différentes mesures algébriques en 

radians de l’angle (OA » OB) sont données par la formule : 
(OA ,OB) = « + 2kr. 

où « désigne une quelconque de ces mesures et k un entier algébrique arbitraire. 
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Soit 8 la mesure en radians du plus petit angle dont il faut faire tourner une 
demi-droite Oz, dans le sens positif, pour l'amener de OA sur OB. Chaque tour 
supplémentaire, dans le sens positif ramène Oz sur OB. On obtient ainsi les 
mesures algébriques : 


0; 6+ 2x; 0 + 4r; 0 + 67, etc... 

Lorsque Oz tourne dans le sens négatif, les diverses mesures obtenues sont : 
0 — 27; 0 — 4x; 0 — 6r; 6 — Br, etc... 

On voit donc que : (OÀ, OB) = 6 + 2 mn. Si a = 0 + 2 nr est l'une de ces 


mesures, on obtient, en éliminant 0, la formule, équivalente à la formule 
annoncée : 


(OA, OB) = a + 2 (m — n) 7. 


La détermination „principala de langle (OÀ, OB) est la 
mesure algébrique + de cet angle comprise entre — 7 et rs. 


Cette mesure ọ est la mesure de l'angle saillant orienté (OÀ, OB), dont le 
sens, parfaitement déterminé, correspond au signe de +. 


e 38. Corollaires. — 1° On a l’égalité (ob, OÀ) = — (OÀ, ,OË) + 2kr. 
En effet si p est la détermination principale de l'angle (Ọ OÁ, OB), c celle c de 
l'angle (OB, OÀ) est — p, ce qui entraîne, à 2kr près: (OB, OÀ) = — (Oå, OË). 
20 Deux angles (OA, OB) et (OÀ', OÈ) dont les côtés sont 


respectivement parallè es et de même sens ont mêmes 
mesures algébriques. 


On sait, en effet, que les angles saillants orientés (OÀ, OB) et (OA, OÉ) 
ont même valeur absolue et même sens. Les angles (OÀ, OB) et (O'À', OÈ’) 


ont donc même détermination principale et par suite mêmes mesures. 

e 39. Angle de deux vecteurs ou de deux axes. — L’angle orienté 
(AB, CD) des deux vecteurs AB « et CD est, par définition, l’un 
quelconque des angles (Ox, Ou) obtenus s en menant par un 
point arbitraireO les demi-droites On Oxet Oy de même direction 
et de même sens que les vecteurs AB et CD (fig. 42). 


Comme l’ r Ox, Oy) est indépen- 


dant du point C (n° (n° 38), ilen est de même D Y 
de l'angle (AÉ, CD). 
On définit de la même façon l'ange c x 
(i, À) ded deux axes À, et A ou bien Ô x 
l'angle (à, AË) de l'axe À et du vecteur 
AË. pm 
Chacun de ces angles constitue un A B 


angle orienté de deux directions orientées. tig. 42. 
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La mesure nn at est celle de l'angle (0x, Ou) correspondant. Elle est 
donc définie à 2r: près 


o 40. Relation de Chasles. — - Quelle que soit la disposition des 
trois directions orientées OA, OB et OC, on a la relation: 


(OÀ,OC) = (OÀ,OË) + (OB, OČ) + 2kr. (4) 


On peut toujours (fig. 43), en faisant tourner Oz dans le sens positif, l'amener 
successivement de OA sur OB puis sur OC. Si 


metf: sont les mesures obtenues pour (OÁ ,OB) 
et (OB, OQ) il est clair que la mesure obtenue 
pour (OA ,OC) est égale à « + B, ce qui permet 
d'écrire (n° 37) : 
(OÅ ,OB) = « + 2/x, (OB,00) = 8 + 2mr 
Fig. 43. et (OÅ, OČ) = a + B + 2hr. 
Éliminons « et B entré ces trois relations, nous obtenons : 
(OÀ, OÙ) = (OÀ,OË) + (OB, OC) + 2 (h — 1 — m) 7. 
relation équivalente à la relation (1). 
Cette relation s'écrit d'ailleurs aussi (n° 38, 1°) : 


| (OA, OB) + (OB,OC) + (OC,OÀ) = 2kr. | (2) 


et se généralise pour un nombre quelconque de directions, Ainsi : 
(OA, 0D) = (0Å,0B) + (0B, 0D) = 

(OÅ, OË) + [(0B, OÙ) + (OC. OD)] + 2 k7 

soit  (OÀ,0D) = (OÀ,OË) + (OB,OC) + (OC,OD) + Zkr. (3) 
Il en résulte, pour des angles de vecteurs ou d'axes : 
(BEF) = (AB, CD) + (CÓ, EF) + 2kr. 

(Ši, 49) = Ea 5D + Gas ds) + (53,5) + 2ka. 
o 41. Angle polaire d’un yech ou 
d’un axe, — Soit un axe fixe xx appelé 
axe polaire ou axe origine. La direction À 
est déterminée par l'angle G x, À) appelé 
angle pol polaire de À (fig. 44). De même l'angle 
(x x ,AË) est l'angle polaire du vecteur AB. Fig. 44. 
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La mesure algébrique de l'angle de deux directions orien- 
tées est égale à langle polaire de la direction extrémité dimi- 
nué de langle polaire de la direction origine. 


L'égalité : Gr x ,AË) + (B,CD) = Gx %,CD) + 2kx montre que: 
(4B,CD) = (x'x,CD) — (x, AB) + 2kr 


e 42. Applications. — l° Si on change le sens de l’un des côtés 
d'un angle de vecteurs, la mesure algébrique de cet angle 
est modifiée de r. 
(AB,DO = (AB,CD) + (CD, DÓ = (AB, CD) + r à 2kr près. 
Par suite : (AB, CD) = (BÅ, DO) + 2kr. 
2 Dans une égalité ou une différence entre deux angles 


de vecteurs, on peut échanger les côtés moyens ou les côtés 
extrêmes. 


Si par hypothèse : (AB, CD) = (À'B’, CD”) + + + 2kr 
on peut écrire : 
(AB, CD) + (CD, AÉ) = (CD, AB) + (AË'.CD) + o + 2kr 
soit (AB.A'B) = (CD,CD) + + + 2kr 
ce qui montre que : 
(AB,CD)— (AB',C'D')= (AB, A'B) — (CD,CD) = ẹ + 2kr. 


e 43. Arcs orientés. — Considérons sur un 
cercle orienté de centre O deux points fixes À 


et B (fig. 45). Lorsqu'un point mobile M, 


parcourant le cercle dans un sens donné, va 


de A en B, il décrit un arc orienté AB d'ori- 
gine À et d'extrémité B. Dans cette opération 
la demi-droite OM engendre un angle 


(OÁ, OB) dont la mesure algébrique en 


radians est égale à celle de l'arc AB parcouru Fig. 45. 
par le point M : 


Les différentes mesures d’un arc orienté AB sont données 
en radians par la formule : 


AB = a + 2hr 
où « désigne une des mesures de l’arc AB B ou de l’angle (OÀ, OB). 


Toutes les propriétés des angles au centre (OÀ, OË) s'étendent aux arcs AB 
interceptés. Ainsi la relation de Chasles devient : 


AD = AB + BC + CD + 2. 
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En désignant par & une origine des abscisses curvilignes sur le cercle on a : 
AB = oB — vÀ + 2kr. 


. La mesure algébrique d'un arc est égale à l'abscisse de son extrémité diminuée de 
labscisse de son origine. 


ANGLE DE DEUX DROITES DANS LE PLAN 


e 44, Définition, — On appelle angle orienté de deux droites 
D et D’, langle orienté de l’un quelconque des axes portés 
par D avec l’un quelconque des axes portés par D’. 


Cet angle est représenté par le symbole (D, D’) (fig. 46). L'angle des d 
droites AB ee CD es 47) shit done CAB CDS on (AB DC) 


Fig. 46. Fig. 47. 


e 45. Théorème. — La mesure algébrique d’un angle de droites 
est définie à kr près. 

_Soit æ l'une des mesures algébriques de l'angle (AB,CD). On a (n° 42): 
(AB, CD) = (BA ,DC) = « + 2m7 et (AB ,DC) = (BA,CD) = a + x + 2nx. 


nc : 
(AB,CD) = a + kr. 
Dans cette formule « désigne l’une quelconque des déterminations de l'angle 
(AB,CD) et k un entier algébrique arbitraire. Notons que : 


Toute mesure algébrique d’un angle d’axes ou de vecteurs 
est une mesure de l'angle de droites de leurs supports non 
orientés. 


e 46. Corollaires. — Il résulte de ce qui précède et des théorèmes (n° 38) : 


1° La position de la droite OB est déterminée par la donnée de la droite OA 
et de l'angle (OA ,OB) = a + kr; 

20 Deux angles de droites à côtés respectivement parallèles sont égaux. 

3 Si D et D' sont parallèles on a : (D, D’) = kr; 

49 Si(D,D')= « + kx,ona :  (D',D)= — a + lr. 
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e 47. Relation de Chasles. — Quelles que soient les trois droites 
D, D,, son «a: 


[D,D = (D,D) + (Ds, Do + kr. | 0) 


Menons par un point O les vecteurs, OÅ, 
OB, OC aija parallèles à D;, D: et De D; 


Ds (fig. 48). Des relations : c. 
(OÀ, OC) = (OÁ, OB) + (OB,0C) + 2kr \ j 
et 
(Dı, D) = (OÅ, OB) + I7; 0 À 
(D:,D3) = (OB,00) + mr; 
(Di, Da) = (OÀ ,OÙ) + nr 
on déduit la relation équivalente à la relation (1) : 


(D:,D3 = (D;,D)) + (D2,D3) + (2k—1— m + n) r 
De même : (D1, Də) + (D2,D3) + (Da,D1) = kr, 


et (Di, Da) = (D1, Da) + (D2, Ds) + (Ds, Da) + kr. 


Fig. 48. 


e 48. Corollaires. — l° Dans une égalité ou une différence entre 
deux angles de droites on peut échanger les côtés moyens ou 
les côtés extrêmes. 


Si on a l'égalité : (D1, D2) = (D3,D4) + + + kr, on peut écrire : 
(D,D) + (D2, Da) F (D2, Da) + (Da, Da) + P + kr 


soit (D1, Da) = (D2, Da) + ọ + kr 
ce qui montre que : 
(D;, D) z (Ds, D) = sE (Dı, Ds) re D», Dj). 


2° Deux angles de droites à côtés respectivement perpendi- 
culaires sont égaux. 


Si D et D’ sont respectivement perpendi- 
culaires à À et A’, on a, à kr p 
D.A = (D’,4) = 7 


Donc : 


| (D,D) = (4,4) + kr. | 


Fig. 49. 3 Si l'axe xx est l'axe polaire (fig. 49) 

l'angle (x'x, Di est l'angle polaire de la droite D. 
La relation : Er D) + (D, D) = (x'x,D) + kr ou 
(D,D) = (xx, D) — (xx, D) le montre que : 
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La mesure algébrique d’un angle de droites (D,D'} est égal à 
l'angle polaire de la droite D', diminué de l'angle polaire de 
la droite D. 


e 49. | Bissectrice d’un angle d’axes ou de vecteurs. — Étant donnés deux 
axes Or et Oy (fig. 50) soit à déterminer un axe Ou tel que : 


(Ox, Ou) — (Ou, Ou) + 2kx. (I) 
En désignant par «, B et 8 les angles 
polaires des axes Ox, Oy et Ou rap- 
portés à un axe polaire OX donné, il 
faut et il suffit que (n° 41) : 
(0 — à) = (B — 6) + 2kr 
soit 


2+8 
o = + r 


Pour k = 2m on obtient un axe Ou 


Fig. 50. d'angle polaire = p E + 2mx et pour 


k= 2m + 1, on obtient l'axe opposé Ou’ d'angle polaire - 3 aa (2m + Dr. 


La droite uu est par définition la bissectrice, ou l'axe de 
symétrie, des deux axes Ox et Oy. Son angle polaire est à kr 
près, la demi-somme des angles polaires de ces deux axes. 


En prenant Ox comme axe polaire, on est conduit à la relation nécessaire et 


suffisante : 
| (Ox,0u) = } (02,09) + kr. | 


La droite v'v perpendiculaire en O à u'u est la bissectrice des axes x'x et yy' 
(ou xx xx' ety vo). Nous la désignerons sous le nom de bissectrice extérieure de l'angle 


(Ox, Oy). C B 
N 
e 50. Théorème. — Lorsque deux angles 
de vecteurs ont un côté commun, M 
l'angle de droites de leurs bissectrices 
est égal à la moitié de l’angle de leurs 
côtés non communs. 


Soient (fig. 51) OM et ON les bissectrices des 0 
angles (OA , OB) et (OA, OC). Fig. 51. 
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On a à kr près : 
(OM,ON) = (0A,ON) — (0A,0M = À GA ,66 — | Gi. OÈ) 


Donci | (OM.ON) = } (GB. OÙ) + kr. 


e 51. Bissectrices d’un angle de droites. — On appelle bissectrice de 
l'angle (D, D’) toute droite À issue du point O commun à D et D’ telle que : 


(D,4)= (A,D) + kr (1) 
En désignant par «, B et ọ les angles polaires de D, D’ et A on obtient : 
p—e=ß— p + kr doù: = FE k5 


Pour k pair on obtient une droite A et pour k impair une seconde droite A' 
perpendiculaire à A. 


Un angle de droites admet deux bissectrices rectangulaires. 


Ce sont les deux droites formées par les bissectrices des quatre angles saillants 
déterminés par ces deux droites. 


o 52. Angle de deux cercles. — L'angle de deux courbes C et C’ se coupant 
en A (fig. 52) est, par définition, l'angle de droites (AT, AT’) de leurs tangentes 
en À. Les courbes sont tangentes en À si cet angle est nul, orthogonales en A 


si cet angle est égal à + Z- Si les deux courbes C et C’ sont orientées, leur angle 


est l'angle AT, AT ’), chaque tangente étant orientée dans le sens de la courbe 
correspondante. 


Fig. 52. Fig. 53 


Lorsque deux cercles (C) et (C') de centres O et O’ se coupent en A et B, 
leur angle (AT, AT’) en A est égal à (AO, AO’), tandis que leur angle en B 
est égal à l'angle opposé (BO , BO’). En désignant par V la mesure arithmétique 
des angles saillants OAO’ et OBO’, on a par exemple (fig. 53) : 


(AT, AT) = V + kr. 
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Les deux cercles (C) et (C’) sont tangents intérieurement si V = 0, tangents 
3 ; : x 
exténeurement si V = ~v, orthogonaux si V = 7 


En orientant les deux cercles (C) et (C’) dans le même- sens on aurait 
(AT, AT") = = (AO, AO) = = V + 2 kr, tandis qu ‘en les orientant en sens 
contraire, on aurait (AT, AT) = =V+r+2kr. 


ANGLES INSCRITS 


e 53. Théorème fondamental. — Lorsque trois points À, B, M 
appartiennent à un cercle de centre O, on a: 


(MA. MB) = 1 (GÀ.Oë) she (1) 


Les droites MA et MB (fig. 54) sont respectivement perpendiculaires aux 


droites Ou et Ov, bissectrices des angles (OM, OA) et (OM, OB). D'après 
les théorèmes n°5 48 et 50 on peut donc écrire : 


Fig. 54. Fig. 55. 


(MA , MB) = (Ou, Ov) = 1 (GÀ.OË) + kr. 


Autrement dit : 


Un angle de droites inscrit est égal à la moitié de l'angle au centre de vecteurs 
correspondant. 


e 54. Corollaire I. — La relation (1) est valable quel que soit M. Lorsque 
le point M parcourant le cercle O, vient en B (fig. 55), la droite MA vient se 
confondre avec BA et la droite MB avec la tangente x’x en B. Il en résulte que : 


(MA, MB) = (BA,Bx) + kr. (2) 
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e 55. Corollaire II. — Précisons cette deuxième formule. Soient AIB et 
AJB (fig. 55) les arcs géométriques situés respectivement à l'intérieur des 
angles saillants ABx' et ABx, et désignons par « l’une des déterminations de 


l'angle BÀ, Ba). Lorsque M décrit l'arc ÀIB, l'angle géométrique À AMB et 
l'angle (MA, MB) restent constants et lorsque M vient en B, les axes MA et MB 
viennent se confondre avec BÀ et Bx. 

Pour tout point M de l'arc AIB on a donc : 


(MA, MB) = (BA .Bx) = « + 2kr. (3) 


Pour tout point M’ de l'arc AJB, on a par suite (n° 42) : 
(M'A, MB) = (BÅ, Bx) = « — x + 2hr. (4) 


e 56. Théorème. — Étant donnés deux points fixes À et B et un 
angle orienté «, le lieu géométrique des points M tels que 
,MB) = « +- hn est un cercle passant par À et B 

(Cercle capable de l'angle de droites « relatif à À et B). 

Soit M un point du lieu (fig. 56). Menons la tangente Bx au cercle ABM. 
La relation (MA , MB) = (BA,Bx) = « + kr montre que la droite Bx 
est indépendante de M. Il en est donc de même du cercle ABM dont le 
centre O est l'intersection de la médiatrice de AB et de la perpendiculaire 
en B à Bx. Tout point M du lieu appartient donc à ce cercle et la relation 
(M'A, MB) = (BA ,Bx) = « + kr montre que tout point M’ de ce cercle est 


un point du lieu. 


Fig. 58. 


o 57. Corollaire. — Le lieu géométrique des points M tels que 
(MA, MB) = « + 2r est un arc de cercle d’extrémités À et B 
(Arc capable de l'angle de vecteurs « relatif à À et B). 


Tout point M du lieu (fig. 57) appartient au cercle lieu des points tels que 
(MA,M MB)= = «+ kr. Soit x'x la tangente en B à ce cercle orientée de telle sorte 


que (BA, Bj = =«+ 2kr. Pour tout point M de l'arc intérieur à l'angle saillant 
ABx',on a (MÀ, MB) = = «æ + 2kr tandis que pour tout point M' de l'arc inté- 
rieur à l'angle ABx on a (MA, MB) = a + (2k + l) x. 
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Le lieu cherché est donc l'arc AMB, tandis que l'arc AM'B est le lieu des 
points M’ tels que (M'A,M'B) = « + x + 2kr. 


e 58. Cas particuliers. — 1° Le lieu des points M tels que (MA , MB) = kr 
se réduit à la droite AB. Le segment AB correspond à (MA , MB) = (2k + I) 7 
et ses prolongements à (MA, MB) = 2kr. 

20 Le lieu des points M tels que (MA , MB) = 3 + kr est le cercle de diamètre 
AB (fig. 58). La des demi-cercles correspond à 
(MA, MB) = 3+ 2kr et l'autre correspond à 


(MÀ, MB) = —5 Zie 2kr. 
30 Si deux E M et M’ sont symétriques par 


rapport à la droite AB (fig. 59) les angles saillants 
MÁ, MB) et MĀ, MB) sont opposés. Donc si : 


(MA, MB) = a + 2kr 


(M'A, MB) = —« + 2kr. 

Les deux arcs de cercle AMB et AM'B capables des 
angles de vecteurs « et — « sont symétriques par rapport 
à AB. Il en est par suite de même des cercles AMB 
et AM'B capables des angles de droites & et — x. 


on a 


e 59. Points cocycliques. — Pour que quatre points non alignés 
A, B, C et D appartiennent à un même cercle, il faut et il suffit 
que l’on ait: 


(CA, CB) = (DA, DB) + kr. | (1) c 


En effet, il faut et il pom que C 4 D appartien- D 
nent à un même ee capable relatif à À et 
donc que les angles (CA CA, CB) ) et (DA, DB) aient, 

à kr près, la même valeur « (fs. 60). Il en résulte 
que la relation (1) équivaut à : 


(CA,CD) = (BA,BD) + kr 


(BA, BC) = (DA, DC) + kr. 


Dans l'égalité (1) on peut donc permuter 
deux quelconques des quatre lettres A, B, C et 
Rappelons que : 
Lorsqu'un quadrilatère ABCD a deux angles opposés À et C égaux à un 
droit, il est inscriptible dans le cercle de diamètre DB et réciproquement. 


> 
œ 


Fig. 60. 
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e 60. Quadrangle. — On appelle quadrangle la figure formée 
par quatre points et les six segments qui les joignent deux à 
eux. 

Les quatre points A, B, C, D sont les sommets dú quadrangle ABCD (fig. 61 
et 62). Les côtés tels que AC et BD sont dits opposés. Les points de rencontre 
l, J, K des trois couples de côtés opposés sont les points diagonaux et le triangle 
1] est le triangle diagonal. 


A 
„AK 


Fig. 61. Fig, 62. 


La relation (CA, CB) = (DA, DB) + kr est nécessaire et suffisante pour 
que le quadrangle ABCD soit inscriptible dans un cercle (fig. 60). 


e 61. Droites antiparallèles. — Deux couples de droites D, D’ 
et À, A sont antiparallèles si: (D,A) = (A',D') + kr y 


Fig. 63. Fig. 64. 


On dit, par exemple (fig. 63), que A’ est antiparallèle à A par rapport à D et D’. 
Il en est ainsi notamment lorsque D et D’ sont respectivement perpendiculaires 
à A et À’ car : 


(D,4) = (X ,D') = 5 + kr. 
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Si les quatre droites D, D’, A, A’ sont issues d’un même point O on dit 
également que å et 4’ sont des isogonales de l'angle (D , D’) (fig. 64). 


l° Pour que deux couples de côtés opposés d’un quadrangle 
ABCD soient antiparallèles, il faut et il suffit que ce qua- 
drangle soit inscriptible. 


Pour que AB et CD soient antiparallèles par rapport à AD et BC, il faut 
et il suffit que : (AB, AD) = (BC,CD) + kr soit (AB , AD) = (CB, CD) + kr 
c'est-à-dire que le quadrangle ABCD soit inseriptible (n° 60). 

2 Deux droites antiparallèles à une même troisième par 
rapport à un couple donné sont parallèles entre elles. 

Si A’ et A” sont antiparallèles à A par rapport à D et D’, on a (à kr près) : 
D, A) = (A ,D’) = (A”,D’) ce qui entraîne (A', A”) = br. 

Ama (fig. 65) CD et EF, antiparallèles à AB par rapport à Ax et By, sont 
parallèles. 


3° Pour que deux couples D, D’ et A, A’ soient antiparallèles 
il faut et il suffit que les bissectrices des angles (D , D) et (A, 4) 
aient mêmes directions. 

Si Ou est la direction d’une bissectrice de l'angle (D ,D'}, la relation (2) : 
(D,Ou) = (Ou,D') + kr et la relation (1) : (D,A) = (4',D/) + {x 
entraînent par différence : (A,Ou) = (Ou, A’) + mr (3) et réciproquement, 
la relation (1) est conséquence des relations (2) et (3). 

4 Lorsque deux couples de droites D, D' et D;, D', sont sépa- 
rément antiparallèles par rapport à un même troisième À, A, 
ils sont antiparallèles entre eux. 


Les égalités (D, A) = (4’,D’) + kr et (DA) = (4',D';) + lr 
donnent en effet par différence : (D ,D;) = (D,D) + mr. 


Fig. 65. 


e 62. Exemples. — Menons les hauteurs AA’, BB’ et CC’ du triangle ABC, 
puis le diamètre AD et la tangente Ax au cercle ABC (fig. 66). Le quadrangle 
BCB'C' étant inseniptible les couples AB, AC; BB’, CC' et BC, B'C' sont deux 
à deux antiparallèles. Les angles (BC, BA) et (AC, Ax) étant égaux, les couples 
AB, AC et BC, Ax sont antiparallèles. Il en résulte que B'C' et Ax sont paral- 
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lèles donc que AD est perpendiculaire à B'C'. Les droites AA’ et AD, perpen- 
diculaires à BC et B'C', sont antiparallèles par rapport à BC et B'C' donc par 
rapport à BB’ et CC’ ou par rapport à AB et AC. Notons que : 


Deux côtés d’un triangle sont antiparallèles par rapport à 
la hauteur et au diamètre du cercle circonscrit issus du même 
sommet. 


Ce qui revient à dire que les angles (AB, AC) et (AH, AD) ont mêmes bissec- 


trices. 


APPLICATIONS. 


e 63. Théorème. — Les symétriques de lorthocentre d’un 
triangle par rapport aux côtés du triangle sont situés sur 
de cercle circonscrit. 


Soit H l’orthocentre du triangle ABC et H, le symétrique de H par rapport 

à la droite BC (fig. 67). Les angles (AB, AO) et (HC , HB) ayant leurs côtés 

respectivement perpendiculaires sont égaux, tandis que les angles (HB , HC) 
et (H,B,H,C) symétriques par rapport à BC sont opposés. Donc : 


(AB, AC) = — (HB,HO) = (H,B,H,C) à kr près. 
L'égalité (ŒB, H,C) = (AB, AC) + kr montre que le point H; est sur le 
cercle ABC (n° 59). 


H, 
Fig. 67. Fig. 68. 


AUTRE ÉNONCÉ. — Les symétriques du cercle circonscrit à un triangle par rapport 
aux côtés de ce triangle passent par l'orthocentre. 


Cela a aussi des égalités telles que (HB,HC) = — (AB, AC) + kr 


(n° 58 


è 64. Corollaire. — Les quatre cercles circonscrits aux triangles 
d un quadrangle orthocentrique sont égaux. 


Un quadrangle ABCD est dit orthocentrique de un sommet est 
l'orthocentre du triangle déterminé par les trois autres (fig. 68 

Le point D étant l'orthocentre du triangle ABC les trois cercles DEC, DCA 
et DAB sont égaux au cercle ABC, donc égaux entre eux. 
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Inversement si trois cercles égaux ABC, ACD et ADB concourent en un même 
point À, le quadrangle ABCD est orthocentrique. 

Les cercles ACD et ABD sont symétriques du cercle ABC par rapport à AC 
et respectivement. L’orthocentre du triangle ABC, qui appartient à ces 
deux cercles, est donc le point D et le cercle BCD est égal à chacun des trois 
cercles donnés. 


e 65. Droite de Simson. — Le lieu géométrique des points dont 
les projections sur les côtés d’un triangle ABC sont en ligne 
droite est le cercle circonscrit au triangle. 


Pour que les points «, B, y projections sur les droites BC, CA et AB, d’un 
point M du plan ABC soient alignés (fig. 69) il faut et il suffit que : 


(Ba, BM) = (BY,8M) + kr (1) 
Or les quadrangles «8CM et BYAM sont inscriptibles (n° a, Donc : 
= T 


(Ba , 8 œ ? à: 
(ery, BM) = (Ay, AM) = (AB ,AM) + lr. 
La relation (1) est donc équivalente à la relation : 


(CB, CM) = (AB, AM) + (k — h — l) z 


nécessaire et suffisante pour que le point M appartienne au cercle ABC. 


Fig. 70. 


La droite «y est la droite de Simson relative au point 
M du cercle ABC. 


Soit D la seconde intersection de la droite Mx avec le cercle ABC. Les qua- 
drangles «PCM et DACM étant inscriptibles, les droites x8 et AD sont séparé- 
ment antiparallèles à MC par rapport aux droites ABC et M«D. Elles sont 
donc barallèles et la droite de Simson «ßy est parallèle à AD. 


e 66. Tangentes à un cercle. — La portion d’une tangente variable 
à un cercle comprise entre deux tangentes fixes est vue du 
centre sous un angle de droites constant. 
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Soient Px et Qy deux tangentes fixes au cercle O et la tangente variable en M 
coupant respectivement Px et Qy en À et B (fig. 70). Les droites OA et OB sont 


les bissectrices des angles de vecteurs (OM, OP) et (OM ,O0). Donc (n° 50) : 
(OA,0B) = 3 (GP, OQ) + kr. 


On en déduit que : Lorsqu'un quadrilatère ABCD est circonscrit à un cercle 
de centre O, les deux couples de droites OA, OC et OB, OD sont antiparallèles. 


o 67. Angle de deux cercles. — Toute sécante passant par un des 
points communs à deux cercles est vue de l’autre point com- 
mun sous un angle constant égal à l’angle des deux cercles. 


Soient deux cercles O et O’ sécants en A et B et une droite passant par B 
qui recoupe les deux cercles en M et M’ (fig. 71). On a, à kr près : 


(MA.MB) = (04,007) = } (Oà, OË) 
a (MB, M'A) = (0'0,0'A) = l (CB,0À) 
D'où: (MA, MM) + (M'M, M'A) = (0A,00 + (00',O'A) + kr. 
Soit (AM,AM)= (AO, AO’ + kr. 


On peut même préciser cette formule, car elle entraîne l'égalité des angles 


(AM,AO) et (AM’, AO’), donc celles des angles aigus (AM ,AO) et (AM', AO’), 


si bien que l'on a : 


(AM, AM) = (AÔ, AO’) + 2 kr. 


o 68. Quadrilatère complet. — On appelle quadrilatère complet 
la figure formée par quatre droites se coupant deux à deux. 


On obtient un quadrilatère complet ABC A'B'C' en coupant les trois droites 
BC, CA et AB par une transversale A’B'C’ (fig. 72). Les quatre droites sont 
les côtés et leurs six points d'intersection sont les sommets du quadrilatère 
complet. Deux sommets tels que À et A’ non situés sur un même côté sont 
dits opposés et les trois droites AA’, BB’ et CC' sont les diagonales du quadri- 
latère complet. Elles forment en général un triangle IJK appelé triangle diagonal. 
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e 69. Théorème. — Les cercles circonscrits aux quatre triangles 
formés par les côtés d’un quadrilatère complet concourent 
en un point « dont les projec- 
À tions sur les côtés sont ali 

gnées. 


Soit & le second point commun aux 
cercles ABC et AB'C' (fig. 73) et a, B, 
Y, Š, ses projections sur les droites 

BC, , ABC' et A'B'C’. Ces 
quatre points ‘x, B, Y, à sont alignés car 
aßBy et By sont les droites de Simson 
de « pour les triangles ABC et AB'C'. 
Le point & ayant ses pro jections sur 
les côtés des triangles A'BC' et A’B'C 
alignées appartient aux cercles A’BC' 
Fig. 73. et A'BC. 


SUJET D’EXAMEN 


— Lieu géométrique des points M d’un plan orienté tel que, A et B étant 


deux points fixes de ce plan, l’un des angles des vecteurs MA et MB 
ait une valeur donnée. (Grenoble, ME.) 


EXERCICES 


@ 21. 1° Démontrer que l’angle de droites de deux cordes AB et CD d’un cercle de 
Tr —: ne 
centre O est donné par la formule : (AB, CD) = 5 [(oÂ , OC) + (oB ; 0D)] tkn 


2° En désignant par « la mesure algébrique de Parc AC intérieur à l’angle ADC et 
par 8 la mesure algébrique de l’arc BD intérieur à PA BAD démontrer que : 


(B,CD) = (AB, AD) + (BÀ, DG) = 3 (a + @) + 2km. 


@ 22. Soient trois points ABC d’un cercle de centre O. Démontrer que la mesure 
algébrique de l'angle BÀ, AC) est à 2kr près égale à la moitié de la mesure algé- 
brique de l'arc BAĞ inférieur au cercle entier. 


@ 23. On considère deux arcs de cercle ACB et ADB et les tangentes Az et Ay 
orientées dans les sens correspondants à ACB et ADB. Démontrer que : 


(Ar, Ay) = (CA, CB) — (DA, DB) = (AC, AD) — (BC, BD) + 2 kn. 


@ 24. Un point varlable M décrit le cercle circonscrit au triangle isocèle ABC de 
sommet A. La droite AM coupe en P la droite BC : 

1° Montrer que les cercles BMP et CMP sont respectivement tangents à AB et 
AC. Lieux de leurs centres w et w’; 

2° Comparer les angles (BA, BM) et (CA, CM) à l'angle (AM, BC). 
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@ 25. Deux cercles O et O’ se coupent en A et B. On mène la tangente commune 
CC’ la plus rapprochée de B et la sécante MBM’ parallèle à CC’, Soient V, ọ et +’ 


les mesures algébriques des angles saillants (40, AO’), (an , AB) et (AB y AM’) : 
1° Montrer que (AC, AB) = (BM, Bc) = à et (AB,AC) = (BE ,BM') = 33 


V 
2° En déduire que la tangente commune CC’ est vue de A sous l'angle 3 et de 


B sous langle 7 — z + Comparer les cercles ACC’ et BCC’. 
@ 26. Solent trois points D, E, F pris respectivement sur les côtés BC, CA et AB 
d'un triangle ABC. 

1° Montrer que les trois cercles AEF, BFD et CDE se recoupent en un même 
point M; 

2° Évaluer l’angle (DE, DF) en fonction des angles (AB, AC) et (MB, MC); 

3° Lieu géométrique du point M lorsque D, E et F varient en restant alignés. 


© 27. 1° On considère un triangle ABC, un point fixe D de AB, un point fixe E de 
AC et un point mobile M du cercle ABC. Les cercles BDM et CEM se recoupent en 
N. Trouver le lieu du point N. 

2° Soit un quadrilatère ABCD et un point mobile M de BC. Les cercles ABM et 
CDM se recoupent en P. Lieu géométrique du point P? 


© 28. 1° On donne deux cercles fixes ABC et ABD. Une sécante mobile passant 
par B recoupe le premier cercle en M et le second en N. Les droites CM et DN se 
coupent en R. Trouver le lieu du point R. 

2° Soient trois cercles fixes DAB, DAC et DBC et un point variable M du cercle 
PBC. La droite MB recoupe en N le cercle DAB et la droite MC recoupe en P le 
ecrcle DAC. Trouver l’enveloppe de NP. 


@ 29. On mène par le point I trols droites Ir, Iy et Iz telles que (Iz, Iy) = (Iy, Iz) = 3 


puis par le point J trois droites analogues Jz’, Jy’ et Jz’. Les droites Ix, Iy et Iz 
coupent la droite Jr’ en A, A’ et A”, la droite Jy’ en B, B’ et B” et la droite Jz’ en 
C, C et C”. Démontrer que les trois triangles AB’C'’, B”CA’ et C'A”B sont équila- 
téraux et qu’ils ont leurs côtés respectivement parallèles. 


@ 30. 1° Quel est le lleu des points de l’espace dont les projections sur les côtés 
d’un triangle sont en ligne droite? 

2° Quel est le lieu des points de l’espace dont les projections sur les côtés d’un 
quadrilatère complet sont en ligne droite? 


@ 31. Soit un triangle ABC. On constrult trols droites Ax, By et Cz telles que : 
(AB, Ar) = (CB, Cz) et (AC, Ax) = (BC, By): 

1° Montrez que les trois couples BC, Ax; CA, By et AB, Cz sont deux à deux anti- 
parallèles ; 

2° Démontrer que les trois droites Ar, By, et Cz sont concourantes en un point 
D du cercle ABC. 


@ 32. Dans un triangle ABC on désigne par A la mesure de l’angle (AB, AC), par H 
l'orthocentre, par I le centre du cercle inscrit et par J, K, L les centres des cercles 
exinscrits respectivement dans les angles A, B et C du triangle : 


1° Évaluer en fonction de A, les angles (HB, HC), (È, IC) (56,50), (KB, KČ) 
et (LB, LC). 
2° Déterminer les lieux géométriques de H, I, J, K et L lorsque le point A décrit 


un cercle passant par les points fixes B et C. Préciser les centres de ces cercles ainsi 
que ies arcs décrits par chacun des points I, J, K et L. 


© 33. On considère trois vecteurs OÀ, OB et Ot et on mène les bissectrices OM, 
ON et OP des angles (OB, OC), (OC, OA) et (OA, OB) : 
1° Démontrer que OM et ON sont antiparallèles par rapport à OP et OC: 


2° Énoncer deux autres groupes analogues de quatre droites et écrire les égalités 
d'angles qui en résultent. 
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è 34. Solt D le point de contact avec la drolte BC d’un cercle de centre I tangent 
aux trois côtés du trlangle ABC : 

1° Démontrer que 1A et ID sont antiparallèles par rapport à IB et IC; 

2° En déduire que AI passe par le centre du cercle IBC. 


© 35. Étant donné un triangle ABC on construit extérieurement au triangle les 
points D et E tels que : (AD, AB) = (AC, AÉ), AD = AB èt AE = AC. 

1° Montrer que les droites BD et CE se coupent en un point I situé sur les cercles 
ACD et ABE. 

2° Démontrer que les droites CD et BE ainsi que les cercles ABD et ACE concou- 


rent en un même point J. Que représente JA pour l'angle (CÒ ; BÉ)? 
8° La droite AJ coupe BD en P et CE en Q. Montrer que AI est tangente au 
cercle IPQ. 


© 36. On considère un triangle ABC dont l’angle À est obtus. Le cercle tangent en 
À à AB et passant par C recoupe BC en D. Le cercle tangent en A à AC et passant 
par B recoupe BC en E, Ces deux cercles se recoupent en o : 

1° Démontrer que AD = AE et que la droite wA est bissectrice de l’angle BoC. 
Évaluer les angles (oB, oC) et (vD, vE) en fonction de (AB, AC) = A. 

2° Montrer que le cercle “DE est tangent à AD et AE et que les cercles “BD et 
CE sont respectivement tangents à AB et AC; 


3° Le cercle “DE recoupe «A en I. Comparer les directions ID et IE aux direc- 
tlons AB et AC. 


© 37. Solent deux cercles de centres O et O’ se coupant en A et B. On mène par le 
point B deux sécantes; l’une fixe CC’, l’autre variable MM’. Les droltes CM et C’M'se 
coupent en P : : 

1° Démontrer que les quadrilatères PACC’ et PAMM’ sont inscriptibles et trouver 
le lieu géométrique du point P; 


20 Évaluer l'angle (CM 1,C'M’) en fonction de (46 f A0) = Vet démontrer que les 
trols angles (AB, AP), (AC, AM’) et (AM,AC) ont même bissectrlce; 


3° Solent D et D’ les projections de A sur CM et CM’. Montrer que la droite DD’ 
passe par un point fixe. 


© 38. 1° Montrer que les projections d’un point œ d’un cercle sur les six côtés d’un 
quadrangle inscrit dans ce cercle sont les sommets d’un quadrilatère complet. 

2° On considère un quadrilatère complet ABC A'’B’C’ et soit « le point commun 
aux quatre cercles ABC, ABC’, A'BC’ et A’B'C de diamètres respectifs M, oN, 
wP et wQ. Démontrer que les six sommets du quadrilatère complet sont les pro- 
jections de o sur les six côtés du quadrangle MNPQ et en déduire que les cinq points 
o, M, N, P et Q appartiennent à un même cercle, 


© 39. Deux cercles O et O’, se coupent en A et B et une sécante mobile MM’ passant 
par B recoupe le premier cercle en M et le second en M’. Les tangentes en M et M 
se coupent en I et les rayons OM et O'M’ se coupent en J : 

1° Montrer que I et J sont diamétralement opposés sur le cercle AMM’ de centre 
œ et que les angles (AB ; Aî) et (AM, AM’) ont même bissectrice; 

2° Évaluer en fonction de (40, AO’) = V les angles (IM,IM'), (JM, JM’) et 
(w0, w0"). Déterminer le lieu géométrique de w et J; 


3° La droite AI recoupe en K le cercle AOO’, Démontrer que le segment KI est 
constant et égal au diamètre du cercle AOO”. 


@ 40. On considère un cercle T de centre O, de rayon R, une corde BC et un point 
À de ce cercle. La tangente en A àT coupe la drolte BC cn T. On désigne par A 
l'angle BAC, par « l’angle formé par la bissectrice intérieure AA’ de l'angle BAC 
avec la hauteur AH du triangle ABC, par I et J les centres des cercles inscrit et 
exinscrit dans l’angle A du triangle ABC. 

1° Bet C restant fixes et A décrivant le cercle r montrer que le lieu de I et de J 
appartlent à deux cercles dont la somme des carrés des rayons est égale à 4 R$; 

2° Calculer en fonction de A et de a les angles des triangles ABC, CAT et BAT, 
Calculer en fonction de R, A, a les côtés des mêmes triangles. (Lyon.) 
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@ 41. Par les sommets ABC d’un triangle donné on mène respectivement les droites 
Da, D» et D, telies que les trois angles (BC, DA), (CA, D») et (AB, D.) soient égaux 
à kr près à un même angle «. Soit A’B’C’ le triangle déterminé par ces trois droltes : 

1° Lleux des points A’, B’ et C’ quand « varie; 

2° Montrer que le point commun aux trois Ileux obtenus est l’orthocentre H du 
irlangle ABC. Que représente le point H pour le triangle A’B’C'? 

3° Montrer que le triangle A‘B’C’ est semblable au triangle ABC et que leur 
rapport de similitude est 2)cos «j. (Dijon. ) 


è 42. Soit un triangle ABC : on désigne par U le cercle passant par A et B et centré 
en I sur AC, par V le cercle passant par A et C et centré en J sur AB, par W le cercle 
ABC et par K le centre de ce cercle : 

1° En supposant donnés les points I, J, K construire le trlangle ABC; 

29 les cercles U et V se coupent en un point H distinct de A. Montrer que les 
polnts À, K, H sont alignés, (Lille. ) 


@ 43. Soient dans le plan x’Ox, y’Oy deux droites rectangulaires fixes, Of une demi- 
droite issue de O et sur cette demi-droite deux points P et Q tels que OP = a, 
OQ = b (a et b constantes telles que a > b}. Soit I le milieu de PQ. Le cercle de 
centre I passant par O recoupe z'Ozx en U, y’Oy en V et Of en W. Les cercles T et 
Q respectivement circonscrits aux triangles WPU et WQV se recoupent en M et 
recoupent respectivement x'Oz en S et y'OyenT. 

1° Montrer que P et Q sont les projections sur OW respectivement de S et de 
T'et que M est la projection de W sur ST; 

2° Démontrer que les quatre points O, T, W, S sont sur un même cercle. En déduire 
que M est sur la droite UV; 

3° Démontrer que QM est parallèle à +’Ozx et PM paralièle à y’Oy. (Bordeaux.) 
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ÉLÉMENTS ORIENTÉS DANS L'ESPACE 


è 70. Orientation de l’espace. — Un demi-plan R issu d'un axe z'z peut 
tourner autour de cet axe dans deux sens différents. Afin de distinguer ces 
deux sens, on imagine un observateur placé le long de l'axe z'z de façon que 
le sens positif de l'axe soit le sens des pieds à la tête de l'observateur (fig. 74). 


On appelle sens direct (ou sens positif) de rotation autour 
de laxe z'z le sens allant de la droite à la gauche de l’observa- 
teur en passant devant lui. 


Le sens opposé est le sens rétrograde (ou négatif). 


£ z 


z 
Fig. 75. Fig. 76. 


On définit de même le sens direct de rotation autour d'un vecteur AB de 
l'espace. On dit que l'espace est orienté. 


e 71. Plan orienté dans l’espace, — Au sens direct de rotation autour 
d'un axe z'z correspond un sens de rotation dans tout plan P perpendiculaire 
en O à cet axe (fig. 75). Pour un observateur placé dans le demi-espace contenant 
la demi-droite Oz, ce sens est le sens direct tel qu'il a été défini au n° 35. Si 
p change le sens de l'axe, le sens direct de rotation dans le plan P change éga- 
ement. 


Pour orienter un plan dans l’espace il suffit d'orienter une 
perpendiculaire à ce plan. Le sens direct dans le plan est le 
sens direct autour de laxe obtenu. 


En particulier tout cercle de l'espace est orienté lorsque l'axe de ce cercle 
est lui-même orienté (fig. 76). 
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e 72. Dièdre orienté. — Un demi-plan Ri issu de l'axe z’z engendre en 
tournant dans un sens déterminé autour de z’z un dade orienté (P, Q). La 
mesure algébrique, autour de z'z, du dièdre orienté EQ 
s'obtient en affectant la mesure arithmétique du dièdre 
balayé par le demi-plan R, du signe + ou du signe — 
suivant que le demi-plan R a tourné dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde autour de l'axe z'z. 

Inversement deux Re Pet Q issus de l'axe z’z 
définissent une inanis d e dièdres orientés (P, 
effet un demi-plan R initialement confondu avec P, 
tournant dans un sens donné, peut venir s'appliquer sur k 
demi-plan Q et y revenir après avoir décrit un nombre 
entier quelconque de tours supplémentaires. 


Zz 


e 73. Définition. — On appelle angle orienté 
de deux demi-plans.P et Q issus d’un même 
axe z'z l’un quelconque des dièdres dont il 


faut faire tourner, dans un sens donné, la face Fig. 77. 
origine P pour l’amener sur la face extré- 
mité 


Soit « la mesure algébrique autour de l'axe z’z de l’un de ces dièdres. 

On démontre comme cela a été fait pour les angles orientés dans le plan 
(n° 37) que les différentes mesures algébriques de l'angle des demi-plans P et Q 
sont données par la formule : 


(P,zz,Q)=4a+2kr où P,Q)= a+ 2kr. 


Soit xOy le rectiligne du dièdre (P, Q). Les différentes mesures algébriques 


ainsi obtenues sont celles de l'angle (Ọx, Où) dans le plan 1% orienté par 
l'axe z'z. La détermination principale de l'angle des pr ple est la mesure 
algébrique autour de z'z du dièdre orienté saillant (P, z'z, Q) 


Cette détermination est comprise entre — 7 et + x. Elle est positive ou 
négative suivant que le sens du dièdre orienté saillant (P, Q) est le sens positi 
ou le sens négatif autour de z'z. 


o 74. Angle de deux vecteurs dans l’espace. — Considérons deux vec- 
teurs AB et CD de l'espace (fig. 78) et par un point nt quelconque O menons les 
demi-droites Ox et Oy respectivement parallèles à AB et CD et de même sens. 
L'angle xOy obtenu est indépen- 
nt du point O et se conserve 
quand on remplace l'un des deux 
vecteurs AB ou CD par un vecteur 
parallèle et de même sens. 


1° Si les vecteurs AB et CD sont 
parallèles à un plan P préalablement 
orienté (ou orthogonaux à un axe 
z'z), on peut prendre pour mesure 


algébrique de l'angle (AB, CD) 
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Lane $ mesures algébriques de l'angle (Ox, Oy) dans le plan P (ou autour 
e z'2). 

2° Dans le cas contraire on envisage seulement pour l'angle (AB, CD) la 
mesure arithmétique 6 de l'angle saillant xOy car il n’y a aucune raison d'orienter 
le plan xOy dans un sens plutôt que dans l’autre. Donc : 

Sauf indication contraire le symbole (aÈ, CD) dans l’espace 


désigne la mesure arithmétique 8, comprise entre 0 et x, de 
langle saillant xOy formé par deux demi-droites Ox et _Oy 


de même direction et de même sens que les vecteurs AB et CD. 
On définit de même l'angle (A, A,) de deux axes de l'espace. Cet angle est 
celui de leurs vecteurs unitaires i jet j Soit : E, A;) = {i,j). 
Notons que : 


e 75. Théorème. — L’angle de deux vecteurs ou de deux axes 
est défini en grandeur par son cosinus. 


Rappelons en effet que le cosinus de l'angle (x'x, y'y) est égal à la mesure 
algébrique, sur l'un des axes, de la projection du vecteur unitaire de l’autre. 


Ainsi (fig. 79) : 
OM= e OM = cos (x, yy). 


e 76. Corollaire. — La mesure e algébrique de la projection AB 
sur un axe x'x d’un vecteur AB porté par laxe y'y est égale 
au produit de la mesure algébrique du vecteur AB par le 
cosinus de langle des deux axes x'x et y'y. 


D'après le n° 25 : 
A AB _ AB _ AB 
0 I- r ! i OM’ ” OM OM 
YAA © o ' donc : ER 
Hors AB _AB 
Æ 0" M A B x cos (xx, y'y) l 
Fig. 79 


soit A'B’ = AB cos (x'x, y'y). 


En supposant l'axe y'y de même sens que le vecteur AB on a par suite : 


| AP = AB . cos (xx, AB) | 
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e 77. Définitions. — On appelle produit scalaire de deux vec- 
leur le produit de leurs modules par le cosinus de leur 
angle. 


Soient deux vecteurs Ú et V de modules u et 


v et d'angle 8 (fig. 80). Leur produit scalaire se = O 
représente par le symbole U.V (lire : « U scalaire v 
V D} ê 
Ú. V = uv cos 8. ng 
EE 

L'angle 8 est l'angle des deux vecteurs dans Fig. 80. 
l'espace. Mais si U et V sont situés dans un 5 
même plan orienté, on peut prendre ® = (Ŭ, y) car cela ne change 
pas cos 8. 


Le produit scalaire du vecteur Ú par lui-même est son carré 
scalaire U?. ER 

On a donc: U? = & et par suite AB? = AB?. 

Un produit scalaire est commutatif : ÜV = V.Ù = uv cos 0. Si l'un des 


vecteurs U ou V est nul ce produit est nul. Le signe du produit scalaire de deux 
vecteurs non nuls est celui de cos 8. Ce produit est positif, nul ou négatif sui- 
vant que ô est aigu, droit ou obtus. Donc : 


Pour que deux vecteurs non nuls aient un produit scalaire 
nul, il faut et il suffit qu’ils soient rectangulaires. 


Notons que le produit scalaire de deux vecteurs unitaires est le cosinus de 
leur angle et que le carré scalaire d'un vecteur unitaire est égal à 1. 


e 78. Théorème. — Le produit scalaire de deux vecteurs est 
égal au produit des mesures algébriques de l’un de ces vec- 
teurs et de la projection de l’autre sur lui. 
Considérons (fig. 81) OA — Ü, OB = V et soit B la projection de B sur le 
peon x'x de OA, orienté dans le sens de OA. 
na: 


OA=u et OB' = OB cos (OA, OB) 
: soit : OB' = v cost. 
0 B' A D'où: 
OA.OB' = u.v cos0 = Oå. OB =ŪÑ. 
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Si on change le sens de l'axe E x cela ne modifie e pas le le produit OA- OB’. 
Donc : ÜV = OÀ.OB = OA .OB' = OA:.0B 


o 79. Corollaires. — 1° La mesure algébrique de la projection 
d’un vecteur sur un axe est le produit scalaire de ce vecteur 
par le vecteur unitaire de l'axe. 


En effet (fg. 82) le produit scalaire AB.OÏ du vecteur AB par le vecteur 
unitaire OI de l'axe x’x est égal à OLA'B' = AB’. 


B 
A a á 
-> i ' 
S AAE EEA > ñ 3 ! £ 
0 I A' B' 0 A 
Fig, 82. Fig. 83. 


2 Si on déplace l'un des des points À ou B dans un plan perpendiculaire au vecteur CD 
le produit scalaire AB.CD reste constant. 

En effet A’ et B' restent fixes donc il est de même de AB.CD = A'B'. CD. 

3 Soient OÀ un vecteur fixe et OM un vecteur variable tels que le produit 
scalaire OÀ.OM soit constant et égal à k (fg. 83). En désignant par H la pro- 


jection du point M sur la droite OA, on a : OÀ. OM = OA.OH = k. Le 
point H est donc fixe et le lieu géométrique du point M est le plan (ou la droite) 
perpendiculaire en H à OA. 


© 80. Propriétés du produit scalaire. 
1° Multiplication par un nombre algébrique. - — Étant c donné le nombre algébrique 


m construisons OÀ = Ü, OB = V et OC = m OÀ = m Ú (fig. 84). En désignant par 
B’ la projection de B sur OA; on a : 


OC.OB = OC.OB' = m OA.OB' = m(OA.OB') =m (OÅ.OĐ). 


— C — 


0 B A C D 


Soit : (mÜ).V = m (G.Ÿ) 


et par suite : | (mÜ). (a) = mn (Ü.Ÿ). | 


PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS 51 


2° Distributivité, — Soient (fig. 85) : OA = Ü, OË = V,, BC = V; et CD = V 


d'où : OD= V,+ V+ V 
OÀ.OD = OA.OD’ = OA.(OB’ + B'C' + C'D')= OA.0B'+ OA.B'C'+ OA.CD' 
Soit : TA CA + L'A + Va) == ÙŅ, + AA + Ü.V, 


on en déduit que : 
Ù, + Ú,).(V, + V, + KA) m Ù, (V, + V, + V) + Ù,. (V,+ V, + v). = 


ú, V + Va + ÚV + OV + Ua. Vat Ua Vo. 
Et plus généralement : 


| (z mÜ,).(£ nÜ) = zx mns Ū.Ŭ, | 


Cette règle est analogue à celle du calcul algébrique. On en déduit par exemple : 
(Ü+V = +20 V+V a (Ù+ V) (OÙ — V) = Ü— V2. 
En désignant par O le milieu de AB on a pour tout point M : 
MÀ.MÉ = (MÖ + OÀ).(MÔ + OB) = (MÖ + OÀ).(MÔ — OÁ) = MO— OA" 
Ce qui montre que si À et B sont fixes, M variable tel que MA.ME = k,on a: 
MO? — OA? = k. Le lieu du point M est une sphère de centre O. 
3° Expression analytique. — Considérons dans l'espace rapporté aux axes rectan- 
gulaires Ox, Oy et Oz les vecteurs V (X, Y, Z) et V'(X’, Y’, Z’). Ona: 
V=xi+ Yj + Zz 
V=Xĥ+ Y+ Z$ 
Faisons le produit scalaire des deux sommes en remarquant que : 
Bel a ij=jk=ki =o. 
Un produit partiel tel | que XI.XĪ est égal à XX'55 = XX et un produit partiel tel 
que Xi.Yÿ donne XY’. = 0. On obtient ainsi : 


V.V'= XX'+ YY' + ZZ 


Le produit scalaire de deux vecteurs est égal à la somme des produits des 
composantes scalaires de même nom de ces deux vecteurs. 


On vérifie que : V? = X? + Y? + Z. 
Dans le plan, on obtient de même : 


V.V = XX + YY a P=X+ Y 


e 81. Applications. — L'utilisation du produit scalaire permet de donner 
des démonstrations rapides à beaucoup de relations métriques ou trigono- 
métriques. 

Ans considérons dans le plan rapporté aux axes rectangulaires | Ox et Oy 


(fig. 86) les deux vecteurs unitaires OM et ON tels que (Ox, OM) = = aet 
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(Ox, ON) = b. Le produit scalaire OM.ON est égal à cos (OM, ON) soit à 


cos (a — b). Or les composantes du vecteur OM sont cos a et sin a et celles 
du vecteur ON sont cos b et sin b. Donc OM.ON = cos a cosb + sin a sinb 


D'où : cos (a — b) = cos a cosb + sin a sin b 


Fig. 86. Fig. 87. 


e 82. Formule d'Euler généralisée : AB.CD + AC.DB + AD.BC = 0. 
(Permuter circulairement les lettres B, C et D). Si nous prenons À comme 
origine on obtient en remplaçant CD par exemple par AD — AC : 


(AB.AD — AB.AC) + (AC.AB — AC.AD) + (AD.AC — AD.AË) = 0. 


o 83. Tétraëdre orthocentrique. — Lorsqu'un tétraèdre a deux 
couples d’arêtes opposées rectangulaires, il en est de même 
du troisième. 


Si dans le tétraèdre ABCD les arêtes AB et AC sont respectivement ortho- 
gonales à CD et DB on a : AB.CD = AC.BD = Q. La relation d'Euler montre 


que l’on a alors AD.BC = 0 et que l’arête AD est orthogonale à BC. 

Dans un tel tétraèdre (fig. 87) les arêtes issues de A se projettent sur la face 
BCD suivant les hauteurs de cette face. Le pied A’ de la hauteur AA’ est donc 
l'orthocentre de la face opposée BCD. 

D'autre part on peut mener, par l'arête AB un plan hauteur perpendiculaire 
en F à l’arête opposée CD. Ce nr ABF contient les hauteurs AA’ et BB ainsi 
que la perpendiculaire commune EF à AB et CD. Ces trois droites AA’, BB’ 
et EF sont concourantes en un point H, orthocentre du triangle ABF. Or la 
hauteur CC’, intersection des plans hauteurs CAA’ et CBB’ passe par H et 
il en est de même de la hauteur DD’. 

Les quatre hauteurs d’un tétraèdre orthocentrique sont 
concourantes en un point H appelé orthocentre du tétraèdre. 

Ce point H appartient également aux trois perpendiculaires communes à 
deux arêtes opposées, ainsi qu'aux six plans hauteurs. Notons enfin, que le 
point A par exemple est l'orthocentre du tétraèdre HBCD. 
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e 84. Triangle rectangle. — Dans un triangle ABC rectangle en A et de 


rt AH (fig. 88) on a les relations suivantes : 
AB? = BC.BH (1) BC? = AB? + AC? (2 
AE? = BHHC (3) AB.AC = BC.AH (4 
Ms De B AB’ _ BH 
AH? or AB? + AC? 6) AC C (6) 
C 
s A/N 
C A C' B 
Fig. 88. Fig. 89. 


La relation (1) se déduit de l'égalité scalaire BA? = BC.BA = BC.BH et la 
relation (3) de l'égalité AB.AC = 0 ou 
(AË + HB) (AH + HC) = AFP + HB. HC = 0. 
Les autres relations en sont des conséquences. Rappelons également que : 


AC = BC sin B = BC cos C = AB tg B = AB cotg C. 


e 85. Triangle quelconque. — Dans un triangle le carré d’un 
côté est égal à la somme des carrés des deux autres côtés 
diminuée du double produit de ces deux côtés par le cosinus 
de l’angle qu’ils comprennent. 


a égalité scalaire : BC? = (AË — AB}? ou BC? = AC? + AB? — 2 ACAB 
g 


s'écrit : & = b + ê — 2bc cos À (D) 


ou en désignant par C’ la projection de C sur AB : 


| BC’ = AB° + AC —2AB. AC | D) 


Bree, 
k 6) 


On en déduit : cos À = 
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L'angle À est donc aigu, droit ou obtus suivant que $ + c? est supérieur, 


égal ou inférieur à a. La relation sin À = yI — cos? À donne alors en 
désignant par 2p le périmètre a + b + c du triangle : 


sin A = À 56 — D 6 —-D 60. (4) 


e 86. Autres relations. — On démontre directement que : 
ha = b sin C = c sin B (5) a= b cos C + c cos B = 2R sin A (6) 


et S = D aha = L be sin À = pr = (p— 0) re a 
On déduit de la relation (4): S = vp (p—a)(p—t)(p—<) (8) 
A = 3. ES D 

ainsi que : ha = mi r=5 $ ner (9) 
puis: bc—b.2RsnC—2Rh et abc= 2R. aha = 4 RS 

ON abc 

d'où : R=% (10) 


Les relations (8), (9) et (10) permettent de calculer S, ha, 7, ra, et R connais- 
sant les trois côtés a, b, c du triangle. 


e 87. Angle de deux cercles (ou de deux sphères). — Désignons par d 
la distance OO’ des centres O et O’ de deux cercles (ou sphères) de rayons R 
et R’ ayant en commun le point A et par V l'angle OAO’ (fig. 90). D'après la 
formule (1) du n° 85 on a : O0’? = OA? + O'A? — 20A.0'A cos OAO’. 
ou d= R+ R'?— 2RR' cos V, 
B 


Soit : 
k cos V = RER SE 
< P E 2RR 
AD 
A On voit que cos V = 0 si les deux 
cercles sont orthogonaux, cos V = + 1 
Fig. 90. ‘ils sont tangents intérieurement 


Q=IR—RDet cos V=— I 
s'ils sont tangents extérieurement (d = R + R’). 


e 88. Théorèmes. — 1° La somme des carrés de deux côtés d’un 
triangle est égale au double du carré de la médiane relative 
au troisième côté augmenté de la moitié du carré de ce 
troisième côté. 

2 La différence des carrés de deux côtés d’un triangle est 
égale au double produit du troisième côté par la projection 
sur ce côté de la médiane correspondante. 
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Soient AH et AM la hauteur et la médiane issues de A dans le triangle ABC 
(fig. 91). Dans les triangles AMB et AMC on a (n° 85, 2) : 


AB? = AM? + MÈ? — 2 MB.MH A 
AC = pes 


Compte tenu de BM = MC = l BC, on 
obtient par addition : 


Et par différence : | AB: — AC = 2BC - MH. | (2) 


Ces relations se déduisent également des égalités scalaires : 


AB? + AC? = (ac) 4 (+50) = 2AN° +25 

AB’ — AC’ = (AB — AC)(AË + AC) = CE. 2AM= 28C. MA 6) 
La relation (1) qui s'écrit : $? + c = 2m + F E donne 

mè EEDE, jt mL FR O 

o 89. Applications. — Soit AB un segment donné de milieu O et de lon- 


eur a. Désignons par H la projection sur la droite AB d’un point quelconque 
M. On a (fig. 92 et 93) : 


MA + MP =2M0 + et MA — MB = 2AB.OH. 


Fig. 92. Fig. 93. 


Pour qu'un point M satisfasse à la relation MA? +- MB? = K il faut et il 


suffit que : 20M +S = R ou OM° Le. 
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Le lieu des points M tels que MA: + MB: = E est donc un 
cercle dans le plan (une sphère dans l’espace) dont le centre 
est le milieu de AB (fig. 92). 

k 


Pour que l’on ait MA? — MB? = & il faut et il suffit que CH = 7AB 
Le lieu des points M tels que MA? — MB? = k est donc une 
droite dans le plan (un plan dans l’espace) perpendiculaire 
en H à AB (fig. 93). 
e 90. Relation de Stewart. — Soient trois points alignés À, B, C et un point 


quelconque M se projetant en H sur la droite AB (fig. 94). En éliminant CH 
entre les relations : 


MA? = MC + CA —2 CACH  |BC 
MB: = MC + BŒ —20@A | 


CA 
M A 
À & 
À B H €C č D 8 D’ 


Fig. 94. Fig. 95. 
On obtient : MA”.BC + MB” .CA = MC’ (BC + CA) + BC.CA (CA + BC) 
MA°.BC + MB’.CA + MC°’.AB + BC.CA.AB = 0. 


Soit : 


e 91. Bissectrices d’un triangle. — Les pieds D et D’ des bissectrices de 
l'angle A du triangle ABC divisent le côté BC dans le rapport des côtés AB 


et AC (fig. 95). La relation AB2.CD + AC2DB + AD?.BC + CD.DB.BC = 0 
CD _DB_ a 


donne alors compte tenu de : € bd 


pan bc 
AD = CEA Aua 
Et avec D’ on obtient de même : AD? = rp [lœ — (b — c}]. 


e 92. Relation de Leibniz. — Soit G le barycentre du système A (a), B (B), 
C (y) et M un point quelconque. Les relations telles que : 
MA? = (MG + GÅ)? = MG: + GA? + 2 MC.GA 
donnent, compte tenu de «GÁ + BGÉ + GC = 0 : 
a MA? + 8 MB? + y MC? = (e + 8 + v) MG? + « GA? + p GB? + y GC. 


RELATIONS MÉTRIQUES DANS LE TRIANGLE 57 


l suffit de retenir que : 


| aMA? + 6MB° + MC = ( + 8 + y) MG? + h. | 


La constante h est indépendante de M. On retrouve sa valeur en plaçant M 
en 


e 93. Applications. — 1° Pour qu'un point M satisfasse à la relation : 
a MA? + BMB + YMC — k, il faut et il suffit que :MC°= a IR. Donc 
en supposant & + B +0: 

Le lieu des points M tels que «MA? + BMB? + YMC? =k est 


un cercle du plan (une sphère dans l’espace) adméttant pour 
centre le barycentre du système A(c), B(B), C(»). 


20 La relation Ma =k 
équivaut à: 
—kĶ MB? = 0. 
Si a est différent de 1, 
le lieu des points du plan 
tels que MB — kest donc 


(fig. 96) un cercle centré 
sur la droite AB au point 
w tel que : 


oA— k oB= 0. 
Ce cercle coupe la droite AB aux points I et J tels que 5 = i =k 


Fig. 96. 


Le lieu des points M du plan tels que Ma = k Æ | est donc le 
cercle admettant pour diamètre le segment joignant les deux 


points I et J qui divisent le vecteur AB dans le rapport 
arithmétique k. 


e 94. Théorème de Ménélaüs. — Pour que les Joints a, B, y pris 
respectivement sur les côtés BC, CA et AB d’un triangle ABC, 
soient alignés il faut et il suffit que l’on ait : 
aB „BC YAL O 

aC BA YB 
1° Supposons «, B, Y a sur une droite A (fig. 97). La parallèle à A menée 


par - coupè AB en D et d'après le théorème de Thalès dans les triangles BCD 
et A 
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aB BC yA _YB yD YA] 

aC BA YB D yA B 

20 nn que les points «, P, Y 
a 


vérifient relation (1). La droite Py 
coupe BC en un point «’ tel que : 


=}. (2 


in aB_ «B 
De ces relations il résulte que = = = 
aC aC 


donc que « est confondu avec «. 


Fig. 97. 


e 95. Applications. — 1° La droite A qui coupe les côtés du triangle ABC 
en trois points «, B, y distincts est dite transversale au triangle ABC. 


Si on considère (fig. 98) les points œ’, p’, y’ respectivement symétriques de 
«æ, B, Y, par rapport au milieu du côté correspondant, on a par exemple : 


ť:. — e — = — = 


Les points «', 8’, y’, sont alignés 
sur une droite À’. Les deux transver- B M 
sales À et A’ sont dites réciproques. Fig. 98. 

2 Soient D’, E’ et F’ les pieds des 
bissectrices extérieures du triangle ABC. 

hé: DB EC FA _AB BC CAL] 

i Dé EB FB AC BA BC" 


Les pieds des bissectrices extérieures d'un triangle sont alignés. I] en est 
de même des pieds des bissectrices intérieures de deux angles et de la bissec- 
trice extérieure du troisième angle. Autrement dit : 

Les pieds des bissectrices d’un triangle sont les sommets d’un quadrilatère complet. 


e 96. Théorème de Céva. — Pour que trois droites issues des 
trois sommets du triangle ABC soient concourantes, il faut et 
il suffit que leurs points d’intersections «, B, et y, avec les 
côtés opposés vérifient la relation : 


aB FC YA _ _ (i) 
aC BA YB ; 
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lo “pps les droites Ax, BB, Cy concourantes en M (fig. 99). Le théo- 


rème de Ménalaüs appliqué aux triangles AaC et ABa coupé Eve 
versales BS8M et CMY donne : e coupés par les tran 
EC M, | 
BC BA Me 
et RO 
CB Ma YA 
re sela — | 


En faisant le produit membre à membre, on 
obtient après réduction : 
aB BC YA _ (1) Fig. 99. 
aC BA yB 
2 Supposons que a, P, y vériĥent la relation (1) et soit M le point d'inter- 
section de BB et Cy. La droite AM coupe BC en «’ tel que 


HAE ee? @ 


Des relations (1) et (2) il résulte que = = T Le point « est confondu avec a 
a 


et les trois droites Ax, BB, Cy sont concourantes. 


e 97. Applications. — Le théorème de Céva permet de démontrer facile- 
ment que les médianes, les hauteurs, les bissectrices d'un triangle sont concou- 
rantes. Si «, B, Y sont les points de contact du cercle inscrit dans le triangle ABC 
on a, en supposant les côtés orientés dans le sens : 


A PÀ = Ay =p—a,  YB=Be=p—b 
et a — 
y aC = CB = p— c. 
p La relation de Céva est vérifiće. Il en est 


de même si «', p'et y’ sont les points de 
contact du cercle ex-inscrit dans l'angle A 
car on a alors : 
B F C PA= AY =p, By = B«' = p —c 
Fig. 100. et SOUE 
a'C = B'C = p —b. 


Les droites joignant les sommets d'un triangle aux points de contaci d'un cercle 
tangent aux trois côtés sont concourantes. 
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EXERCICES 


© 44. On désigne par H l’orthocentre du trlangle ABC et par À’, B’, C’ les pieds des 
hauteurs : 


19 Déduire de l'égalité BH. AC = 0 que A'A. A'H. = — A'B. A'G; 

29 Comparer les produits scalalres AH. AB et AH. AC et démontrer que : 
AH. AA’ = AB. AC = AC.AB’. 

3° Démontrer de même que : HA. HA’ = HB. HB’ = HCG. HC’. 


i — -> 1i f- = =a ees 

@ 45. 1° Démontrer que AB.CD = 5 [A5 + BC2 — AC? — DE:]. En déduire une 
condition nécessalre et suffisante pour que AC et BD soient rectangulaires, 

2° Démontrer que pour que le quadrangle (ou tétraèdre) ABCD solt orthocen- 
trique il faut et Il suffit que l’on ait AB2 + CD? = AC? + BD? = AD? + BCe, 
@ 46. On considère trois points fixes alignés O, A, B et un point M variable sur la 
perpendiculaire en A à AB. Le cercle ABM recoupe OM en N : 

1° Evaluer l’angle (NO, NB) e et trouver le lleu du point N; 

2° Comparer les produits O: OA.OB et OM.ON au produit scalaire OB. OM et 
montrer que le produit OM. ON est constant., 


© 47. 1° Solt G le barycentre du système A À (a), B B (PB), C (r). A partir di de la relation 


(z a GÁ): = = 0 et des relations telles que 2 GA. GB = GA2 + GB2 — AB?, démon- 
rer que : 


Le 2a 1 SIE = 
a GA? + BGB? + y GC? = PART [ag AB? + By BC? + ya CAË]. 


2° On désigne par I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et par J le 
centre du cercle ex-inscrit dans l’angle A. Démontrer que : 


a IA2 + b IB? + cIC2 = a JA2 — b JB? — c JẸ = abc. 


© 48. Soit H l’orthocentre du tétraèdre orthocentrique ABCD, La hauteur AH 
coupe en A’ la face BCD et en K la sphère ABCD, La droite BA’ coupe en E l’arête 
CD et en F la sphère ABCD. Enfin le cercle ABE coupe en L la hauteur AH : 

1° Montrer que A’ est le milieu de HL et que E est le milieu de A’F; 

2° Dans le plan ABE montrer que les directions EL et FK sont toutes deux anti- 


parallèles à AB par rapport à AK et BF, puis que ÀK = —2 AH. 


© 49. Dans un triangle ABC, dont les angles sont algus, on désigne par O le cen- 
tre du cercle circonscrit et par H l’orthocentre : 
1° Montrer que AH = 2R cos A et que l’angle OAH est égal à | B—C| ; 


20 Calculer OH? en fonction de R, A et B — C puis en déduire que : 
OH? = 9 R2? — (a2 + b2 + e2). 


@ 50. Une corde variable AB d’un cercle fixe O est vue du point fixe P sous un 
angle droit. On pose OA = R et OP = a et on désigne par M et H les projections de 
O et de P sur AB D A 

1° Calculer les deux sommes MO? + MP2 et HO3 + HP2, puis le produit OM. PH; 
X EER géométriques des points M, H et S quatrième sommet du rectangle 


e 51. Deux cercles O et O’ de rayons R et R’ sont tangents extérieurement en A 
et tangents en B et C à la droite BC : 

1° Montrer que le cercle de diamètre BC est tangent en A à OO”. Calculer BC en 
fonction de R etR’; 
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20 Calculer en fonction de R et R’ le rayon € du cercle « inscrit dans le triangle 
mixtiligne ABC. Cas où R = R’; É 


3° Dansle cas R > R’, caiculer de même le rayon +’ du cercle w’ tangent aux 
cercles O et O’ et à la droite BC en un point D’ de son prolongement. 


@ 52. Soient trois points B, A, C alignés dans cet ordre. D'un même côté de BC 
on construit les trois deml-cercles de dlamètres AB, AC, BC de centres O, O’, © 
ct de rayons respectifs R, R’ et R + R’: 

1° Calculer en fonctlon de R et R’ le rayon p du cercle I inscrit dans le triangle 
curviligne ABC limité par les trois demi-cercles. Cas où R = R’; 

2° La perpendiculaire en À à BC coupe le demi-cercle de diamètre BC en D. 
On désigne par x et y les rayons des cercles J et K inscrits dans les triangles mixti- 
lignes ABD et ACD. Calculer x et y en fonction de R et R’ et vérifier que les deux 
ecrcles J et K sont égaux. 


653. On considère trois vecteurs OÀ, OB et OC tels que OÀ + OB + OÙ = 0. 


1° Une droite A coupe respectivement les droites OA, OB, OC en a, B et y. Démon- 
trer en utilisant la projection sur OA effectuée parallèlement à A que : 
SA, 0B, © _, a) 
Ga t Ot OyT 
Étudier la réciproque. 
2° On désigne par H la projection orthogonale de O sur A et par A’, B’ et C’ 
les projections de H sur OA, OB et OC. Comparer les produits tels que Oa. OA’ et 
en déduire que : En RNA HR 
OA . OA’ + OB . OB’ + OC. OC’ = 0 (2) 
3° _Démontrer directement la relation (2) à l’aide des produits scalaires tels 
que QA. OH et montrer que réciproquement, si cette relation est vérifiée les quatre 
points O, A’, B’, C’ sont cocycliques. 
AB BC C'A 


© 54. Démontrer la relation de Céva EC BA CBO 1 relative à un point M 


du pian du triangie ABC en considérant ce point comme le barycentre d’un sys- 
tème A(a), B(B), C(y). 


@ 55. Soit dans un triangle ABC deux transversales aßy et «’B’y’ telles que af’ 
gnit parallèie à AB et a'y parallèle à AC. Démontrer que By’ est parallèle à BC. 


© 56. On mène dans un triangle deux transversales quelconques aßy et «’B’y’, 
puis les transversales af", «8° et a”f%y. Démontrer que a”,8”,y” sont alignés. 


e 57. Soient M et M’ deux points du cercle O circonscrit au triangle ABC, A et À’ 
lcurs droites de Simson. 


1° Évaluer langle (À, A’) en fonction de (OM, OM’). 


2° Si M et M’ sont diamétralement opposés, montrer que A et A’ sont rectan- 
gulaires et transversales réciproques du trlangle ABC. 


@ 58. On considère un triangle OAA’; un point M sur la droite OA et un point M’ 
sur la droite OA’ varlent de tellesorte que MO =k Mmo (k constante + 1). 
MA M'A 
1° Montrer que MM’ passe par un point fixe P, et que l'intersection N de AM 
et A'M décrit une droite fixe A coupant AA’ en Q et MM’ en R. 
PROA RARES 
2° Comparer les rapports ra et Qn alnsi que EM t BM å 
PA’ QZ PM RM 
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@ 69. Etant donné un quadrilatère complet ABC A’B'C’, on désigne par M, 
N, P ies milleux des côtés BC, CA et AB du triangle ABC et par I, J, K ies milieux 
des diagonales AA’, BB’ et CC’ du quadrilatère complet. 


Se 
1° Montrer que I, N et P sont alignés et comparer les rapports = et a 
2° En déduire que ies trois points I, J, K sont alignés. Comparer la direction de 

la droite IJK par rapport à la droite A,B,C, transversale réciproque de la droite 

A’B’C’ par rapport au triangle ABC. 


@ 60. Soient M, N, P, Q quatre points pris respectivement sur les côtés AB, BC, 
CD et DA du quadrilatère ABCD. 
NB, PO, QD = 1 est nécessaire et suffisante 
NC PD QA 
pour que les trois droites AC, MN et PQ soient concourantes ou parallèles et qu’il 
en est alors de même de BD, QM et PN. 

2° Si le quadrilatère ABCD est gauche la condition précédente est nécessaire 
et suffisante pour que les quatre polnts MNPQ soient dans un même plan. 


1° Démontrer que la relation MA . 
MB 


@ 61. On considère dans le plan deux triangles ABC et A’B’C’ et soient a, B, Y 
les points de rencontre respectifs de BC et B’C’, CA et C’A’, AB et A'B’. 

1° Démontrer que si les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes en O les 
polits a, B, y sont alignés sur une droite A et réciproquement {triangles homolo- 
giques). 

20° Établir quela condition By, ca . CIE Le — 1 est nécessaire et suffisante 
BA C8 C'A! By 


pour qu’il en soit ainsi. 


62. Dans le triangle ABC les droites MA, MB, MC coupent respectivement les 
côtés BC, CA et AB en «’, 8’, y. On mène les transversales af’y’, «’ By’ et a'8’y dans 
le triangle ABC. 

1° Montrer que les trois droites Aa’, BB et Cy sont concourantes en N et que 
les pointa a, B, y sont alignés sur une droite A (polaire trilinéaire de M par rapport 
au triangle ABC). 

2° Réciproquement établir qu’à toute transversale A correspond ainsi un polnt M 
(pôle trilinéaire de A) et en donner une construction à la règle seulement. 


© 63. Les tangentes en A, B et C au cercle ABC coupent les côtés du triangle ABC 
en a, Bet y et forment un triangle A’B‘C:. 

1° Montrer que les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes en un point K 
puis que les points a, 8, y sont alignés sur une droite A. 

20 Les droites AA’, BB’, CC’ coupent les côtés du triangle ABC en «’, B’, y’. 
Démontrer c e a, B’, y’ sont alignés et que A est la polaire trilinéaire de K par 
rapport à ABC (cf. exercice 62). 


© 64. 1° Soit a un point du côté BC du triangle ABC. Comparer les aires «AB 
et «AC et démontrer que :  — Ra sin (Ag, AB) En déduire la forme trigono- 
o sin (Aa, AC) 
métrique suivante de la relation đe Céva : 
sin (A«, AB) sin (B6,BC) sin (Cr, CA) _ 
-> y e = > e’ > —\ 7 
sin (Aa, AC) sin (B6, BA) ` sin (Cy, CÉ) 
2° Etant donné un point M du plan ABC, on constrult la droite Ar antiparallèle 
à AM par rapport à AB et AC et les droites analogues By et Cz. Montrer que Ar, 
By et Cz sont concourantes en un point M’. 
3° Les points M et M’ sont dits inverses par rapport au triangle ABC. Montrer 
que l'orthocentre H et le centre O du cercie ABC sont inverses. Construire l'inverse K 


du centre de gravité G du triangle ABC (les droites AK, BK et CK sont appelées 
symédianes du triangie ABC et le point K centre des symédianes ou point de Lemoine), 
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© 65. On désigne par À, B, C et D les projections d’un pn variable M du plan 
sar les côtés EF, FG, GH et HE d’un rectangle donné EFGH. Les droites AB et CD 
xe coupent en P et les droites AD et BC en Q. 

1° Montrer que, quel que soit M, les points P et Q sont toujours situés sur deux 
droites fixes. l 

2° Comment faut-il placer M pour que les quatre cercles ABC, BCD, CDA et 
DAB soient égaux et distincts? (on montrera d’abord que MP et MQ sont perpen- 
dlculaires à EG et FH). 

3° Trouver dans ces conditions les lieux des centres des cercles inscrits et ex- 
Inscrits au triangle MPQ. 


@ 66. On donne un triangle OAB dont les hauteurs OO’, AA’ et BB’ se coupent 
en H et un point variable M sur la droite A perpendiculaire en O au plan OAB. 

1° Trouver les lieux des pieds P et Q des hauteurs AP et BQ et de l’orthocentre K 
du triangle ABM. Montrer que la droite PQ passe, en général par un point fixe R. 

2° Démontrer que la droite HK coupe A en un point M’ et que M et M’ sont 
réciproques. Nature du tétraèdre ABMM' et lieu du centre de la sphère ABMM'. 

3° Soient P’ et Q’ les pieds des hauteurs du triangie ABM’. Montrer que PQ’ 
et P'Q passent par un même point fixe et que les quatre points P, Q, P’, Q’ sont 
vocycliques. 


| QUATRIÈME LEÇON | 


TRIÈDRES 


o 98. Définition. — On appelle trièdre la figure formée par 
trois demi-droites non coplanaires de même origine. 


Les trois demi-droites SA, SB et SC (fig. 101) sont les arêtes du trièdre 
S. ABC de sommet S. Les angles saillants tels que BSC sont les faces du trièdre 
et les dièdres saillants tels que (B, SA, C) les dièdres de ce trièdre. On dit que la 
face BSC = a est opposée au dièdre A d'arête SA. Un trièdre a six éléments : 
ses trois dièdres À, B, C et ses trois faces a, b, c. 


Fig. 101. Fig. 102. Fig. 108. 


Un trièdre partage l'espace en deux régions l'une intérieure, l’autre extérieure, 
cette dernière étant celle qui contient les prolongements des arêtes. 

Un trièdre est isocèle lorsqu'il a deux faces égales, régulier (ou équifacial) 
lorsque ses trois faces sont égales. 

Lorsque l’arête SA est perpendiculaire au plan BSC (fig. 102), les deux faces 
ASB et ASC sont des angles droits et les dièdres d’arêtes SB et SC sont droits. 
Le trièdre isocèle SABC est dit birectangle. 

Si de plus l'angle BSC est droit (fig. 103), les trois faces sont des angles droits 
et les trois dièdres sont droits. Le trièdre régulier SABC est dit frirectangle. 


o 99. Angle polyèdre. — On appelle angle polyèdre la figure 
formée par un nombre quelconque de demi-droites de même 
origine prises dans un ordre déterminé de telle sorte que 
trois consécutives d’entre elles ne soient pas coplanaires. 
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L'origine S est le sommet de l'angle polyèdre S. ABCDE (fig. 104). Les demi- 


droites telles que SA sont les arêtes et les angles saillants tels que ÂSB sont les 
faces de cet angle polyèdre. 

Un angle polyèdre est dit convexe lorsqu'il est S 
situé tout entier d'un même côté du plan d í E 


e l'une 
quelconque de ses faces : on obtient un angle 
polyèdre convexe en joignant un point S, extérieur 
à un plan, aux différents sommets d’un polygone 
convexe ABCDE de ce plan (fig. 104). 

Inversement tout angle polyèdre convexe peut 
être obtenu ainsi, car il est situé tout entier à A6 
l'intérieur de l’un des trièdres formés par les plans 
de trois quelconques de ses faces. Tout plan cou- B 

ant les trois arêtes d'un tel trièdre, coupe toutes i 
fes arêtes de l'angle polyèdre suivant un polygone Fig. 104. 
convexe. 


e 100. Trièdre orienté. — Un trièdre est orienté lorsque ses 
arêtes sont rangées dans un ordre déterminé. 


Dans le trièdre orienté SABC les arêtes sont, par définition, rangées dans 
l'ordre SA, SB, SC. On dit que le trièdre orienté SABC est de sens direct ou de 


sens rétrograde suivant que le dièdre saillant orienté (B, SA, C) est lui-même de 
sens direct ou rétrograde (fig. 105). 


xr 
+ 


Fig. 105. Fig. 106 


Au sens du trièdre orienté S.ABC correspond un sens de rotation dans le 
plan ABC ou sur le cercle ABC (fig. 106). Pour un observateur placé en S et 
regardant le plan ABC, ce sens est celui des aiguilles d’une montre si le trièdre 

est de sens direct, le sens inverse sì le trièdre SABC est de sens rétrograde 
et réciproquement. 


e 101. Propriétés. — 1° Le sens d’un trièdre orienté se conserve 
lorsqu’on permute circulairement ses trois arêtes. 


Les trois trièdres orientés S.ABC, S.BCA et S.CAB sont de même sens 
(fig. 106) car ils correspondent tous trois au même sens de rotation sur le 
cercle ABC. 
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2 On change le sens d’un trièdre lorsqu’on intervertit 
deux arêtes ou lorsqu’on remplace une arête par son prolon- 
gement. PA 

Les dièdres saillants orientés (B, SA, C) et (C, SA, B) étant de sens contraires 
(fig. 105) il en résulte que le trièdre S.ABC est de sens opposé à chacun des trois 
trièdres de même sens S.ACB, S.CBA et 

Soit SA' le prolongement de l'arête SA (Es. 1 12). Les dièdres saillants orientés 
BS SA, as et (B, SA’, C) étant de sens contraires il en est de même des trièdres 

S A'BC, donc de même des trièdres S.BCA et S.BCA' ou S.CAB et 
S. CA "h en résulte que : 

Deux trièdres S.ABC et S.A'B'C' opposés par le sommet sont 
de sens contraires. 

On change en effet trois fois de sens en remplaçant dans le trièdre S.ABC, 
successivement chaque arête par son prolongement, 

3 Le sens d’un trièdre se conserve lorsqu'une arête pivote 
autour du sommet sans franchir le plan de la face opposée. 


Si les arêtes SC et SC; sont d’un même côté du plan / ASB, il est clair (fig. 107) 


ue les dièdres saillants orientés (B, SA, C) et (B, SA, Ci) sont de même sens. 
1 en est donc de même des trièdres SABC et SABC:. 


Si) —— 


Fig. 107. Fig. 108. 


@ 102. Théorème. — Lorsque deux trièdres ont leurs arêtes respectivement 
parallèles et de même sens, ces deux trièdres sont de même sens. 

Considérons deux trièdres S.ABC et S'.A'B'C' dont les arêtes sont respectivement 
prb et de même sens (fig. 108). Soient S, l'intersection de la droite SA et du plan 

B'S'C' et S; l'i pee a plan ASB et de la droite S'C’. Construisons deux trièdres 
intermédiaires S4. A,B,C, et S:.A:B;C2 dont les arêtes sont respectivement parallèles à 
celles € des deux premiers trièdres et de même sens. Les deux dièdres saillants orientés 
(B, SA, C) et (Bı, S,A;, C) étant confondus, les deux trièdres S.ABC et S,. A,B,C; sont 
de même sens. On vert de même que les trièdres S, ABC et S:.A:B:C2 sont de même 
sens ainsi que les trièdres S. A,B,C, et S’. A'B'C'. Il en résu alte que les trièdres S, ABC et 
S'.A'B'C' sont de même sens, 


e 103. Tétraëdre orienté. — Un tétraèdre est orienté lorsque ses sommets 
sont rangés dans un ordre déterminé. Le sens du tétraèdre orienté D 
(fig. 109) est par définition celui du trièdre orienté A.BCD, c'est-à-dire celui du 
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dièdre saillant orienté (C, AB, D). On voit (n° 101) que le tétraèdre ABCD est 


de même sens que les tétraèdres ACDB et ADBC, mais de sens contraire 
aux tétraèdres BACD et ABDC. On en déduit 
B qu'un tétraèdre orienté.change de sens lorsqu'en 

échange deux de ses sommets. 


Les tétraèdres orientés ABCD et CDAB étant 


de même sens, il en est de même des dièdres 


saillants orientés (C, AB, D) et (A, CD, B). Suivant 


que ce sens est le sens direct ou le sens rétrograde 


A D on dit que les deux vecteurs non coplanaires AB et 
À CD sont de disposition directe ou rétrograde. 
Fig. 109. è 104. Triangle sphérique. — Un trièdre Oxyz 


._ dont le sommet O est le centre d'une sphère découpe 
sur cette sphère trois arcs de grands cercles 


BC, CÀ, ÁB (inférieurs à un demi-cercle) 
(fg. 110). Le triangle curviligne ABC est appelé 
triangle sphérique. 


Les mesures a, b, c des côtés BC, CA et AB de 
ce triangle sont les mesures des faces du trièdre 
O.ABC tandis que les mesures À, B, C des angles 
de ce triangle sont les mesures des dièdres de ce 
trièdre, 

La correspondance entre triangles sphériques 
et trièdres est analogue à celle des arcs de Fig. 110 
cercle et des angles au centre. En particulier le ae 
sens du triangle sphérique orienté ABC est, par définition, le sens du trièdre 
orienté OABC 


RELATIONS ENTRE LES FACES 
D'UN TRIÈDRE 


o 105. Théorème I. — Dans tout trièdre une face quelconque 
est plus petite que la somme des deux autres. 


Le théorème est évident pour toute face 
qui n’est pas supérieure à chacune des deux 
autres. Il suffit de le démontrer pour la plus 
grande face. 


_Soit un trièdre Sxyz (fig. 111) tel que 
nn ~N 
ySz >> zSx > xSy. Menons dans le plan ySz 
une demi-droite Su intérieure à l'angle ySz 
telle que l'on ait ySu = ySx. Puis marquons 
sur Sx et Su deux points À et D tels que 
SA = SD et par D menons, dans le plan 
Fig. 111 ySz, une sécante coupant Sy en B et Sz en C. 
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Les triangles ASB et DSB ont des angles en S égaux, SA = SD et SB en 
commun. Îls sont égaux (2€ cas) et BA = BD. Dans le triangle ABC on a : 
AC œ> BC — BA = BC — BD = DC. 
Donc : AC > DC. 


Les triangles SCA et SCD ont SC en commun, SA = SD et AC > DC. Ces 
deux triangles ont donc des angles en S inégaux et tels que : ASC => DSC. 
D'où : ASC > ESC — ÉSD = BSC — PSA. 


C'est-à-dire : 
BSC < ASE + ASC ou 182 < S + 82 


è 106. Corollaire. — Dans tout trièdre une face quelconque est 
plus grande que la différence des deux autres. 


Désignons par a, b, c les faces du trièdre SABC et supposons que l'on ait 
a >> b > c. D'après le théorème précédent : 


En retranchant c des deux membres de la seconde relation, puis c d'abord 
et b ensuite des deux membres de la première, on obtient : 


A; è 107. Théorème II. — La somme des trois 
Ka faces d’un trièdre est inférieure à quatre 
droits 


‘ Soit SA’ le prolongement de l’arête SA du trièdre 
SR SABC (fig. 112). Dans le trièdre SA'BC nous avons : 

BS < A'SC + ASB. 
Or BSC est la face a du trièdre SABC tandis que 
A'SC et Ä'SÈ sont les suppléments des faces b et c. 

Donc : 
A c a<2—b+2—c 
B Soit : 


Fig. 112. a+ b+ce< 4? a 


è 108. Réciproque. — Si trois angles ont une somme inférieure à quatre 
droits et si le plus grand d’entre eux est inférieur à la somme des deux autres, 
on peut construire un trièdre admettant ces angles pour faces, 


Soient a, b, c trois angles donnés tels que: 


atb+e<4 a be et a<b+e. 
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Sur un cercle de centre Si d'un plan P (fig. 113) construisons dans un sens donné les 
arcs consécutifs : DB = c, BC = a et CG = b. Puisque a+ b + c < 4 les quatre points 

,B,C,G se succèdent dans cet 
ordre sur le cercle. Soient E le 
symétrique de D par rapport à 
SB et F le symétrique de G par 
rapport à SC. On a 


BE = c <BC ; FC = b <ÉČ 


et 


BF = BC — FC = 
a— b< RBE = c. 


Ces inégalités montrent que les 

ints È et F appartiennent à 
'arc BC et que F est situé sur 
l'arc BE. Les points F et G 
sont de part et d'autre de la 
corde DE qui coupe donc la | 
corde GF en un joint H inté- Fig. 113. 
rieur au cercleS. 

Menons la diculaire A en H au plan P de ce cercle. Comme SH < SB, il 
existe sur À deux points A et A; tels que SA = SA, = SB = SC. 

Or HD étant perpendiculaire en I à la droite SB il en est de même de AI et les triangles 
rectangles SAI et SDI ayant un côté commun SI et l'hypoténuse égale sont égaux. Donc : 


Kì = Dl 
soit, quelle que soit la valeur de c : ASB = ESD = c. 
On démontrerait de même que : ASC = CSG = b. Comme ESC = a le trièdre SABC 


a ses trois faces respectivement égales à a, b, c. ; ; j 
En particulier on peut toujours construire un trièdre régulier connaissant la mesure 


comprise entre Ô et F de l'une de ses faces. 


e 109. Théorème. — La somme des faces d’un angle polyèdre 
convexe est inférieure à quatre droits. 

Soit un angle polyèdre convexe de sommet S (fig. 114) coupé par un plan P 

suivant le polygone convexe de n 

Ç cotés ABCDEF. Appliquons à 

chacun des trièdres tels que 

A.SBF la relation du (n° 105). On 
obtient : 


FAB < SAB + SAF 
ABC < SBA + SBC 


EFA < SFE + SFA. 


Additionnons membre à mem- 
bre ces n relations. La somme 
Fig. 114 des premiers membres est la 
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somme des angles intérieurs du polygone convexe ABCDE soit (2n — 4) droits. 
La somme des seconds membres est la somme des angles à la base des triangles 
de sommet S tels que SAB. Cette somme est égale à la somme de tous les angles 
de ces n triangles soit 2n droits, diminuée de la somme È des angles de sommet 
S, c'est-à-dire de la somme des faces de l'angle polyèdre. 


Donc : (2n — 4) droits < 2n droits — ÈX. 
D'où : Z < 4, 


TRIÈDRES SUPPLÉMENTAIRES 


o 110. Théorème préliminaire. — Pour que deux demi-droites 
issues d’un point d’un plan et dont l’une est perpendiculaire 
à ce plan et l’autre oblique, soient d’un même côté de ce 
plan il faut et il suffit que leur angle soit aigu. 


Soient (fig. 115) une perpendiculaire OA au plan P, une oblique OM et la 
projection OH de la demi-droite OM sur le plan P. 
10 Si OA et OM sont d'un même côté du plan P, la demi-droite OM est inté- 
rieure à l'angle droit AOH et l'angle AOM est aigu. 
2 Si l'angle AOM est aigu, la demi-droite OM est intérieure à l'angle droit 
. Les demi-droites OA et OM sont d’un même côté du plan P. 


Fig 115. Fig. 116. 


e 111. Définition. — Etant donné un trièdre SABC (fig. 116). Construisons les 
trois demi-droites SA’, SB’ et SC’ telles que l'on ait : 

1° SA’ perpendiculaire au plan BSC et du même côté que SA; 

2° SB' perpendiculaire au plan CSA et du même côté que SB; 

3° SC! perpendiculaire au plan ASB et du même côté que SC. 

Les trois plans BSC, CSA et ASB étant distincts il en est de même des trois 
demi-droites SA’, SB' et SC’. D'autre part ces trois demi-droites ne sont pas 
coplanaires car si elles étaient situées dans un même plan P les trois plans BSC, 

A et ASB contiendraient tous les trois la perpendiculaire en S au plan P et ne 
seraient pas les plans des faces d’un trièdre : 

Les trois demi-droites SA', SB’, SC’ sont donc les arêtes d'un trièdre SA'B'C' 
appelé trièdre supplémentaire du trièdre SABC. 
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e 112. Réciprocité. — Si le trièdre SA'B'C’ est le trièdre supplé- 
entire du trièdre SABC le irièdre SABC est le trièdre sup- 
plémentaire du trièdre SA'B'C 


Montrons, , par exemple, a e a ndiculaire au plan B'SC' et du même 
côté que SA’. Les deux plans AS re respectivement perpendiculaires à 
r et SB’, sont air a au Le B'SC', Leur intersection SA est donc 
perpendiculaire au plan B'SC’. D'autre part les demi-droites SA et SA’ étant 
d'un même côté du plan BSC perpendiculaire à SA’, l'angle ASA’ est aigu, ce 
ui est suffisant pour que les demni-droites SA et SA soient d'un même côté 
du plan B'SC' perpendiculaire à SA. 


Les deux trièdres SABC et SA'B'C' sont dits supplémentaires. 


o 113. Théorème fondamental. — Lorsque deux trièdres sont 
supplémentaires, chaque face de lun est le supplément du 
drièdre correspondant de lautre. 


Montrons, par exemple, que le 
dièdre À du tnièdre SABC est le sup- 
plément de la face B'SC' = a du 
trièdre supplémentaire SA'B'C’, 

Le plan P de la face B'SC' (fg.] 17, 

perpendiculaire en S à SA, cou 
Hidre (B, SA, C) suivant le Pos 
BSy de ce dièdre. La demi-droiteSB/ 
perpendiculaire au plan ASC du mime 
côté que la dns oite SB est, d 
le „plan P, perpendiculaire à Sy da 
même côté que SB, De même, dans 
ce plan, SC' est perpendiculaire à SB 
du même côté que Sy. 

ae l'angle PSY est obtus 
(fig. 118) l'angle B'SC' est aigu es Fig. 117. 
situé à l'intérieur de l'angle BSy. Au 
contraire (fig. 119) lorsque l'angle Sy est aigu il est situé à l'intérieur de 
l'angle obtus B'SC'. Les deux angles Sy et C'SB’ qui ont leurs côtés respec- 
tivement perpendiculaires et qui sont l'un aigu, l'autre obtus, sont supplémen- 
taires, 


Fig. 118. Fig. 119. 


Remarquons que les deux angles saillants (SB. SC) et (SB, Sy sont dans les 
deux cas de même sens, ce sens étant celui de l’un ou l'autre des angles droits 


(S$, SC’) ou (SB/, Sr). 
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En désignant par A, B, C, a, b, c les éléments du trièdre SABC et par A’, B',C', 
a’, b’, c' les éléments du trièdre SA'B'C' on obtient les relations : 
A +a = 2 B +b= 2 C +e, 
A'+a = 22 B'+b—22 C'+c = 22, 


o 114. Théorème. — Deux trièdres supplémentaires sont de 
même sens. 
Les trièdres S.ABC et S.A8y (fig. 117) ont le même sens, celui du dièdre 


orienté (B, SA, C). Nous avons vu que dans le plan SB'C' les deux angles Sy et 
B'SC' étaient de même sens, il en est donc de même des trièdres S.ABy 
et S.AB'C’. Or SA et SA’ étant du même côté du plan B'SC' les trièdres S.AB'C' 
et S.A'B'C' sont de même sens (n° 101, 3°). On voit donc que le sens du trièdre 
S.A'B'C' est le même que celui du trièdre S.ABC. 


RELATIONS ENTRE LES DIÈDRES D'UN TRIÈDRE 


o 115. Théorème I. — Dans tout trièdre chaque dièdre aug- 
menté de deux droits est supérieur à la somme des deux 
autres. 

Dans le trièdre SA'B'C' supplémentaire du trièdre SABC on a la relation : 

a <b te 
Ce qui donne, d'après les relations du (n° 113) pour le trièdre SABC 
2 — A < (22 — B) + (2 — 0). 
Soit en réduisant : B+C<A+2, 


© 116. Théorème II. — Dans tout trièdre la somme des dièdres 
est comprise entre deux droits et six droits. 
On a de même, dans le trièdre SA'B'C' : 
0O<a + b'+ c <4. 
Donc : 0<2—A+2-B+2—C-< 4. 
Soit en réduisant : 2<A+B+C<eér, 


On pourra remarquer que la somme des dièdres du trièdre SABC, se rappro- 
che de 6” lorsque S vient se confondre avec un point du plan intérieur au 
triangle ABC. Au contraire elle tend vers 2° si S vient se confondre avec un 
point extérieur au triangle ABC, ou encore si S s'éloigne indéfiniment. 


e 117. Corollaire, — La somme des dièdres d’un angle polyèdre 
conxeve de n faces est comprise entre (2n — 4} et 2m. 

On peut décomposer la région intérieure de l'angle polyèdre convexe 
SABCDEF (fig. 114) par les plans SAC, SAD, SAE en (n — 2) trièdres. La 
somme des dièdres de ces (n — 2) trièdres, est égale à la somme E des dièdres de 
l'angle polyèdre. Cette dernière est donc supérieure à (n — 2) fois 22. Elle 
est évidemment inférieure à 2n? car c'est la somme de n dièdres saillants. 


D'où : (2n — 4P LE < 2. 
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è 118. Remarque, — Les théorèmes (n° 115 et 116) qui se déduisent de 
théorèmes relatifs au trièdre supplémentaire sont dits corrélatifs de ces derniers, 


CAS D’ÉGALITÉ DES TRIÈDRES 


© 119. 1° Cas. — Lorsque deux trièdres de même sens ont un dièdre égal 
compris entre deux faces respectivement égales, ils sont égaux. 


Considérons deux trièdres de même sens SABC et S'A'B'C' tels que 
A= AÀ'; b=b et c—=c!. 


Transportons le dièdre (B’, SÄ’, C’) sur son égal (B, SÀ, C) de ns que la demi-droite 
S'A' Sr avec la demi-droite SA. Dans ik demi-plan SAB, T A'S'B' se superpose 
à son égal ASB, tandis que dans le demi-plan SAC, l'angle A'S’ C'a se superpose à son égal 
ASC. Les deux trièdres SABC et S’ ABC coincident. Îl sont égaux, 


© 120. 2° Cas. — Lorsque deux trièdres de même sens ont une face égale 
adjacente à deux dièdres respectivement égaux, ils sont égaux. 


Soient deux trièdres de même sens S.ABC et S.A'B'C' tels que : 
a= 4, B=B «& C=C. 


Leurs trièdres rs SA,B,C, et S'A',B';C'; sont également de même sens et 
ont (n° 113) : A= À vh=bieta= ci 

Ils sont donc égaux d après le 1°7 cas et leur superposition entraîne celle des trièdres 
initiaux SABC 3 ‘B'C' qui sont donc égaux. 


© 121. 3° Cas. — Lorsque deux trièdres de même sens ont leurs trois faces 
respectivement égales ils sont égaux. 
Considérons deux trièdres 
de même sens SABC et 
SA'B'C' tels que : 
a=a,b=betc=c. 


Portons sur les six arêtes 
des Mae pa: :SA = 
SB = SC = = SB' = 
SC’. Le triangle s tels que 

BSC e sont FE 


Ga oma: E :BC = B’ 


=C' = A'P'. 
Il en résulte que R triangles 
ABC et A'B'C' sont égaux Fig. 120, 


(3° cas). 

Soit O la projection de S sur le glan ABC et O' la projection de S’ sur le plan A'B'C’. 
L'égalité des obliques issues de S et de S’ montre que O est le centre du dl ABC et O’ 
le sa Si cercle égal A’B'C’. Donc OA = O'A, et puisque SA = S'A’, les triangles 
SOA et S'O'A' sont égaux, d'où OS = O'S 

Tran: Re le tétraèdre S'A'B'C' sur le tétraèdre SABC de façon à à amener le triangle 
A'B'C' sur son égal ABC. Le point O’ se place en O et le point S’ sur la droite OS, du 
même côté du plan ABC que le point S, car les deux trièdres SABC et S'A'B'C' sont de 
même sens. L'égalité O'S’ = oS, montre que le point S’ vient en s* Les deux trièdres 
S'A'B'C' et SABC coincident. Ils sont donc égaux. 


74 GÉOMÉTRIE 


© 122. 4 Cas. — Lorsque deux trièdree de même sens ont leurs trois dièdres 
respectivement égaux, ils sont égaux. 

Si les trièdres de même sens SABC et Br sont tels que: À = A’, B= B'a C = C. 
leurs trièdres supplémentaires SA,B,C, et A'1B'C'1 sont de même sens et ont leurs 
trois faces respectivement gien sont Le (3° cas) et leur superposition entraîne 


celle des trièdres SABC et SA 


© 123. Cas de symétrie. — Tout trièdre S'A'B'C' mpapai au trièdre SA,B,C, 
opposé par le sommet au trièdre SABC est dit symétrique du trièdre SABC. Deux trièdres 
symétriques ont leurs éléments homologues respectivement égaux, mais sont de sens 
contraires. lls ne sont donc pas superposables par éléments homologues, 

A chacun des ças d'égalité précédents correspond un cas de symétrie lorsque les trièdres 
envisagés sont de sens contraires. 


APPLICATIONS 


© 124. Théorème. — Dans tout trièdre isocèle les dièdres opposée aux faces 
égales sont égaux. 

Soit un trièdre isocèle SABC tel que b = cet le trièdre SA'B'C' qui lui est opposé par 
le sommet. Des égalités A = A’, b = c = b' = č on déduit que les trièdres de même sens 
SABC et SA'C'B’ sont égaux (1 ter cas). Le dièdre C’ opposé par l'arête au dièdre C est donc 
égal au dièdre B. Autrement dit : B = C. 


e 125. Réciproque. — Un trièdre qui a deux dièdres égaux est isocèle. 
Si B = C le trièdre SABC et le trièdre SA'C'B' ont cette fois : 
a=a;B—=C—B=C. 
Ils an égaux (2°cas) et la face c’ opposée par le sommet à la face c est égale à la face b. 
onc b= c. 

S © 126, Corollaire. — Dans tout trièdre les faces 
sont dans le même ordre de grandeur que les 
dièdres qui leurs sont opposés. 

Soit un trièdre SABC dans lequel B > C (fig. 121). 
A l'intérieur du dièdre (C.SB,A prions un dièdre 
(C.SB, x) égal au dièdre (B, SCA). Le demi-plan SBx 
coupe la face SAC suivant SD et Ai eia SDBC est 
isocèle, donc DSB = DSC. Or dans le trièdre SABD 
ona: 

ASB < ASD + DSÈ = ASD + DSC = ASC. 

Donc 


Fig. 121. ASB < ASC soit b>c. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Dans un trièdre une face est inférieure à la somme des deux autres. 
(Aix, ME et MT.) 


— Trièdre : inégalités entre les faces. (Rennes, ME et MT.) 
— Trièdres supplémentaires : on se bornera à donner la définition et à 
établir la réciprocité. (Liban, ME.) 


— Trièdres supplémentaires : réciprocité et propriété fondamentale. 
(Saïgon, ME.) 
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EXERCICES 


© 67. 1° Lorsqu'un trièdre isocèle SABC a pour faces égales ASB et ASC, le bls- 
secteur intérleur du dièdre SA est perpendiculaire à la face BSC (plan hauteur) 
ct coupe cette face suivant sa blssectrice intérieure (plan médian). 

2° Montrer que lorsque dans un trièdre un plan hauteur est en même temps 
bissecteur intérieur ou plan médian, ce trièdre est isocèle. 

3° Pour qu’un trièdre soit isocèle 11 faut et il suffit qu’une de ses arêtes solt 
perpendiculaire à la blssectrlce extérieure de la face opposée. 


@ 68. Dédulre de l'exercice précédent que : 

1° Pour qu’un plan fasse des angles égaux avec deux plans donnés il faut et il 
suffit qu’il solt perpendiculaire à l’un de leurs bissecteurs. 

2° Pour qu’une droite fasse des angles égaux avec deux plans donnés il faut 
et il suffit qu’elle soit parallèle à un de leurs bissecteurs. 


© 69. 1° Pour qu’une droite de l’espace fasse des angles égaux avec les côtés d’un 
angle, il faut et il suffit qu’elle solt orthogonale à l’une des bissectrices de cet angle. 

2e Pour qwun plan fasse des angles aux avec les côtés d’un angle, il faut et 
il suffit qu’il soit parallèle à l’une des blssectrices de cet angle. 


© 70. 1° Démontrer que sl dans un trièdre SABC les faces ASB et ASC sont supplé- 
mentaires il en est de même des dlèdres SB et SC et réciproquement. 

2° Montrer que dans ce cas l’arête SA est perpendiculaire à la bissectrice inté- 
rieure SM de la face BSC et que le bissecteur intérieur du dièdre SA passe par SM. 


e 71. Dans un trièdre SABC le bissecteur intérieur du dièdre SA passe par la 
bissectrice intérieure SM de la face BSC et on suppose que B, C, H et K soient les 
projections de M sur les droites SB, SC et sur les plans ASB et ASC. 

1° Démontrer que le plan BSC fait des angles égaux avec les deux plans ASB 
et ASC. En déduire que les dièdres SB et SC du trlèdre SABC sont égaux ou supplé- 
mentaires. 

2° Démontrer que l’arête SA est perpendiculalre à l’une des bissectrices SM et SM’ 
de langle tre et que le bissecteur extérleur du dlèdre SA contlent la bissectrice 
extérieure 7e 


© 72. 1° Démontrer que si dans un trièdre SABC l'angle BSC est droit ainsi que 
le dièdre SA, le trièdre est birectangle. 

2° Dans un trièdre SABC, la face BSC est fixe et le dlèdre SA est droit. Déter- 
miner le lieu de la trace de SA sur un plan fixe perpendiculaire à SB ou à SC. 


© 73. 1° Dans tout trièdre SABC, les bissecieurs intérieurs des trols dièdres se 
coupent suivant une même droite SI également Inclinée sur les trois faces. Montrer 
que SI est le lieu des centres des sphères inscrites et aussi l’axe d’un cône de révo- 
lution inscrit dans le trièdre. 

2° Les perpendiculaires menées en S à chaque arête dans le plan bissecteur 
extérieur issu de cette arête sont dans un même plan perpendiculaire à SL 

3° Étudier de même l'intersection des bissecteurs extérieurs de deux dièdres 
et du bissecteur intérieur du troisième (on se ramène au 1° en remplaçant une 
arête par son prolongement). 


@ 74. 1° Dans un trièdre quelconque SABC les plans médiateurs, perpendiculaires 
à Chacune des faces suivant la bissectrice intérieure de cette face concourent sui- 
vant une même droite Se également inclinée sur les trois arêtes. Montrer que So 
est le lieu des centres des sphères tangentes au trois arêtes et aussi l'axe d’un cône 
de révolution circonscrit au trièdre. 

2° Montrer que les bissectrices extérieures des trois faces sont dans un même 
plan également incliné sur les trois arêtes et perpendiculaire à Sw., Démontrer 
a propriété analogue pour les bissectrices intérieures de deux faces et la bissectrice 
extérieure de Ja troisième. 
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@ 75. Dans le trièdre SABC on suppose SA = SB = SC et soit G le centre de gra- 
vité du triangle ABC. 

1° Montrer que les -plans médians menés respectivement par chaque arête et la 
bissectrice Intérieure de la face opposée concourent suivant la droite SG et que les 
bissectrices extérieures des trois faces sont dans un plan parallèle au plan ABC. 

3° Établir, pour le trièdre SABC, les conclusions résultant des propriétés aua- 
logues dans le trlèdre SA’BC obtenu en remplaçant l’arête SA par son prolongement. 


@ 76. Dans le trièdre SABC on mène les droites AB et AC respectivement ortho- 
gonales aux arêtes SC et SB et on désigne par H l’orthocentre du triangle ABC. 

1° Montrer que les trois plans hauteurs menés par chaque arête perpendlculai- 
rement à la face opposée se coupent suivant la droite SH. 

2° Les trols droites menées par S, dans le plan de chaque face, perpendiculai- 
rement à l’arête opposée sont dans un même plan perpendiculaire à SH. 

3° Soient D, E et F les pleds des hauteurs du triangie ABC. Montrer que SH 
est également inclinée sur les plans des faces du trièdre SDEF et qu’il en est de 
même de SA, SB et SC. En déduire que les plans BSC et ASD sont les plans blssec- 
teurs du dièdre SD du trièdre SDEF. 


@ 77. Soient deux trièdres supplémentaires SABC et SA’B'C’. 

1° Montrer que les trols plans ASA’, BSB’ et CSC’ sont concourants sulvant 
une droite SH. 

2° Les trois droites communes à deux faces correspondantes telles que BSC 
et B'SC’ sont dans un même plan P perpendiculaire à SH. 

3° On suppose les points A, B, C, À’, B’, C’ dans un même plan perpendiculaire 
en H à SH. Montrer que les trois droites AA’, BB’ et CC’ concourent en H et que 
les deux triangles ABC et A’B’C’ ont leurs côtés respectivement parallèles. 


@ 78. 1° Démontrer que la drolte SI commune aux bissecteurs intérieurs du 
trièdre SABC (ex. n° 73) est confondue avec la droite Sw’ commune aux plans 
médiateurs du trlèdre supplémentaire S A'’B'C’ (ex. n° 74). 

2° En déduire que le cône de révolution inscrit dans le trlèdre SABC a même 
axe que le cône de révolution circonscrit au trièdre SA’B’C’. Montrer que toute 
génératrice de l’un de ces cônes est perpendiculaire à un plan tangent de l’autre 
et réciproquement. 


© 79. Solt SK une drolte intérieure issue du sommet du trièdre SABC. Les plans 
ASK, BSK et CSK coupent les faces du trièdre suivant Sa, Sp et Sy. 

1° Montrer que les plans 8Sy, ySa et «SB coupent respectivement les faces BSC, 
CSA et ASB suivant trols droltes Se’, SB’ et Sy’ situées dans un même plan P. 

29 Que représente le point K pour le triangle ABC lorsqu'on suppose les points 
A, B, C, K dans un plan parallèle à P. 

3° Montrer que les trois plans AS«, BSR’ et CS’ sont concourants. Donner 
une construction de la droite SK connalssant le plan P. 


@ 80. 1° Toute face d’un angle polyèdre convexe est inférieure à la somme des 
autres. 

2° Lorsqu’un angle polyèdre convexe est situé à l’intérieur d’un angle polyèdre 
convexe de même sommet la somme des faces du premler est inférieure à la somme 


des faces du second. 


@ 81. 1° Dans tout angle polyèdre convexe de n faces un dièdre intérieur augmenté 
de (2n — 4) droits est supérieur à la somme des autres dièdres intérieurs et un 
dièdre extérieur est Inférieur à la somme des autres dlèdres extérleurs. 

2° La somme de deux dièdres intérieurs est supérieure à la somme des dièdres 
RE non adjacents et la somme de tous les dièdres extérieurs est inférieure 

4 droits. 

3° La somme des dièdres extérieurs d’un angle polyèdre convexe est inférieure 
à la somme des dièdres extérieurs de tout angle polyèdre convexe de même sommet 
situé à l’intérieur du premier. 
@ 82. On considère dans un trièdre SABC, une droite SM du bissecteur intérieur 
du dièdre d’arête SA et une droite SP du bissecteur extérieur du même dièdre, 


Démontrer que : 
1° La différence des angles BSM et CSM est inférieure à la différence des faces 


ASB cet ASC; 


TRIÈDRES 77 


ce somme des angles BSP et CSP est supérieure à la somme des faces ASB 
€ je 


© 83. Soit SM une droite intérieure au trièdre SABC. 

1° Montrer que la somme des angles BSM et CSM est Inférieure à la somme des 
faces ASB et ASC. 

2° Comparer la somme des trois angles ASM, BSM et CSM à la demi-somme et 
à la somme des trois faces du trièdre. 


© 84. 1° On considère un polygone gauche de n côtés ABC... KL. Démontrer que 
la somme des n angles salllants de ce polygone est inférieure à (2n — 4) drolts. 

2° SI la somme des angles saillants d’un polygone de n côtés est égale à (2n — 4) 
droits ce polygone est un polygone plan convexe, 


85. 1° L’angle aigu formé par l’arête SA et la bissectrice SM de la face BSC du 
trlèdre SABC est inférieur à la deml-somme des faces ASB et ASC alnsi qu’au 
supplément de cette deml-somme. 

2° L'angle algu formé par SA et la bissectrice extérieure SM’ de la face BSC 
est inférieur au complément de la demi-différence des faces ASB et ASC. 


© 86. Dans le trlèdre OABC, on suppose OA = OB = OC = R et on désigne par H 
la projection de O sur le plan ABC, et par B’ et C’ les projections de B et C sur OA. 
1° Calculer OH en fonctlon des éléments A, B, C, a, b, c du trièdre et en déduire 
que : 
snA _ sinB sinC 
sin a sinb since 
2e Établir l'égalité scalaire OB. OC = OB’. OC’ + B'B.CC et en déduire que: 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A. 
3° En utilisant le trièdre supplémentaire du trièdre OABC montrer que : 


cos À = — cos B cos C + sin B sin C cos a. 


© 87. Soient AA’, BB’ et CC trois diamètres d’une sphère de centre O et de rayon R. 
On désigne par A, B, C les mesures en radlans des angles du triangle sphérique ABC 
ct soient P et P’ les pôles sur la sphère des cercles ABC et A’B’C’. 

1° Montrer que les triangles sphériques PAB et P'B’A’ sont égaux et en déduire 
l'égalité des aires des trlangles symétriques ABC et A’B‘C. 

2° On désigne par S, S1, S2, Sg, les aires des triangles sphériques ABC, A’BC, 
AB’C et ABC’. Démontrer que : S + Sı + So + Sg = 2rR2, S + Sı = 2AR2, 
S + Sg = 2BR? et S + Sa = 2CR2 et en déduire que : 


S = (A + B + C — n) R?, 


© 88. Soit un trièdre trirectangle SABC tel que SA = a, SB = b et SC = c. On 
désigne dans le triangle ABC, par H, G, O, l’orthocentre, le centre de gravité et 
le centre du cercle clrconscrit. 

1° Montrer que H est la projection de S sur le plan ABC et que : 


1 1 1 1 

mm atata 
2° Établir que la droite SG passe par le centre w de la sphère SABC et que 
SG = 2Gw (on pourra terminer le parallélépipède construit sur SA, SB et SC 


comme arêtes). 
3° La droite SH recoupe la sphère SABC en K et soit R le rayon du cercle ABC. 


Montrer que HK = 2SH et R2 = OH° + 2HS. 


© 89. 1° Dans les deux faces d’un dièdre on considère deux points B et C qui se 
pet orthogonalement sur j’arête en B, et C.. Calculer BC2 en fonction de 
’angle À du dièdre et des longueurs B,B = 8, C,C = y, B,C = À. 

2° On considère un trièdre SABC. On désigne par À, B, C les dlèdres d’arêtes SA, 
SB, SC, et par a, b, e les faces opposées à ces arêtes. 
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a) Sur SB et SC on porte les longueurs SB = x et SC = y. Calculer BC en utilisant 


la formule établle au 1°. En comparant avec une autre expression de BC? au moyen 
dune formule relative au triangle SBC, donner l'expression de cosa en fonction 
eb, cet 


À 
B) Calculer tg3 zen fonction de a, b, c. (On pourra poser a + b + ¢ = 2p). 
(Clermont. ) 


© 90. Soit un trièdre Oryz dont les arêtes sont deux à deux rectangulaires. On 
prend OA = a sur Or, OB = b sur Oy, OC = c sur Oz. Soient H le point de concours 
des hauteurs du triangle ABC, G le point de concours de ses médianes, S la surface, 
et A,B,C, ses angles. 

1° Calculer en fonction de a, b, ¢, la surface S, les distances À = OH et g = OG 
les tangentes des angles A,B,C. On vérifiera que : 


a? tg À = tg DB = tg eC = 25. 


2° Trouver les lieux des points G et H quand B et C varient, A restant fixe. 

3° On considère un second triangle A’B’C’ analogue à ABC, défini par a x a’ = 
b x b =c x e = K où k est une longueur donnée (OA’ = a', OB’ = b’, OC’ = c’). 

On appelle G’ et H’ les points G et H correspondants à ce triangle. Démontrer 
que les points O,G’,H sont en ligne droite, ainsi que O,H,G-. 

Calculer les produits : OH . OG’ et OG. OH”. [On pose OG’ = g’, OH’ = h']. 

4° On considère la sphère circonscrite au tétraèdre OABC et la calotte sphérique 
contenant le point O limitée par cette sphère et par le plan ABC. Calculer la sur- 
face E de cette calotte en fonction de g et h. Si l’on appelle X’ la surface analogue 


A h 
correspondant à A’, B’, C’, calculer Z en fonction de F 


X (Bordeaux. ) 


2e PARTIE 


TRANSFORMATIONS 


| CINQUIÈME LEÇON | 


TRANSFORMATIONS PONCTUELLES 


e 127. Définitions. — D'une façon générale, transformer une figure donnée 
F, c'est en déduire, suivant une loi déterminée, une nouvelle figure F’. 

Nous étudierons seulement des transformations ponctuelles, Li lesquelles à 
chaque point M de l'espace (ou du plan) on fait correspondre un point unique 
M' appelé transformé ou homologue du point M. Lorsque dans une transforma- 
tion ponctuelle (T), un point variable M décrit une figure F, son transformé M' 
décrit une figure F’, appelée transformée de la figure F dans cette transformation. 

Les transformations constituent un procédé remarquable de recherche ou de 
démonstration, car dans toute transformation (T) : 


10 La figure F et sa transformée F' ont leurs éléments liés par des relations de 
position et de grandeur bien déterminées; 


2 À toute propriété de la figure F, correspond une propriété de la figure homo- 
logue F', parfois difficile à mettre en évidence directement. 


e 128. Eléments invariants. — Tout point À, qui coïncide avec son homo- 
logue A’, dans une transformation ponctuelle (T), se nomme point double ou 
point invariant de la transformation. 

La transformation ponctuelle dans laquelle tout point de l'espace (ou du 
plan) est invariant est appelée transformation identique. 

Toute figure F qui coïncide avec sa transformée F” est dite invariante dans la 
transformation considérée. La figure F est invariante point par point lorsque 
chacun de ses points est invariant, ou globalement invariante lorsque ses diffé- 
rents points s’échangent entre eux. 


e 129. Produit de deux transformations. — Soit F; l’homologue de la 
figure F dans la transformation (T;) et Fg l'homologue de F; dans la transforma- 
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tion (T2). La figure Fz se déduit de la figure F dans une transformation unique 
(T) appelée produit des transformations T, et T; prises dans cet ordre. On écrit 


M = (M x Ti). 


Une figure donnée F n'a pas, en général, même transformée dans les deux 
transformations (T, X T2) et (Ta X Ti). Lorsque ces deux transformations sont 
équivalentes, le produit (T; X Tə) est dit commutatif et on écrit, dans ce cas : 


M X T) = (T: x Ti). 


Le produit (T1 X Te X … Th) des transformations T,, T2... Ta, prises dans 
cet ordre, s'obtient en faisant le produit de (T1) par (T2), puis le produit de la 
transformation obtenue par (Ts) et ainsi de suite. Il est clair, que dans un pro- 
duit de transformations, on peut toujours remplacer deux ou plusieurs transfor- 
mations consécutives par leur produit, ou inversement remplacer une trans- 
formation par un produit équivalent : 


Si TX Ts =T 
on a: LXTDX TSX Ta=TXTX Te 


e 130. Transformations inverses. — Deux transformations (T) et (T'} sont 
dites inverses lorsque leur produit (T X T’) ou (T’ X T) est la transformation 
identique. Si, par exemple, la transformation ponctuelle (T) transforme le 
point M en M, la transformation inverse (T') transforme M’ en M. 

Lorsque la transformation (T') est la transformation (T) elle-même, cette 
dernière est dite réciproque. Dans toute transformation ponctuelle réciproque 
deux points homologues M et M’ se transforment l'un en l'autre. D'autre part 
il est clair que le produit de toute transformation réciproque par elle-même est la 
transformation identique. 


DÉPLACEMENTS PLANS 


e 131. Définition. — Considérons deux figures superposables F et F’ d'un 
plan P, Si on peut amener la figure F sur la figure F' en faisant glisser le plan P 
sur lui-même, les figures F et F’ sont dites directement égales dans le plan P 
(fig. 123). Dans le cas contraire elles sont dites inversement égales. 

Notons que dans deux figures F et F’ directement égales du plan, deux 
segments homologues sont égaux et deux angles orientés homologues sont égaux. 


e 132. Déplacement plan. — On appelle déplacement plan toute 
transformation qui, à une figure quelconque F du plan, fait 
correspondre une figure F' directement égale à la première. 


Un déplacement plan peut être défini, indépendamment de toute notion de 
mouvement, de la façon suivante : 

Considérons dans le plan P deux segments fixes égaux AB et A'B’ et un point 
quelconque M (fig. 123). Construisons le point M’ tel que : 


(AB, AM) = (AB,AM) «& A'M = AM. (1) 


DÉPLACEMENTS PLANS 8l 


Le triangle A'B'M' est directement égal au triangle ABM. 1l en résulte que 
lorsque M décrit une 

re quelconque F du 
plan P le point M' décrit 
une figure F’ directement 
égale à la figure F et dans 
laquelle les points A’ et 
B’ sont respectivement 
les homologues de Aet B. 
En effet si on fait glisser 
le plan P sur lui-même 
de façon à amener A’ en ; 
À et $ en B, tout point A B 
M de la figure F coïncide Fig. 123 
avec son homologue M' En 


de la figure F’. 


e 133. Corollaires. — 1° Un déplacement plan est déterminé 
lorsque l’on connaît un vecteur AB et son transformé de 
même module A'B'. | 

Remarquons qu'il suffit même de connaître la demi-droite Ax et sa transfor- 
mée A'x', . 

2° Un déplacement plan ne peut posséder plus d’un point 
double sans se réduire à la transformation identique. 


Fa rete si À est en À’ et B en B’, tout point M coïncide avec son homologue 
", Donc : 

Deux figures planes directement égales F et F’ coïncident lorsque deux points 
de l'une coïncident avec leurs homologues de la seconde. 


3 Connaissant AB = A'B’ on peut également construire l'homologue M, 
d'un point quelconque M non situé sur la droite AB à l'aide des relations : 


(A'B', A'M’) = (AB,AM) et (B'A', B'M’ = (BA,BM). (2) 


Ces relations (2) sont donc, ainsi que les relations (1) du paragraphe (n° 132) 
suffisantes pour que les triangles ABM et A'B'M' soient directement égaux. 


e 134. Théorème. — Dans tout déplacement plan un vecteur 
donné fait avec son homologue un angle constant appelé 
angle du déplacement, D 

Soit M'N’ l'homologue d'un vecteur quelconque MN dans le. déplacement 
défini par le vecteur AB et son homologue de même module A'B’. D'après la 
définition du déplacement : sn. CR 

(AB, MN) = (AB, MÑ) donc (n° 42) : (MN, M'N) = (AB, A'B’). 

L'angle de vecteurs (AB, A'B’) = 9 défini à 2kr près peut toujours être 
supposé compris entre — ~% et + r. 
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TRANSLATION PLANE 


o 135. Définition. — La translation plane est une transforma- 
tion ponctuelle dans laquelle le vecteur joignant un point M 
à son transformé M’ est égal à un vecteur donné T du plan. 

Soit T le vecteur fixe non nul du plan. (fig. 124). Le point M' transformé du 
point M dans la translation de vecteur T est défini par : MM’ = T. 

Lorsque M décrit une 
figure F, le point 
décrit la figure F’ trans- 
formée deF dans latrans- 
lation T. Ce vecteur T 
qui définit la translation 
est appelé vecteur-trans- 
lation. Remarquons que : 

1° Il n'existe pas de 
point double dans la 
translation de vecteur 
T = 0. : 

Fig. 124. 2° Toute droite du 
plan parallèle au vecteur 

T est globalement invariante dans la translation T. 2 
30 Si M’ est le transformé de M dans la translation T, le point M est le trans- 


formé de M’ dans la translation de vecteur — T. La translation plane n'est pas 
une transformation réciproque. 


o 136. Théorème. — La translation plane est un déplacement 
plan d’angle nul. 


10 Soient À et B deux points fixes, M un point quelconque du plan, A’, B' et 
M' leurs homologues respectifs dans la translation T (fig. 124). Par définition : 


AA = BB = MM =T. 


Donc (n° 2) : AB = AB et AM = AM. 
Les angles (AB, AM) et (AP, AM) ont leurs côtés parallèles et de même 
sens, on a donc : (AB, AM) = (AB, AM). 


. Cette égalité jointe à AM = A'M’ montre (n° 132) que le point M’ est 
l'homologue du point M dans le déplacement défini par les segments égaux 
AB et A'B’. 

20 Comme AB = A'B' l'angle (AB, A'B’) de ce déplacement est égal à zéro. 
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è 137. Réciproque. — Toute tranformation ponctuelle plane 
dans laquelle le vecteur qui joint deux points quelconques 
est égal au vecteur qui joint leurs tranformés est une 
translation. 


Soit À un point fixe, M un point variable, A’ et M' leurs homologues dans 
la transformation considérée. Par hypothèse : 


AM = AM. 
Donc (n° 2) : MM = AA’. 


Le point M’ est donc le transformé de M dans la translation AA’. Par suite : 


o 138. Corollaire. — Tout déplacement plan d'angle nul est 
une translation. 


En effet un tel déplacement réalise AM = A'M’ quels que soient À et M. 


o 139. Transformées des figures élémentaires. — 1° La translation étant 


un déplacement d’angle nul transforme un vecteur AB en un vecteur égal A'B’, 
une demi-droite Ax en une demi-droite 
parallèle et de même sens À’x', une droite D 
en une droite D’ de même direction, un 
angle orienté en un angle orienté égal, un 
cercle en un cercle égal. 


2° Inversement toute droite D’ parallèle à 
la droite D se déduit de < cette dernière dans 


la translation de vecteur AA’ joignant un point 
uelconque À de D à un point quelconque A’ 


de D' (fg. 125). Fu. 125. 


3° Tout cercle de centre œ égal à un cercle de centre o se 
déduit de ce dernier dans la translation de vecteur ow. 
_En effet deux rayons parallèles et de même sens oM et w'M' sont tels que 


oM = 6M donc MM = ow. 

Si les deux cercles w et w’ se coupent 
en À et B (fig. 126), l'homologue F B’ du 
point B dans la translation wo’, est 
diamétralement opposé au point À 
sur le cercle œ’. La droite BM 
parallèle à B'M’ est donc perpendi- 
culaire à AM’. De même AM est 
perpendiculaire à BM’ et le quadrangle 
ABMM' est orthocentrique. 

D'autre part l'égalité 
(PB, oM’) = (aB, oM) entraîne 
(AB', AM”) = (AB, AM) e par suite: 
(AM, AM')=(AB, AB')=, (A0, Ao) 


Fig. 126. 
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En désignant par V la mesure de l'angle saillant (A, Av’ ) on voit que : 
Le vecteur MM est vu du point À sous un angle de droites constant égal à 1. 


Les tangentes communes TT” et UU’ sont des positions particulières de MM’. Si les 
points A,B,T,U, sont disposés dans cet ordre sur le cercle ©, on en déduit que : 


GE AT) -Y a (10.50) -Y +. 


e 140. Théorème. — Le produit des translations de vecteurs 
Ti Ts, …… Tn est la translation de vecteur T = T, + T: + ... + Ta. 


Désignons par M; le transformé de M dans la translation T., par M; le trans- 
formé de M, dans la translation T2, etc... Par hypothèse : 


— 


MM, = Ti; MM: = Tz; 0. MoiMs = Ta. Donc : 
MM, = MM, + MM; + ~- + MaMa = Ti + Tite + TT 


Le point M, transformé de M dans le produit des translations considérées se 
déduit donc du point M dans la translation unique T. 


e 141. Corollaires. — 1° L'addition des vecteurs T,, Tas Ta étant commu- 
tative et associative, il en est de même du produit des translations définies par 
ces vecteurs. 
Pa 
2° Toute translation de vecteur T peut, _réciproquement, se décomposer en 
un produit de translations de vecteurs T;, T2... T, dont la somme est égale au 
vecteur T. 


ROTATION PLANE 


o 142. Définition. — Soit un point fixe O du plan et un angle orienté 9 défini 
à 2kx près. À tout point M du plan (fig. 127) faisons correspondre le point M’ 
défini par les égalités : 


(OM, OM')=0 et OM = OM. 


Le point M' est le transformé du point M dans la rotation 
plane de centre O et d'angle 8. En abrégé : Rotation (O, 6). 


Lorsque le point M décrit une figure F, son homologue M' décrit la figure F’ 
transformée de F dans cette rotation. 


1° Si 8 est nul (à 2kx près) la rotation se réduit à la transformation identique. 
Lorsque 8 est différent de 2kx le centre de rotation O est le seul point double yA la 
transformation et tout cercle de centre O est globalement invariant dans la trans- 
formation; 
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2 Si 9 = + x le centre de rotation O est le milieu de MM’ (fig. 128). Les 


points M et M’ sont symétriques par rapport O. ne dirons dans ce cas que la 
rotation est la symétrie-point de centre 


M! 


(F) 


Fig. 127. Fig. 128. 


3 Le point M est le transformé de M’ dans la a (O, — 8). La rotation 
n'est pas une transformation réciproque sauf si © = + x, c'est-à-dire si la 
rotation est une symétrie-point. 


o 143. Théorème. — La rotation plane est un déplacement 
plan dont l’angle est égal à l’angle de rotation. 


Soient O et A deux points fixes, M un point quelconque du plan (fig. 127). 
Leurs homologues respectifs dans la rotation (O, 8) sont O, A' et M'. Donc : 
OA=0A'; OM—OM'; (OA,0À') = (OM,OM') = 0 + 2kx. 


On en déduit (n° 42) que : (OA, OM) = (OÀ', OM). Cette égalité jointe à : 
OM = OM' montre (n° 132) que M' est le transformé de M dans le déplace- 


ment défini par les vecteurs de même module OÅ et OA’. 
L'angle de ce déplacement est (OÀ, OÀ') = = 6, c'est-à-dire l'angle de rotation. 
Il en résulte que la rotation transforme une droite en une droite, un segment 


en un segment égal, un angle orienté en un angle orienté égal, un cercle en un 
cercle égal, etc... 


e 144 Corollaire I. — Dans toute symétrie-point deux 
vecteurs homologues sont opposés. 


En effet (fig. 129) on a : 
AM = AM! et (AM AM) =x donc AM=—AM. 


Réciproquement si AM = — AM le quadrilatère AMA'M' est un pok: 
logramme. Donc M et M’ sont symétriques par rapport au milieu O de AA’, 
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Pour qu'une transformation ponctuelle soit une symétrie-point il faut et il suffit 
que le vecteur joignant deux points quelconques et le vecteur joignant leurs trans- 
Jormés soient opposés. 


M 


M’ 
Fig. 129. Fig. 130. 


e 145. Corollaire IL — Dans toute rotation, distincte d’une 
symétrie-point, le centre de rotation, deux points homolo- 
gues et l’intersection de deux droites homologues issues de 
ces deux points sont sur un même cercle. 

Soit I l'intersection de deux droites homologues AM et A'M’ dans la rotation 


(O, 8) (fig. 130). L'égalité (OÀ ,OA') = (AM, A'M’) = 0 + 2kr entraîne : 
(OA ,OA') = (IA, IA = 6 + kr. 


Les quatre points O, A, A’ et I sont cocycliques (n° 60) et il en est de même 
de Ô, M, M' et L. 3 i 


e 146. Théorème. — Tout déplacement plan est une rotation 
lorsque l'angle du déplacement n’est pas nul, une translation 
dans le cas contraire. 

Nous avons déjà démontré (n° 138) qu'un déplacement plan d'angle nul est 
une translation. 

Considérons un déplacement d'angle 9 -Æ 2kr transformant le point fixe 
A et le point quelconque M en A’ et M' (fig. 131). Par hypothèse : 


AM=AM et (AM,AM) = 0. 


Il existe une rotation unique d'angle 8 transformant A en À’. Son centre O. 
défini par les égalités (OA, OA’) = 8 et OA = OA, appartient à l'arc de cercle 
’extrémités À et A’, capable de l'angle de vecteurs 6 (n° 58) et à la médiatrice 
du segment AA. C'est t donc le milieu de l'arc AA’. La rotation (O, 8) transforme 
OÁ en OA’. Comme (AÔ, A'O) = (AM, A'M’) =° ona: 
(AÓ, AM) = (A'Ó, A'M). Cette égalité jointe à AM = A'M’ montre que M’ 
est l’homologue de M dans le déplacement qui transforme AO en A'O 


+ 


c'est-à-dire, la rotation (O, 6). 
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Si 0 = + + l'arc capable AA’ se réduit au segment AA’ (n° 58, 1°) et le point 
O est le milieu du segment AA’. La rotation (O, 9) est alors la symétrie-point O. 

Ce théorème montre que : 

1° Il n'y a pas de déplacement-plan autre 
que la rotation et la translation: 

2° Deux figures directement égales du plan 
se correspondent en général dans une rotation, 
éventuellement dans une translation. 


e 147. Corollaire. — Tout dépla- 
cement qui admet un point double 
O est une rotation de centre Q. 

. D'apres ce qui précède, seule une rota- 
lion de centre O, admet le point O comme 
point double. 

On voit d'ailleurs directement que si M et M’ sont homologues dans le dépla- 
cement défini par les segments homologues égaux OA et OA’, on a (n° 132): 


OA =0A'; OM =0M;; (OÀ,0M) = (O4',0M') 
donc (OM, OM’) = (OÀ,0À') = 6, 


La rotation (O, 6) qui transforme À en A’, transforme donc tout point M en 
son homologue M' dans le déplacement considéré. 


e 148. Propriétés du centre de rotation. — Soit A'M’ l'homologue de AM 
la zorion (O, 8). Désignons par I l'intersection des droites homologues 
et A'M’: 


1° Les égalités telles que OA = OA’, OM = OM, etc... montrent que : 


Les médiatrices des segments joignant deux points homologues concourent au 
centre de rotation: 


2 Les égalités telles que (OÀ,0À') = (OM, OM’) = 6 + 2kr montrent 
que : 

Les arcs capables de l'angle de vecteurs 9 ayant pour extrémités deux points homo- 
logues concourent au centre de rotation et ont ce point pour milieu. 


: On sait que les cercles OAA’ et OMM’ 
: passent par Í (n° 145). Le point O est donc le 
second point commun aux cercles IAA’ et IMM’. 
3° Les projections H et H’ de O sur les 
droites AM et A'M’ sont homologues dans la 
rotation. L'égalité OH = OH montre (fig. 132) 
que O appartient à la bissectrice intérieure de 
l'angle (IH, IH’) e par suite à la bissectrice 
extérieure des axes homologues Hx et H'x’ : 


La bissectrice extérieure de l'angle de deux axes 
homologues passe par le centre de rotation. 
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e 149. Applications. — 1° La rotation transforme une droite D en une droite 
D’ telle que (D , D’) soit égal à l'angle de rotation à kr près. Inversement, deux 
droites D et D’ d’un même plan se correspondent dans toute rotation ayant pour 
centre un point O équidistant de D et D’ et pe angle (OH , OH”) où H et H' 
désignent les projections de O sur les droites D et D’ (fig. 132). 

2° La rotation transforme un cercle en un cercle égal. Réciproquement, deux 
cercles égaux d'un même plan se correspondent dans toute rotation qui fait 
correspondre leurs centres. 

En particulier deux cercles égaux de centres o et o’, sécants_en À et B 
(fig. 133) se correspondent dans la rotation de centre A, d’angle (Ao Av’). L'éga- 
lité (vA , oM) = (’ À. M) entraîne celle des angles (BA, BM) et (BA, BM’), 
ce qui prouve que MM passe par B : 

Deux cercles sécants égaux se correspondent dans une rota- 
tion ayant pour centre l’un des points communs et la droite 
qui joint deux points homologues passe par le second point 
commun. 

_Les _deux cercles étant orientés dans le même sens, notons que l'angle 
(AT ; AT ') des tangentes orientées en A, est égal à l'angle de rotation 
(Av, Au’) = (AM, AM’) = V. 


Fig. 133. Fig. 134. 


Deux cercles égaux w et w' se correspondent également dans la symétrie par rapport 


au milieu O de ww’, Les rayons homologues wM et wM’ sont opposés (fig. 134). 
Si les cercles se coupent en À et si M, est diamétralement opposé à M’, on a 


(n? 139): (AM, AM) = (AM, AM) + (AM, AM) = 5 +3 = A. 


o 150. Théorème. — Le produit de deux déplacements plans 
D, et D: d’angles respectifs x, et «, est un déplacement plan D 
d'angle «v, + «g. 

Le déplacement D; transforme la figure F en F et le déplacement D trans- 
forme F; en F}. figures F et F; directement égales à F, sont directement 
égales entre elles et se correspondent dans un déplacement D. Désignons par 
AB le transformé de AB dans le déplacement D, et par AB: le transformé de 
A,B; dans le déplacement D,. On a : 


(AB, AB.) = (AB, A,B.) + (AB, AB) = o + a. 
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. Le déplacement D a pour angle «& + a. C'est donc (n° 146) une translation 
si œ + œ= 0 ou 2kr, une rotation dans le cas contraire. 
Si «a, + & = + x on obtient une symétrie-point. 


Ainsi le produit de deux rotations d'angles opposés (O,, «) et (Oz, — à) est 
une translation, le produit de deux rotations d'anglés droits de même sens est 
une symétrie-point, etc... En particulier : 


Le produit des symétries-points de centre O, et O, est la 
translation de vecteur 2 O,0.. 


En effet si M, est le symétrique d'un point 
quelconque M par rapport à O, et M le symé- 
trique de M, par rapport à O; on a (fig. 135) : 

MM, = MM, + MM, = 
2 OM, + 2 M, Ô: = 2 OÙ. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Figures planes directement égales. Rotation qui fait correspondre en 
général deux figures directement égales. Cas d'exception. 


(Lyon, ME et MT.) 


— Montrer qu'un déplacement plan qui conserve le sens des angles équivaut 
en général à une rotation. 


(Dijon, MT.) 


EXERCICES 


@ 91. Dans un parallélogramme ABCD les sommets A et B sont fixes. On construit 
le triangle équilatéral de sens direct CDM. Trouver les lieux géométriques dés points 
D et M lorsque le point C décrit une droite ou un cercle donné, 


@ 92. Un cercle w de rayon R donné passe par un point fixe A. Un diamètre MN 
de ce cercle conserve une direction fixe. Déterminer les lieux géométriques des points 
M ct N ainsi que l’enveloppe du cercle o. 


© 93. Dans un triangle variable ABC le sommet A est fixe, l'angle (AB, AC) est 


constant et le vecteur BC est égal à un vecteur fixe. Trouver : 
1° Les lieux géométriques des sommets B et C. 
2° L’enveloppe des hauteurs issues de B et de C et celle du cercle ABC. 


@ 94. Deux cercles O et O’ se coupent en A et B. Soient C et D les points dlamé- 
tralement opposés à A dans ces deux cercles. Une sécante variable issue de A coupe 
en P le cercle O et en Q le cercle O’. La droite CP coupe en M la parallèle à CD menée 
par Q et la droite DQ coupe en N la parallèle à CD menée par P. Trouver les lieux 
géométriques des points M et N. 


@ 95. On donne un triangle fixe ABC et on construit le parallélogramme BCDE, 
Les perpendiculaires menées de D à AB et de E à AC se coupent en M. Trouver le 
lieu du point M lorsque D décrit une droite ou un cercle donné. 
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@ 96. Construire un quadrilatère convexe ABCD connaissant : 
1° Les longueurs AB et CD et les quatre angles. 
29 Les longueurs AB, BC et CD et les angles A et D. 


@ 97. On donne un quadrilatère convexe ABCD et on construit les vecteurs DÉ = 


BF = CA. i 
1° Montrer que l’on rctrouve dans la figure ABDEF toutes les longueurs et tous 
les angles formés par le quadrilatère et ses diagonales. 
20 Construire un quadrilatère ABCD connaissant les longueurs AC et BD ainsi 
ue l'angle (AC, BD) des dlagonales et deux autres éléments (côtés ou angles) 
du quadrilatère. 


@ 98. Construire un trapèze ABCD de bases AB et CD connaissant : 

19 L'angle A, les longueurs AD et BC, l’une des longueurs AB ou AC. 

2° Les longueurs AC, BD et l’angle (AC, BD) des diagonales et en outre une base, 
un côté ou un des angles du trapèze. 


@ 99. Dans un trapèze isocèle Ge bases AB et CD, la dlagonale AC est bissectrlce 
de l’angle A. 

1° On donne AB = I, CD = l’. Construire le trapèze. Discuter. 

20 On donne AB + CD = let la longueur l’ des diagonales. Construire le trapèze. 
Discuter. (Madagascar.) 


@ 100. On considère un cercle fixe C, de centre O, de rayon R et un point fixe A 
extérieur au cercle tel que OA = d. Soit MM’ un diamètre variable du cercle C. 
La drolte MA recoupe le cercle en Q et coupe en P la parallèle à OA Issue de M’. La 
droite M’A recoupe le cercle en Q’ et coupe en P la parallèle à OA issue de M. 

1° Montrer que la droite PP’ passe par un point fixe. 

2° Trouver le lieu géométrique des points P et P”. 

3° Construire le diamètre MM’ connaissant l’angle MAM’ = a. Discuter. Quelle 
est la valeur maxima de « = MAM’ quand le point M décrit Je cercle? (On calculera 


tga en fonction de 8 = MOA et on évitera tout calcul de dérivée). ( Guyane.) 


LÉ 101. On donne dans un plan P une droite D et un point A non situé sur cette 
oite : 

1° Construire un triangle ABC ayant un sommet en A, sachant que la droite D 
est médiatrice du côté BC et connaissant la longueur d’un côté ainsi que l'angle 
opposé à ce côté. 

2° Construire ce triangle ABC connalssant la hauteur issue de A et l’angle en A. 


3° On suppose, A = 30° et BC = 2a; a longueur donnée. Le point A restant 
fixe, la droite D se déplace parallèlement à elle-même, On demande les lieux géomé- 
triques des sommets B et C et du centre du cercle circonscrit au triangle ABC, 

4° En supposant la droite D fixe et le sommet A se déplaçant sur une droite A 
perpendiculaire à D trouver les lieux géométriques des sommets B et C, de l’ortho- 
centre et du centre du cercle circonscrit au triangie ABC. (Saint-Cloud.) 


@ 102. Étant donné un triangle AMN, on construit les transformés B et C de 
A et N dans la rotation (M, a) où « désigne un angle donné, puis le transformé D 


de N dans la rotation (A, a). Comparer les vecteurs BC et AD et en déduire la nature 
du quadrilatère ABCD. 


@ 103. 1° Quel est le lieu geometrigue des centres des rotations qui, dans un 
plan P, transforment une droite donnée D en une droite donnée D’? 

2e Construire les centres w et w’ des rotations qui transforment D en D’ en faisant 
correspondre un point donné A de D à un point donné A’ de D’, Montrer que le 


rapport 2e ainsi que langle (Aw, Aw’) sont indépendants de A et A’. 
o 


© 104. 1° Quel est le lieu géométrique des centres des rotations qui, dans un plan P, 
transforment un cercle (O, R) en un cercle égal (0’, R)? 

2° Construire le centre « de la rotation qui en outre transforme un point donné 
A du premier cercle en un point donné A’ du second. 
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© 105. Soient deux cercles égaux O et O’ sécants en A et B tels que (AO, AO) =V. 
1° Construire le centre « d’une rotation d’angle donné 0 qul transforme O en O’, 
puis l’homologue M’ d’un point donné M du premier ccrele. H 
À. + €. 


20° Démontrer que l’angle (AM, AM’) est constant et égal à 5 


© 106. On donne un cercle fixe de centre O et un ppint fixe œ. On construit un 
triangle équilatéral ABC de centre « dont le sommet A décrit le cercle O. Trouver 
ics lieux géométriques des sommets B et C. Reprendre le même problème avec un 
carré ABCD ou un hexagone régulier de centre o. 


@ 107. Construire un segment AB connalssant son milieu O sachant que le point A 
appartient à un cercle (ou une droite) donné T et que le point B appartient à un 
cercle (ou une droite) donné T”, 


@ 108. Construire un triangle équilatéral ABC de sens direct connaissant le som- 
met A et sachant que B et C appartiennent respectivement à deux cercles (ou 
droites) donnés. 


© 109. Inscrire un carré MNPQ dans un parallélogramme donné ABCD en plaçant 
un sommet sur chacun des côtés de ce parallélogramme. (On commencera par mon- 
trer que le centre du carré coïncide avec celui du parallélogramme.) 


© 110. On donne deux cercles concentriques de centre O et une droite D. 

1° Montrer que les différentes transformées de D par rotation de centre O et 
d'angle variable restent tangentes à un cercle fixe y de centre O. 

20 Construire un cercle w tangent aux deux cercles donnés et à la droite D 
(4 solutions si D coupe le plus grand des deux cercles). 


@ 111. On considère un triangle isocèle OAB de sommet O et on mène, à un cercle 
variable de centre O, les tangentes AC et BD non symétriques par rapport à la 
hauteur OH. 

1° Lieux géométriques de C, de D et du point M intersection de AC et BD. 

2° Enveloppes de la droite CD et des bissectrices de l’angle AMB. 


3° Démontrer que MA.MB = OA? — OM? 


@ 112. On construit extérieurement à l’angle BAC du triangle ABC les segments 
AM, CN et BP respectivement perpendicula res et égaux à BC, CA et AB, 


1° Comparer les vecteurs MB et PC, puls MC et NB en module et en direction et 
montrer que les droites MA, NB et PC sont concourantes. 

20 Soient O, I, J, K les milieux des segments BC, PN, NA et AP. Trouver la 
nature des triangles JMB et KMC. 

30 On achève le parallélogramme BACD. Nature des triangles DNP, OJK et 
1BC? 


@ 113. Soit un triangle isocèle OAB d’angle au sommet (OB, OA) = a. On désigne 
par H l’orthocentre et par 1, J, K les pieds des hauteurs issues de O, A et B. Soient 
d'autre part M et N les projections de A et B sur une sécante variable A passant 
par O. 


1° Trouver les lieux géométriques de M et N, la valeur de l'angle (M, IN) et 


comparer en module et en direction les vecteurs AMet KN puis BN et JM. 

2 Les droltes AM et KN se coupent en P, BN et JM se coupent en Q. Lieux géomé- 
triques de P et Q et enveloppe de la d droite PQ? 

3° Trouver la valeur de l’angle (IP, IQ) et comparer les segments AP et JQ, puis 
BQ et KP. 


@ 114. Construire, extérieurement au triangle ABC, les triangles équilatéraux 
A'BC, AB'C et ABC’ er =. 

1° Comparer les trois vecteurs AA’, BB’, CC’ en module et en direction et montrer 
que leurs supports concourent en un point I. 

20 On suppose I Intérieur au triangle ABC. On prolonge IB d’une longueur 
BD = IC. Trouver la nature du triangle A’ID et montrer que AA’ = IA + IB + IC. 

3° Démontrer la relation vectorielle AA’ + BB’ + CC’ = 0 et en déduire que les 
deux triangles ABC et A’B’C’ ont même centre de gravité G (Cf. exercice n° 8). 


92 GÉOMÉTRIE 


© 115. Soient deux axes rectangulaires Ox et Oy et a une longueur donnée. On 
prend sur Ox le point fixe A et le point variable M et sur Oy, le point fixe B et le 


point varlable N tels que OA = OB = a et OM + ON = 2a. 


1° Comparer en module et en direction les vecteurs AM et BN. Montrer que la 
médiatrice de MN passe par un point fixe w et préciser la nature du triangle «MN. 

20 Trouver le lieu du milieu I de MN, le lieu du sommet P du rectangle MONP, 
l'enveloppe de la perpendiculaire Pz à MN et le lieu de la projection du point O 
sur Pz. 

3° Construire le segment MN connaissant sa longueur ou sa direction ou bien 
lorsque la droite MN passe par un point donné S. 


© 116. On consldère un triangle ABC (prendre A obtus) et on désigne par I, J, K 
les milleux des côtés BC, CA et AB, puis on construit les carrés CQAQ” et ARBR’ 
de même sens que le triangle ABC. 


1° Comparer en module et en direction RQ’ et R'Q et montrer ge les droltes 
QF’ et Q'R se coupent au pied A’ de la hauteur AA’ du triangle ABC. 

2° On achève les parallélogrammes QARP’ et Q’AR’P. Montrer que le quadri- 
latère BPCP’ est un carré de même sens que ABC. 


3° Comparer les vecteurs 10 et IR, AP et QR et donner les autres couples 
analo os; En deduire que les droites AP, BQ et CR sont concourantes, ainsi que 

J re ” 

4° Montrer que les trois trlangles ABC, PQR et P'’Q'R’ ont même centre de 
gravité. 


© 117. Solt un segment AB = a, un point M variable de ce segment, On constrult 
d’un même côté de AB les triangles équilatéraux PAM et QMB et on désigne par C 
l’intersection des droltes AP-et BQ. 

1° Lieu géométrique du milieu O de PQ. 

2° Montrer que la médiatrice de PQ passe pour un point fixe F. Que peut-on dire 
des cercies circonscrits aux triangles PMQ? 

30 Lieu géométrique du centre du cercle circonscrit au triangle CPQ. 

4o Construire le segment PQ connaissant sa direction ou sa longueur, S 

( Grenoble. ) 


© 118. On donne deux cercles égaux de centres O1 et O2, de rayon R. Deux points 
Mu et Ma variables sur les cercles O1 et Oz sont tels que (01M, OoMe) = + ke 


1° Lieu géométrique de l'intersection des droites O1M1 et OgMo. 
2° Montrer que la médlatrice de M1M2 passe par un point fixe I. 
3° Construire le segment MM: dans chacun des cas suivants et discuter: 


a) MıMg a une longueur donnée l 
b) MıMo est parallèle à une direction donnée A. 
€) M1Ms est tangente à Pun ou à l’autre des cercles O1 ou Os. 
{Toulouse.) 


SIXIÈME LEÇON 


SYMÉTRIE-DROITE DANS LE PLAN 


o 151. Figures inversement égales dans le plan. — Deux figures super- 
posables F et F’ d’un plan P sont dites inversement égales si, pour amener la 
figure F sur la figure F’, il faut d’abord retourner le plan P sur lui-même. Dans 
deux figures inversement égales F et F’ deux segments homologues sont égaux 
tandis que deux angles orientés homologues sont opposés. 

— La correspondance entre deux figures F et F' inversement égales du 
plan est appelée antidéplacement ou retournement-plan et peut être définie de 
a façon suivante : 

Considérons dans le plan deux segments égaux AB et A'B’ et un point quel- 
conque M (fig. 136). Construisons le point M' tel que : 


(AB, AM) = — (AB,AM) et A'M = AM. 


Fig. 136. 


Le triangle A’B'M' est inversement égal au triangle ABM. Lorsque le point M 
décrit une figure F, son homologue M’ décrit une figure F’ inversement égale 
à F et dans laquelle A’ et B’ sont les homologues de A et de B. 


En effet si on retourne le plan P sur lui-même, on peut amener le vecteur AB 


en coïncidence avec A'B’. Tout point M de F coïncide alors avec son homo- 
logue M’ de la figure F”. Notons que : 


1° Un antidéplacement est déterminé quand on connaît un vecteur AB et 
son transformé A'B’ de même module; 


2° Deux figures F, et F2, inversement égales à la figure F, sont directement 
égales. Le produit de deux antidéplacements plans est donc un déplacement 
p 
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o 152. Symétrie-droite dans le plan. — Rappelons que deux points M 
et M’ sont symétriques par rapport à une droite A, lorsque cette droite est 
médiatrice du segment E | | 

Considérons dans le plan P, une droite fixe À appelée axe de symétrie (fig. 137). 
À tout point M du plan correspond un point M’ symétrique de M par rapport 
à A. On l'obtient en projetant M en H sur A et en construisant HM’ = MH. 

La transformation ponctuelle ainsi définie est la symétrie 
par rapport à la droite À. En abrégé : Symétrie-droite A ou S (A). 

Si M décrit une figure F, M’ décrit une figure F' symétrique de F par rap- 
port à A. Notons que cette transformation est réciproque. Elle possède une 


infinité de points doubles car tout point de l'axe A est invariant. Tout cercle 
centré sur À est globalement invariant ainsi que toute droite perpendiculaire à A. 


o 153. — Théorème. — Deux figures d’un même Plan symé- 
que par rapport à une droite de ce plan sont inversement 
égales. 


Soient À et B deux points de l'axe 
de symétrie A, M un point quelcon- 
que et M’ son symétrique par rapport 
à A (fig. 137). La droite A, médiatrice 
de MM, est bissectrice de l'angle au 
sommet du triangle isocèle AMM’. 

às 


(AB, AM’) = — (AB, AM) 


AM = AM. 

Donc (n° 151), lorsque M décrit 
une figure F du plan, le point M’ 
décrit une figure F’ inversement 
égale à 


et 


Fig. 137. 


o 154. Conséquences. — Dans toute symétrie-droite du plan deux segments 
homologues sont égaux et deux angles orientés homologues sont opposés. 


Fig. 138. Fig. 139. 


Deux droites riens se coupent sur l'axe de symétrie (fig. 138) ou lui sont 
parallèles. Cet axe de symétrie est la bissectrice intérieure de deux axes concou- 
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rants homologues. Inversement deux droites données sont symétriques par 
rapport à l’une ou l’autre de leurs bissectrices. 

Le symétrique d’un cercle O par rapport à une droite À est un cercle égal O’ 
confondu avec le premier si À passe par O. Réciproquement : 

Deux cercles égaux O et O' (fig. 139) se correspondent dans la symétrie par 
rapport à la médiatrice de OO et tout cercle se conserve dans la symétrie par rapport 
à l'un quelconque de ses diamètres. 

Il en résulte que l'axe de symétrie de deux cercles égaux sécants en AB est 
la corde commune AB et que les points d’intersection À et B de deux cercles 
quelconques sont symétriques par rapport à la droite des centres. 


è 155. Réciproque. — Si deux figures inversement égales d’un 
plan possèdent un point double, elles sont symétriques par 
rapport à une droite issue de ce point. 


Soit À le point double, B un point 
déterminé de la figure F et B’ son homo- 
logue de la figure F’ inversement égale à 
la figure F (fig. 140). La symétrie par 
rapport à la médiatrice À de BB’ trans- 
forme AB en AB’ et transforme la figure 
F en une figure F” inversement égale à 
F donc (n° 158) directement égale à F”. 
Les deux figures F” et F” Pesiar deux 
points homologues communs A et B’ sont 
confondues (n° 133). Autrement dit F’ est 
symétrique de F par rapport à A. Fig. 140. 


è 156. Produit de deux symétries droites dans le plan. — La symétrie- 
droite À; transforme toute figure F en F; et la symétrie-droite A; transforme Fy 
en F2. Les figures F et F2, inversement égales à F, sont directement égales. 
Le produit des deux symétries S (A,) X S (A) qui transforme F en F, est 
donc un déplacement. i . 

e 157. 1°" Cas. — Les deux axes A, et A, sont parallèles. — La symétrie A, 
(iame le point M en M; et la symétrie A2 transforme M, en M2. On a 

g- : 


MM, = MM + MM = 2 AM + 2 M,H; = 2 HH. 
Rri vecteur HH, perpendiculaire à À, et A, est indépendant du point M. 
onc : 


Le produit de deux symétries d’axes parallèles est la trans- 
lation perpendiculaire aux deux axes double de celle qui trans- 
forme le premier axe en le second. 

Le produit n'est pas commutatif car le produit S (43) X S (A;) est équivalent 
à la translation de vecteur 2 HH. Réciproquement : 

Toute translation de vecteur T est équivalente au produit de deux symétries 
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d'axes perpendiculaires au vecteur Ť, le second se déduisant du premier dans la 


translation T, 


2 


å, À, 
Fig. 141, Fig. 142. 


— 
Construisons un vecteur H,H, = 5 puis les droites A, et A, respectivement 


perpendiculaires en H; et H, à la droite H,Hk. Le produit des symétries d'axes 
A, et À, est la translation T. 


o 158. 2° Cas. — Les deux axes À, et À, sont concourants. — Soit O 
leur point commun (fig. 142) et « Tangle (41, A2). La symétrie A, transforme 
OM en OM, et la symétrie A: transforme OM; en OM. 

On a donc OM = OM, = OM: soit OM = OM.. D'autre part Ai et A, 
sont les bissectrices intérieures des angles (OM , OM) et (OM, , OM). On 
a (n° 50 ) : (OM, OMa) = 2 (41, A3) = 2a (à 2 kr près). Le point M, se déduit 
donc de M dans la rotation (O, 2), 


Le produit des symétries par rapport à deux droites concou- 
rantes en O est la rotation de cen‘-eO dont l’angle est le double 
de l’angle orienté de ces deux droites. 


Ce produit n'est pas, en ne commutif car le produit S(A:) X S(A:) 
équivaut à la rotation (Q, — 2a) roquement : 
Toute rotation plane (O, 6) est sante au produit des symétries par rapport 


à deux droites issues de O et faisant l’ angle 5 
Construisons une droite quelconque A issue de O, puis la droite ^, issue 


de O telle que (4, A) = 7 Le produit S(4,) X S(4;) est la rotation (O, 6). 


e 159. Cas où les deux axes ^, et À, sont rectangulaires. — En parti- 
culier (fig. 143) si « = ; » la rotation (O, 2x) est la symétrie-point de centre O. 
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Le produit des symétries par rapport à deux droites rectan- 
gulaires est la symétrie-point dont le centre est le point com- 
mun à ces deux droites. 

C'est le seul cas où le produit 
S(A) X S(4) est commutatif. Réci- 
proquerment : 

Toute symétrie par rapport à un point 
est équivalente au produit des symétries 
par rapport à deux droites perpendicu- 
laires issues de ce point. 


e 160. Application au produit de 
deux déplacements plans . — 
décomposition de chacun de ces dépla- 
cements en un produit de deux symé- 
tries-droites permet d'obtenir aisément Fig. 143. 
le produit de ces deux déplacements. 


o 161. Produit de deux rotations (O; , 2%) et (Oz , 22). — Désignons (fig. 144) 
œ 


par A, la droite O,O:, par A; la droite issue de O, telle que (A, 4) = 2 et 


. . Q 
par À; la droite issue de O; telle que (4z, A3) = 3 . 


Le produit des deux rotations R (O,,%,) X R (O2, %2) équivaut au produit 
des quatre symétries : 


S(A,) X S(43) X S(A:) X S(A:). 


La seconde et la troisième s'associant pour donner la transformation identique, 


on obtient : 
R (01.0%) X R (025%) = S (An) X S (As). 


xı + de 


Or: (Ai, A3) = (41, åa) + (4e, As) = 2 + kr. 


Fig. 144. Fig. 145. 


19 Si œ + & Æ 0 ou 2kr7, les droites A; et À; se coupent en O. 

Le produit des deux rotations est la rotation (O, «1 + %3). 

20 Si a+ % = Q on a : cs = — a (fig. 145), les deux droites A; et Ag son 
parallèles. Le produit des deux rotations est la translation de vecteur 2 H,Ha. 
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Le produit de deux rotations d'angles opposés est une translation. 
Notons que le produit de deux rotations de centres différents n'est pas com- 
mutatif car O, n'a pas même transformé dans les deux cas. 


© 162. Produit d’une rotation (O, «) et d'une translation T. — Dési- 
gnons (fig. 146) par A la perpendiculaire menée par O au vecteur T; soit 4, 
la droite issue de O telle que 


(41, åa) = 3 et A3 la transformée 


de À; dans la translation L 
Comme précédemment le produit 
de la rotation (O, «) et de la 


translation T est équivalent au 
produit des quatre symétries : 


S(A) X S(A;) X S(4:) X S(s) 
Soit à: S(A,) X S(As). 

Or (ås, Aa) = (As Aa) = 3 
Les droites À, et As se coupent en Í. Le produit de la rotation (O, a) par la trans- 
lation T est la rotation (l, a). 


On étudie de même le produit de la translation T par la rotation (O, «). 
désignant par A'1 et ô’; les symétriques de As et A1 par rapport à ^», on 
voit que le nouveau produit est équivalent à S(A') X S(A':3), c'est-à- 
dire à la rotation (J, «) en désignant par J l'intersection de A et å’. Ce point J 
est d’ailleurs le symétrique de Í par rapport à A, et J1 = T, ce qui montre que 
le produit d’une translation par une rotation n'est pas commutatif, 


Fig. 146. 


© 163. Théorème, — Deux figures inversement égales d’un même plan se 
correspondent dans le produit d’une symétrie d’axe À par une translation 
parallèle à À. : 

Soient A et B deux points d'une 
figure F, A’ et B’ leurs homologues 
dans la figure F’ inversement égale 
à F (fig. 147). Par le milieu I de 


AA’, menons l'axe À défini par : 


QB, i = (Å ,A'B'). La symétrie 
’axe À transforme F en une figure 
F, inversement égale à F, donc direc- 
tement égale à. ”, Elle transforme 
en particulier r AB en un vecteur AB 
tel que (AB,A) = (A. A1B,) et AB: 
= AB = A'B’. Donc A,B, = A'B°. Il 
enrésulte que F” est la _transformée 
de F, dans la translation A,A’ (p° 1 
dont le support ‘est parallèle à 
pige À passe par les milieux H et a a 
de AA, et de AA’, Le produit de lasymétrie À par la translation A,A’ est d'ailleurs 
commutatif; Notons que : ; 


Fig. 147. 
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La droite À est la seule droite invariante dans la transformation. Elle contient le milieu de 
lout vecteur joignant deux points homologues et la projection de ce vecteur sur À est constante 
et égale au vecteur de la translation. La droite À se nomme axe du retournement. 


APPLICATIONS DES DÉPLACEMENTS 
ET SYMÉTRIES DANS LE PLAN 


e 164, Propriétés géométriques. — EXEMPLE l. — Démontrer que dans 
tout triangle la distance d'un sommet à l'orthocentre est double de celle du centre 
du cercle circonscrit au côté opposé à ce sommet. 


Le symétrique A’ de l’orthocentre H du triangle ABC, par rapport au côté BC appartient 
au cercle circonsenit à ce triangle (fig. 148). Les cercles BAC et BHC de centres O et O’, 
symétriques par rapport à BC, sont égaux. Ils se correspondent dans la translation de 


vecteur O0’ = 2 OM. Comme dans cette translation l’homologue du sommet À est 
l'orthocentre H, on a : AH = 2 OM. 


Fig. 148. Fig. 149. 


EXEMPLE Il. — Soient I, J, K les milieux des côtés BC, CA et AB du triangle 
ABC. On construit extérieurement au triangle le segment JN perpendiculaire au 
côté CA et égal à sa moitié, puis le segment KP perpendiculaire à AB et égal à 
sa moitié, Démontrer que les segments IN et IP sont égaux et perpendiculaires. 


1° Dans le cas de la figure (n° 149), on voit aisément que : KP = JI, KI = JN et 
(RP, J) = (KI, JÑ) = + ï donc (KP, Ki) = (Ji, JÑ). | 

Ces égalités prouvent que les deux triangles KPI et JIN sont directement égaux et se 
correspondent dans une rotation d'angle -+ F Les deux segments homologues PI et IN 
sont donc égaux et perpendiculaires. 


29 La rotation (P, + 3) transforme BP en AP et la rotation ( N,+ a ) transforme AP | 


+ : A x d LAS À 
en CQ. Le produit de ces deux rotations d'angle + z ‘stune symétrie-point qui trans- 


forme BP en CO. Son centre est donc I milieu de BC et par suite de PQ, Le triangle 
PNQ étant rectangle isocèle, il en est de même de sa moitié INP. | 
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o 165. Théorème. — Les symétriques d’un point M du cercle 
circonscrit par rapport aux côtés du triangle ABC sont situés 
sur une droite passant par l’orthocentre de ce triangle. 

Les symétriques M;,M et Ms 
du point M du cercle ABC par 
rapport aux côtés BC, CA et 
AB (fig. 150) appartiennent res- 

ectivement aux cercles HBC, 
HCA et HAB (n° 64). Le 
produit des symétries par rap- 
port à AB et AC transforme M3 
en M; et le cercle HAB en 
HAC. Les points Ma et M 
sont donc homologues dans la 
rotation de centre À et d'angle 
2 (AB, AC) qui fait correspondre 
ces deux cercles (n° 158). Il en 
résulte que Mə, M; et H sont 
Fig. 150. alignés (n° 149). On montrerait 
de même que M, M: et H 
sont alignés. La droite À qui porte les points M:, Mə, M; et H est la droite 
de Steiner du triangle ABC, relative au point M du cercle circonscrit. 


REMARQUE. — Les projections «, 8, y du point M sur les côtés du triangle ABC 
sont les milieux de MM;, MM et MM. La droite «ßy est donc parallèle à A 
et pe par le milieu Í du segment MH. 

a droite de Simson relative à un point du cercle circonscrit passe par le milieu 
du segment qui joint ce point à l'orthocentre du triangle. 


e 166. Divisions rectilignes égales. — On dit que deux points va- 
riables M et M' décrivent sur deux axes À et À des divisions 
égales si leurs abscisses rapportées à des origines homologues 
sont égales. 

Soient À et À’ les origines 
des axes À et A’ (fig. 151). On 
a: AM = AM. 
Désignons par Í le point d'inter- 
section des deux axes et par « 
l'angle (À, A’). On a: 

(AM, AM) = «et AM=AM. 

Le vecteur A'M’ se déduit 


—— 
donc du vecteur AM dans une 


rotation fixe (w, «). Le centre w 
de cette rotation est situé sur 
la médiatrice de AA’ et sur la 
bissectrice extérieure de l angle 
(À, À') (n° 148). Il en résulte 


(n°142) que : «M = oM’ et f 
+ s ) D Fig. 151. 
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La médiatrice è dè MM' et le cercle IMM’ passent par le point fixe œ. 


Les droites de Simson et de Steiner du triangle IMM” relatives au point © 
sont fixes. La première est donc le lieu de la projection de © sur MM’, c'est-à- 
dire du milieu N de MM’, et la seconde le lieu de l’orthocentre H du triangle 
IMM. Elles sont toutes deux perpendiculaires à le. 


o 167. Lieux géométriques. — Lorsque, dans une figure donnée, un point 
variable M se déduit d'un autre point variable P dans une transformation fixe, 
le lieu de M se déduit du lieu de P dans cette transformation. 


EXEMPLE I. — Le centre © d'un cercle de rayon donné r décrit un cercle fixe de centre O 


passant par À. Trouver le lieu de l'extrémité du rayon M du cercle (o), parallèle à OA et de 
même sens. 


Soit O' le point de la demi-droite OA tel que OO’ = r (Ge. 152). On a : oM = O0’. 


Le lieu de M est donc le cercle de centre O’ égal au cercle 


AN 
yY 


Fig. 152. Fig. 153. 


ExemrLe II. — Deux points B et C varient sur un cercle fixe de centre O passant par A 
de telle sorte que (AB, AC) = « (angle donné). Trouver le lieu du point M, symétrique de 
B par rapport à la droite AC. 


On a (fig. 153) : AM = AB et (AB, AM)= 2(AB, AC) = 2x. 
Le point M se déduit de B dans la rotation fixe (A, 2x). Le lieu de M est donc le cercle 
O’ qui se déduit du cercle O dans cette rotation. 


o 168. Constructions géométriques. — La translation et la rotation per- 

. ” VV 
mettent de construire entre deux lignes données L et L’ un vecteur MM’ égal 
à un vecteur donné ou formant avec un point donné O un triangle isocèle dont 
on connait l'angle au sommet (OM, OM’). 


ExEMPLE I. — Construire dans un cercle donné O de rayon R une corde AB telle que 
le vecteur AB soit égal à un vecteur V donné. 

Le point B du cercle O (fig. 154), se déduit du point A dans la translation de vecteur 
V=— OO. Il appartient donc également au cercle de centre O' qui se déduit du cercle O 
dans la translation OO”. Si les deux cercles se coupent en B on obtient le point A en cons- 
truisant le vecteur BA = O'O. 
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EXEMPLE IL. — Etant données deux droites D et D' et un point À, construire un triangle 
rectangle isocèle ABC de sommet À et de sens direct tel que B soit sur D et C sur D’. 


Fig. 154. Fig. 155. 


Le point C (fig. 155) appartient à la droite D’ et aussi à La droite D, homologue de D dans 
la rotation (a+ 3) . Le point B se déduit de C dans la rotation Q — 3 i 


SUJETS D'EXAMEN 


— Produit de deux rotations dans un plan. (Besançon, MT.) 


— Après avoir rappelé les définitions de la symétrie plane par rapport à un 
point et de la symétrie plane par rapport à une droite, on énoncera 
et on établira les théorèmes relatifs au produit de deux symétries 


planes. (Clermont, MT.) 


— Après avoir rappelé les définitions de la translation et de la rotation planes, 
on énoncera et on établira les théorèmes relatifs au produit de deux 
rotations et au produit d’une rotation et d’une translation. 

(Clermont, MT.) 


EXERCICES 


© 119. On donne un triangle isocèle ABC de base BC. Une droite variable A passe 
par le sommet A. On construit le symétrique D du pont C par rapport à A, La 
droite BD coupe A en M. Trouver les lieux géométriques des points D et M. 


© 120. Soient deux droites D, et Dg issues de O et un point fixe P. Une droite 
variable A issue de P coupe D, en A et D: en B. Les symétriques de la droite A par 
rapport aux droites D; et D: se coupent en M. Trouver le lieu géométrique du point 


© 121. Dans un triangle ABC les sommets B et C appartiennent à une droite fixe. 
L'orthocentre H est fixe ainsi qu’un point P du cercle ABC. 

1° Trouver ic iieu géométrique du centre O du cercie ABC. 

2° Construire le triangle ABC connalssant le milieu N du côté AB. 


© 122. Étant donné un triangle ABC tel que AB > AC et (AB, AC) = 60°, cons- 
truire un point M du segment AB et un point N du segment AC tels que BM = CN 


et MN = } BC. Discuter. 
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@ 123. Construire un carré ABCD sachant que A et C appartiennent à une même 
droite donnée D, et que les sommets B et D appartiennent respectivement à deux 
autres droites données D: et Da. 


6 124. Construire un triangle ABC connalssant le centre I d’un cercle inscrit ou 
RATE les supports Ix, Iy et Iz des droites AI, BI et CI et un point P de la droite 


6 125. Dans un triangle ABC on connaît les sommets B et C, la différence « des 
angles B et C et le pied H de la hauteur issue de A. Construire le triangle ABC. 
iscuter. 


@ 126. Étant donnés deux points A et B et un droite D, construire un point M de 
la droite D de telle sorte que cette droite soit bissectrice de l’angle (MA, MB). 
Que peut-on dire de la somme MA + MB lorsque A et B sont d’un même côté de 
D et de la différence MA — MB lorsque A et B sont de part et d’autre de D? 


© 127.Démontrer que le produit des symétries par rapport à trois points A, B, 
C est la symétrie par rapport au point D sommet du parallélogramme ABCD. 


@ 128. Montrer que le produit des symétries par rapport à trois droites A4, A;, 
As issues d’un point O est la symétrie par rapport à la droite A4 issue de O et anti- 
parallèle à Ag par rapport à Ar et A3. 


© 129. Démontrer que le produit des deux rotations (O1, + 5) et (Oa, + 5) est la 


symétrie par rapport au point O, centre de la rotation d’angle + 3 qui trans- 
forme O2 en Or. 
© 130. Toute rotation (O, a) est décomposable en un produit de deux rotations de 
centres B et C donnés pourvu que (OB ,OC) = z Déterminer les angles ß et y de ces 
deux rotations. 
@ 131. On considère les rotations [A, 2 (AC, AB)], [B, 2 (BA ,BC)] et [C, 2 (CB , CA)] 
qui transforment respectivement M en My, M en Mg et Mg en Ma. 

1° Montrer que leur produit est la transformation identique et que M, M; et Mọ 
sont les symétriques d’un point P par rapport aux côtés du triangle ABC. 


2° Trouver les lieux de M, M, et M2 lorsqu’ils sont alignés sur une droite A et 
l'enveloppe de A. 


@ 132. Soit ABCD un quadrilatère circonscrit à un cercle de centre O. 
1° Démontrer que (OA, OB) + (OC, OD) = 0. 


20 Établir que le produit des quatre rotations [A, (AD, AË)], [B, À, BC], 
[C, (CB, CD)] et [D, (DC, DA)] est la transformation identique. 


6 133. Montrer que le produit des trois rotations [A, (AC, AB)], [B, (BÀ, BĈ)] ct 
[C, (CB, CA)] est une symétrie point. Déterminer son centre. 

6 134. On donne un triangle équilatéral de sens direct A’BC et un point A quel- 
conque. On construit les deux triangles équilatéraux de sens direct ACB’ et BAC”. 
Montrer que le produit des rotations (A, — 3) et (B, + 3) transforme AB en C'À' 
et que le quadrilatère AB’A’C’ est un parallélogramme. 

2 
© 135. On désigne par I, J, K les centres des rotations de même angle — = qui 
transforment respectivement B en C, C en A, et A en B. 

1° Étudier le produit des trois rotations et montrer que IJK est un triangle 
équilatéral de sens direct. TR c sin (B + 30° 

2° La droite AI coupe BC en A’. Établir que a = — nes et en 
déduire que les trois droites AI, BJ et CK sont concourantes. 


3° Établir que les deux sommes égales JA + KB + IC et JC + KA + IB sont 
nulles et que les deux triangles ABC et IJK ont même centre de gravité, 
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© 136. Dans un triangle ABC dont les angles sont aigus,on prend les points D, E, F 
respectivement sur les segments BC, CA et AB. d 

1° Montrer que, pour un point D donné, le pérlmètre du trlangle DEF est mini- 
min lorsque la droite EF passe par les symétriques M et N de D par rapport à AB 
et à AC. 

2° Étudier la correspondance entre M et N lorsque D décrit le segment BC et 
montrer que le périmètre DEF est minimum lorsque D, E et F sont les pieds des 
hauteurs du triangle ABC. 


© 137. On considère un rectangle ABCD et un point variable M. Les symétries 
d’axes AB, BC et CD transforment respectivement M en M1, Mı en M2 et Mg en M. 
1° Nature de la correspondance cntre M et Ms? 
2° Lieu du milieu de MM; et mesure de la projection de MMg sur la droite AD, 


© 138. On donne deux cercles égaux de centres O et O’, un point fixe A et un point 
variable M du cercle O, un point fixe A’ et un point variable M’ du cercle O’ tels 
que : (OA, AM) = — (O’A', A'M’). 

1° Montrer que le lieu du milieu P de MM’ est porté par une droite A qui passe 
par les milieux I et J de OO’ et AA’. Limiter ce lieu. 


2° Les droltes AM et A'M’ coupent A en N et N°. Montrer que le vecteur NN est 
constant et égal à la projection de OO” (ou de AA’) sur A. 


© 139. On considère un trlangle équilatéral ABC et les cercles de centres À, B, C 
ayant pour rayon le côté du triangle. 
1° On prend sur le premier cercle (A) un point «. Construire un triangle équila- 

téral aßy de même sens que ABC dont les sommets B et y soient respectivement sur 
les cercles (B) et (C) (2 solutions aßy et æ B’y’). 

` 20° Lorsque « varie sur le cercle (A), montrer que l’un de ces trlangles «By a des 
côtés constants en grandeur et direction. Lieu du centre I de ce triangle, 

3° Le second triangle « @’y" a son centre fixe. Lieu du milieu M de 8’+’. 


© 140. Solent deux axes A et A’ issus de O et une droite 8 parallèle à l’une des 
bissectrices de l’angle (A, A’). Montrer que les points variables M de A et M’ de A’ 
décrivent des divisions égales si l’une des conditions suivantes est réalisée : | 

1° La somme OM + OM’ ou la différence OM — OM’ est constante, 

20 Le centre du cercle OMM’ décrit la droite 8. . 

3° Le milleu de MM’ ou l'orthocentre du trlangle OMM’ décrit 8. 

4° Met M’ sont les projectlons sur A et A’ d’un point P de 6. 


5° La projection de MM’ sur 8 est un vecteur constant. 


© 141. On donne un triangle lsocèle OAB tel que OA = OB. Par un point variable 
P de la droite AB on mène les parallèles à OB ct OA qui coupent OA en Met OB en N. 
1° Montrer que M et N décrivent des divisions égales sur OA et OB. En déduire 
l'enveloppe w de la médiatrice de MN, les lieux du centre I du cercle OMN, du 
milleu B de MN et de l’orthocentre H du triangle OMN. 
2° Trouver l'enveloppe de la perpendiculaire menée de P à MN et le lieu du symé- 
trique Q de P par rapport à MN. Comparer les triangles QMN et ONM ainsi que les 


angles (QÀ , QM) et (QB, QN). 
£ Le cercle tangent en M à aM et en N Và «N recoupe OA en M’, Trouver le 


lieu du point J et démontrer que le vecteur MM’ est constant ainsi que le rapport 
M. 
Jo 
© 142. Etant donné un quadrilatère ABCD, on construit les points M, N, P et Q 
centres des rotations d’angle + 5 qui transforment respectivement B en A, C en 


B, D en C et A en D. Soient d’autre part I, J, K, L les milieux respectifs de AC, 
BD, MP et QN. 

1° Montrer que les triangles IMN, IPQ, JNP et JOM sont rectangles isocèles, 
puis que les segments MP et NQ sont égaux et perpendiculaires. 

2° Démontrer que IKJL est un carré et que les quadrangles ABCD et MNPQ ont 
même centre de gravité. 
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@ 143. Soit un triangle ABC. On construit les points M, N, P, sommets des triangles 
rectangles isocèles de même sens’ MBC, NCA et PAB. On désigne par I, J, K les 
milieux de BC, CA, AB et par R et S les milieux de AM et de NP. 

1° Montrer que les triangles INP, JPM et KMN sont rectangles isocèles. En 
déduire que les segments AM, BN et CP sont respectivement égaux et perpendi- 
culaires à NP, PM et MN, puis qu’ils sont concourants. 

2° Démontrer que JRKS est un carré ayant pour centre le milieu de AI, 

3° On achève le parallélogramme NAPQ. Montrer que BMCQ est un carré, 
puis que les deux triangles ABC et MNP ont même centre de gravité. 


@ 144. Soient Ox et Oy deux droites perpendiculaires et A une droite fixe qui les 
rencontre. 

1° I étant un point fixe de A, construire la droite D passant par I, coupant Or 
cu Met Oy en N de façon que I soit le milieu de MN. 

2° Lorsque I décrit la droite A, montrer que le cercle OMN passe par un second 
point fixe F autre que O et trouver le lleu géométrique de la projection du point 1° 
sur la droite D. Montrer que ce lieu passe par un point fixe lorsque O et A restant 
fixes, les droites rectangulaires Ox et Oy tournent autour de O. (Lille.) 


@ 145. Un billard rectangulaire ABCD a pour dimensions AB = DC = a; 
AD = BC = b > a. Une bille part de A et frappe successivement les bandes BC, 
CD et DA en des points M, N, p Elle s'arrête après avoir bouclé un quadrilatère 
MNPQ (Q sur AM). L’angle de réflexion est égal, chaque fois, à l'angle d’incldence. 

1° Entre quelles limites doit être compris BM = x pour que les bandes solent 
frappées dans l’ordre donné? Quelle est alors la forme du quadrilatère MNPQ? 

2° Prouver que les droites supportant les côtés ou la diagonale MP du quadri- 
latère MNPQ passent chacune par un point fixe. 

3° Calculer en fonction de x l’alre du quadrilatère MNPQ. Deux des circonstances 
suivantes peuvent-elles se produire simultanément : MNPQ rectangle, MNPQ lo- 
sange, MNPQ d'aire maxima. (Liban.) 


@ 146. 1° On donne un triangle ABC. Déterminer langle « d’une rotation de centre 
A et l’angle 8 d’une rotation de centre B, de telle façon que C soit invariant dans le 
produit de ces deux rotations effectuées dans l’ordre Indiqué. 

Montrer que le produit des trois rotations suivantes : (A) de centre A, d’angle 
2(AC,AB); (B) de centre B, d’angle 2 (BA, BC); (C) de centre C, d'angle 2 (CB, CA) 
est la transformation identique. 

20 a) Soient deux cercles égaux o et w’ sécants en deux points R et S; si un cercle 
variable de centre R les coupe en quatre points P, Q et P’, Q’ respectivement, on peut 
répartir ces points en deux couples P, Q et P’, Q’ tels que (RP, RP’) = (RQ, RQ’) = 
une constante indépendante du cercle de centre R. 

b) La droite PP’ (ou QQ’) passe par un point fixe. 

3° Soit M un point quelconque, M''son transformé par la rotation (A) définie au 
1°; M” le transformé de M’ par la rotation (B); on sait que la rotation (C) trans- 
forme M” en M. 

a) Calculer l'angle (M'M , M’M”’) en fonction de (M'A, M'B). 

b) Lieu de M’ pour que M, M’ et M” solent alignés. 

€) Caractériser ce lieu par rapport au cercle circonscrit au trlangle ABC. Lieux 
correspondants de M et M”. 

d) En utilisant le 2°, démontrer que la droite MM’M’’ passe par un point fixe 
quand M’ décrit son lieu. 

e) Caractériser ce point fixe par rapport au triangle ABC. (Aix-Marseille. ) 


| SEPTIÈME LEÇON | 


DÉPLACEMENTS DANS L’ESPACE 


e 169. Figures égales dans l’espace. — Deux figures égales de l’espace 
sont deux figures superposables. Dans deux hour égales F et F’, deux seg- 
ments, deux angles, deux triangles homologues sont égaux. Deux dièdres 
orientés, deux trièdres orientés homologues sont égaux, et par suite de même 
sens. 


e 170. Définition. — On appelle déplacement dans l’espace 
toute transformation ponctuelle qui, à une figure quel- 
conque F, fait correspondre une figure F' égale à la pre- 
mière. 
Un Toran doie l'espace peut être défini, indépendamment de toute 
notion de mouvement de la façon suivante : 
Considérons 


(fig. 156) trois 
points fixes non 
alignés À, B, C et 
un triangle A'B'C' 
égal au triangle 
ABC (où A’, B’,C' 
sont respective- 
ment les homo- 
logues de A, B 
et C). A un point 


aueleonani M 

aisons correspon- 

Fig. 156. dre le point M' 
tel que : 

1° Les dièdres orientés (C, AB, M) et (C’, ÀB B', M’) soient égaux. 

20 Les triangles ABM et A'B'M' soient égaux. 

La superposition des triangles égaux ABC et A'B'C' entraîne celle des 
dièdres (C, AB, M) et E AB, M'), puis celle des points M et M’. Si M 
décrit une figure F de l'espace, son homologue M’ décrit une figure F” qui 
coïncide avec F dans la superposition précédente. La correspondance envi- 
sagée définit donc un déplacement dans lequel A, B, C ont pour homo- 
logues A’, B', C’. 
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e 171. Corollaires. — 1° Un déplacement dans l’espace est 
déterminé lorsqu’on connaît trois points non alignés A, B, © 
et leurs transformés À, B', C' formant un triangle A'B'C' 
égal au triangle ABC. 

La construction précédente permet de construire l'homologue M’ de tout 
point M de l'espace dans ce déplacement. 

2° Si A’, B’, et C’ coïncident respectivement avec À, B et C, tout point M 
coïncide avec son homologue M'. Donc : 

Un déplacement dans l’espace ne peut posséder plus de deux 
points doubles non alignés sans se réduire à la transforma- 
tion identique. 

3° Si F; est la transformée de la figure F par le déplacement (D:) et Fz 
la transformée de la figure F; par le déplacement (D), les figures F et F: 
égales à F; sont égales entre elles. Donc : . 

Le produit de deux (ou plusieurs) déplacements est un 
déplacement. 


TRANSLATION DANS L'ESPACE 


o 172. Définition. — La translation est une transformation dans 
laquelle le vecteur joignant un point à son transformé est 


égal à un vecteur donné T appelé vecteur-translation. 


s 
Soit T un vecteur fixe et non nul. Construisons le point M’ tel que 


MM = T (fig. 157). M' est le transformé de M par la translation T et si M 
décrit une figure F, le point M décrit une figure F' transformée de la figure 


F dans la translation T. Notons que : 


19 Il n'existe pas 
de point double dans 
une translation. 


2° Toute droite et 
tout plan parallèles au 
vecteur-translation T 
sont globalement inva- 
riants dans la trans- 
lstion. Pour toute à 

figure F située dans 


un plan P parallèle au 
support de T la trans- 
formation se réduit à Fig. 157. 
une translation plane 
(n° 135), donc à un déplacement plan. 
39 Si M' est le transformé de M dans la translation T, le point M est le 


transformé de M’ dans la translation — T. La translation n'est pas une trans- 
formation réciproque. 
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e 173. Théorème. — La translation dans l’espace est un dépla- 
cement qui transforme un vecteur donné en un vecteur égal. 


19 Soient A, B, C trois points fixes non alignés tels que AB soit parallèle 


au support du vecteur T et M un point quelconque de l'espace (fig. 157). 
Désignons par À’, B', C' et M’ leurs homologues respectifs dans la trans- 


lation T. La droite AB, les demi-plans CAB et MAB d'arête AB sont paral- 


De au vecteur T, donc globalement invariants dans la translation T (n° 172, 
o 

Les dièdres orientés (C, AB, M) et (C, AB, M’) sont donc égaux. De plus, 
le triangle A'B'C’ homologue du triangle ABC dans une translation plane lui 
est égal. De même le triangle A'B'M' est égal au triangle ABM. Il en résulte 
alors (n° 170) que M’ est l'homologue de M dans le déplacement défini par 
les triangles égaux ABC et ABC’. Ps. 

2° Le: transformé du vecteur AM est donc le vecteur A'M’. Or par défini- 
tion : AA’ = MM’ = T. Donc (n° 2) : AM = A'M’. 


o 174, Réciproque. — Toute transformation ponctuelle dans 
laquelle le vecteur qui joint deux points est égal au vecteur qui 
Joint leurs transformés est une translation. 


Soient deux points l’un fixe À, l'autre variable M de l'espace. Leurs trans- 
formés A' et M' sont, par hypothèse, tels que A'M’ = AM. 

Donc, quel que soit M, on a (n° 2) : MM’ = AA’. Le point M' est l'homo- 
logue de M dans la translation de vecteur AA’. 


e 175. Applications. — 1° La translation transformant un vecteur en un 
vecteur égal, transforme une droite en une droite parallèle (ou confondue avec 
la première), une demi-droite en une demi-droite parallèle et de même sens, 
un angle en un angle à côtés lèles et de même sens, donc en un angle 
égal situé dans un plan parallèle à celui du premier (ou confondu avec lui), 
un plan en un plan parallèle au premier (ou confondu avec lui), un dièdre 
orienté en un dièdre égal à faces parallèles, un trièdre orienté en un trièdre 
égal à arêtes parallèles et de même sens, un cercle en un cercle égal situé dans 
un plan parallèle à celui du premier (ou confondu avec lui). 


20 Inversement, un pa P’ paral- 
lèle à un plan P est le transformé 
de ce dernier, dans toute transla- 


tion de vecteur AA’ où A désigne 
un point'quelconque de P et A’ un 
point quelconque de P'. Si deux 
cercles égaux de centres O et O’ 
sont situés dans deux plans parallè- 
les (fig. 158) le second est le trans- 
formé du premier dans la translation 


de vecteur OO’ et deux rayons 
Fig. 158. homologues OMetO'M' sont égaux. 
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e 176. Théorème. — Le produit de plusieurs translations de 
vecteurs respectifs Ti, Ta T, est la translation de vecteur 
T= T, + jo EE 

La démonstration est identique à celle du _{n° 140) et, réciproquement, on 
peut décomposer la translation de vecteur T en un produit de translations 
définies par des vecteurs Ty; Taa T, dont la somme est égale au vecteur T; 


ROTATION DANS L’ESPACE 


e 177. Définition. — Soit un axe À et un angle orienté 6 défini à 2kr près, 
que nous pourrons donc supposer compris entre — rt et x (fig. 159). 

La rotation d’axe À et d'angle 6 est la transformation ponc- 
tuelle qui, à tout point M de l’espace fait correspondre le point 
M' tel que M et M' aient même projection orthogonale O sur ô, 
en soient équidistants et que le dièdre orienté (M,A,M) ait 
pour valeur ©. 

En abrégé : Rotation (À, 6). | : 

L'axe A est l'axe de rotation et l'angle 9 est l'angle de rotation. 


Fig. 159. Fig. 160. 


e 178. Propriétés. — 1° L'orientation de ‘À entraîne celle du plan P conte- 
nant MOM’ (n° 71). Dans ce plan M’ est le transformé de M dans la rotation 
(O, 6) car : Ad 
(OM,OM') =0 et OM = OM. 
Réciproquement toute rotation (O, 9) dans un plan orienté P définit une 
rotation (à, 6) dans l espace autour de la perpendiculaire À en O au plan P. 


2° Tout point de l'axe A est un point double de la rotation. Tout plan P perpen- 
iculaire à l'axe est globalement invariant. Il en est de même de tout cercle 
d'axe À et par suite de toute surface de révolution d'axe A. 
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39 La droite À est l'axe du cercle de centre O passant par M et M’. Il en 
résulte que : 
Tout point-A de l'axe de rotation A est équidistant des deux points homologues M 
et M’ et l'axe À est situé dans le plan médiateur du segment MM. 
,4 Le point M est l'homologue de M’ dans la rotation (À,—). La rotation 
n'est donc pas réciproque sauf si 0 = + x. - 
5 Dans le cas: 98 = = z, l'axe A est médiatrice de MM’. Les points 
M et M' sont symétriques par rapport à A (fig. 160) : 
La transformation est la symétrie-droite d’axe À : Symétrie (A). 
Cette transformation réciproque et indépendante de l'orientation de A, 
est également désignée sous le nom de transposition ou demi-tour d'axe À. 


e 179. Théorème. — La rotation dans l’espace est un déplace- 
ment possédant une infinité de points doubles alignés. 


Considérons trois points fixes distincts (fig. 161), les deux premiers À et B 
situés sur l'axe de rotation À, le troisième C non situé sur À et un point quel- 
conque M de l'espace. Soient A, B, C', M’ les transformés respectifs de À, B, 
C, M dans la rotation (å, 6). 


Fig. 161. Fig. 162. 


Les triangles ABC et ABC' ont AB en commun, AC = AC et BC = BC 
(n° 178, 20), Ils sont donc égaux. Il en est de même des triangles ABM et ABM’. 
Enfin des égalités : 


(C.A,C) (M. À, M) = 8, on déduit : (C,À, M) = (C’, Á, M): 
D'où : (C,AB,M) = (C', AB, M). 
Il en résulte (n° 170) que M’ est le transformé de M dans le déplacement 


défini par les triangles égaux ABC et ABC’. Dans ce déplacement tous les 
points de la droite AB sont invariants. 


o 180. Réciproque I. — Tout déplacement dans l’espace qui pos- 
sède deux points doubles distincts À et B est une rotation 
d’axe AB. 
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Envisageons le déplacement défini par les triangles égaux ABC et ABC’ 


(fig. 161) et soit (C, AB, C’) = 6. La rotation d'axe AB et d' angle 9 transforme C 
en ce laisse invariants les points A et B. Elle équivaut donc au déplacement 
considéré. 


e 181, Réciproque II. — Tout déplacement dans l’espace qui 
possède un point double À est une rotation autour d’un axe 
issu de À, 
ec (fig. 162) un déplacement (D) qui laisse À invariant, transforme B 
n B’ et transforme B’ en B”. On a : AB = AB’ = AB”. Le point À appartient 
à à l'axe A du cercle circonscrit au triangle BB'B”. De plus BB' = B'B” et ces 
cordes égales sont vues du centre I du cercle BB'B' sous le même angle. La 


rotation d’axe À, d’ angle (B, À, B’) = 8 transforme A, B, B’ en A, B',B”’. Elle 
cuve donc au déplacement envisagé défini par les triangles égaux ABB’ 
et LA va 


e 182. Applications, — l° La rotation dans l'espace transforme toute figure F 
en une figure égale F’. En particulier : toute ee D coupant l'axe de rotation A 
en À est transformée en une droite D' issue de A et faisant avec A le même le 
que D. Toute droite quelconque D (fig. 163) a pour transformée une droite 
faisant avec A le même angle « que D et telle que les perpendiculaires communes 
à A et D d'une part, à A et D' d'autre part soient égales et aient même pied O 
sur A. Tout vecteur AB a pour transformé un vecteur de même module AP 
et les plans médiateurs de AA’ et BB’ contiennent A. Tout plan P coupant A 
en À : pour transformé un plan P’ passant par A et faisant avec A le même angle 
que F, etc... 


Fig. 163. Fig. 164. 


—— ——> 

2° Inversement, deux vecteurs OM et OM’ de même origine et de même 
module, se correspondent ps rotation autour de tout axe A issu de O et situé 
dans le bissecteur de l'angle des deux vecteurs. 


Deux vecteurs donnés AB et A'B’ de même module se correspondent dans une 
rotation dont l'axe A est l'intersection des plans médiateurs de AA’ et BB’ 

En effet (fig. 164), O désignant un point quelconque de A, le déplacement 
défini par les triangles égaux OAB et OA'B’ possède un double O. C'est une 
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rotation dont l'axe appartient à chacun des deux plans médiateurs envisagés. 
Toute rotation (à, 8) est donc définie par la donnée d'un vecteur AB (non situé 


dans un pai issu de A) et de son transformé AB. , 
Les plans des deux faces d'un dièdre se correspondent par rotation autour 
de tout axe À coupant l’arête de ce dièdre et situé dans l’un de ses bissecteurs. 


è 183. Symétrie-droite dans l’espace. — La symétrie-droite A étant une 
rotation d'angle x autour de À conserve globalement toute droite perpendicu- 
laire à å et tout plan issu de A. (Chaque déni droite ou demi-plan, limité à A, 
s'échangeant avec son opposé). 

Dans tout plan P perpendiculaire en O à A, la transformation se réduit à 
la symétrie-point de centre O et dans tout plan Q issu de À à la symétrie plane 
par rapport à À. 


Deux axes donnés D et D' (fig. 165) sont symétriques par rapport à la média- 
trice À de leur perpendiculaire commune HH’, faisant des angles égaux avec D 


et D’. 
Deux plans sécants donnés P et P’ se correspondent dans la symétrie par 
rapport à toute droite À bissectrice de l’un des rectilignes de l'angle dièdre 


(P, P^. 


Fig. 165. Fig. 166. 


e 184. Produit de deux symétries-droites dans l’espace. — La symétrie- 
droite étant un déplacement, il en résulte (n° 171) que le produit des deux 
symétries-droites d'axes A, et À est un déplacement. 


o 185. Cas où les axes A. et À, sont parallèles. — métrie À, trans- 
forme le point M en Mi et la symétrie A, transforme Me en ay (fig. 166). Les 


points H, et H étant les milieux respectifs de MM et MM, on a donc (n° 14): 
MM, = 2 HE. 


Le vecteur H.H, perpendiculaire à A, et À, est indépendant de M : 


Le produit des symétries par rapport à deux axes parallèles 
A, et À, est la translation perpendiculaire à ces deux axes 
double de celle qui transforme le premier axe en le second. 
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Le produit n'est pas commutatif car le produit S(A:) X S(A:;) équivaut à la 
translation 2 H.H,. Réciproquement : 


Toute translation de vecteur T est équivalente au produit de deux symétries 
d'axes perpendiculaires au vecteur T, le second se déduisant du premier dans la 


T 
translation de vecteur 2° 


Di} 


Soit un vecteur HH, = 5+ Menons une perpendiculaire A, quelconque 
en H; à la droite H,H et par H; menons la parallèle A; à A;. Le produit des 


symétries d'axes À, et As est la translation T. 


e 186. Cas où les axes ^, et A, sont concourants. — Soit A la perpendi- 
culaire commune, en leur point commun O, aux deux axes A; et A, (fig. 167). 
Le produit des deux symétries A, et A: est un déplacement dans lequel tout 
point A de A est invariant. C’est donc une rotation d’axe A (n° 181). 

Dans le plan P perpendiculaire en O à A et orienté par À, les symétries A; 
et A; transforment respectivement OM en OM, et OM: en OM. La rotation A 
a donc pour angle (OM,OM) soit 2 (A,, A2) (n° 158). 


Fig. 167. Fig. 168. 


Le produit de deux symétries-droites d’axes concourants À, 
et À, est la rotation autour de la perpendiculaire commune ^ 
à À, et À,, double de la rotation d’axe À qui transforme À, en A. 


Le produit S(A;) X S(A:) n’est pas, en général commutatif car le produit 
S(A;) X S(A:) est la rotation d'axe À d'angle — 2 (A, A). Réciproquement : 

Toute rotation (À, 6) est équivalente au produit de deux symétries d'axes A, 
et À, perpendiculaires en un point O à A et tels que (A1, A) = 7 

Construisons une droite À; perpendiculaire en O à A, puis la droite À, qui s'en 
déduit dans la rotation (Š, 3). Le produit S(A,) X S(A) est la rotation (À, 6). 
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o 187. Cas où les deux axes ^, et ^, sont perpendiculaires. — Si A, 
et A, sont perpendiculaires en O (fig. 168), la rotation produit est la symétrie- 
droite d’axe À : 


Le produit des symétries par rapport à deux droites perpen- 
diculaires est la symétrie par rapport à leur perpendiculaire 
commune. 


Le produit S(A,) X S(4:) est commutatif, Réciproquement : 


Toule symétrie-droile À est équivalente au produil des syméiries par rapport à 
deux droiles reclangulaires, perpendiculaires à A en un même poinl. 


o 188. Cas où les deux axes ^, et ô, ne sont pas coplanaires. — Dési- 
ons par À la perpendiculaire commune O;O: à A; et A; (fig. 169) et par A’, 
a parallèle à A, issue de O,. Les produits des symétries A, et A: est équivalent 
au produit des quatre symétries À,, A',, A's, A. 
Or le produit S(4,) X S(A'2) est la rotation d’axe À et d'angle =- 2 (A, , A") 
et le produit S(A',;) X S(A:2) est la translation de vecteur T = 2 O,0:. 


Le produit de deux symétries-droites d’axes non coplanaires 


est donc équivalent au produit d’une rotation (À, 6) autour de 
la perpendiculaire commune aux deux axes par une transla- 


tion de vecteur T parallèle A. 
Le produit de la rotation (X, 0) par la translation T = 20,0, est d’ailleurs 


commutatif comme on le voit en introduisant, au lieu de A’, la droite A 
parallèle à A, et issue de O. 


Fig. 169. Fig. 170. 


e 189. Déplacement hélicoïdal. — On appelle déplacement hélicoïdal d'axe A, 
le produit commutatif d’une rotation (À, 6) par une translation de vecteur T 
parallèle à À, Déplacement (4, 9, TX 

On voit, d'après la démonstration précédente (fig. 169) que : 


Le produit de deux symétries-droites d'axes À, et À, non coplanaires est le déplacement 
hélicoïdal ayant pour axe la perpendiculaire commune À à À; et À; double du déplacement 
de même axe qui transforme A: en åa. 
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o 190. Théorème. — Deux figures égales F et F’ de l’espace se correspondent 
dans un déplacement hélicoïdal qui se réduit éventuellement à une rotation ou 
à une translation. 

Désignons par D le déplacement : qui transforme la figure F en F’ et le point A en A 


(fig. 170). La translation de vecteur AÂ' transforme A en A’ et la figure F en une figure F, 
égale à F” et Fo avec elle le point double A’. La figure F’ se déduit donc de Fie dans 


une rotation (5,6) 8) dont l'axe pos par À’ (n° 181). Le produit de la translation AA! par 
cette rotation transforme F en l'est donc équivalent au peter D. 
Soient À, la perpendiculaire commune n A’ à AA’ et à. Désignons par À; la droite 


qui se déduit de A, dans la translation — j AA et À; la droite qui se déduit de A, dans la 


rotation (ë 3) On voit que le déplacement D est équivalent au produit des quatre symé- 


tries d'axes A4, A2, A, et À, (n°5 185 et 186), c'est-à-dire au LA des deux symétries 
d'axes A, et A4. Il en résulte que le déplacement D est en général un déplacement hélicoïdal 


ce 189). IE se réduit à une rotation si 8 est perpendiculaire à AA’ ou a a translation AÂ' 
sið = 


SUJETS D'EXAMEN 


— Produits de deux symétries par rapport à deux droites de l'espace. 
(Nancy, MT.) 


— Symétrie autour d’une droite. Produit de deux symétries (plan et espace). 
(Maroc, MT.) 


EXERCICES 


© 147. Soient deux plans sécants P et Q, un point variable M du plan P, un point 
variable M’ du plan Q. Trouver le lieu g ométrique des points M et M’ sachant que 


le vecteur MM’ est égal à un vecteur donné LA 

@ 148. On donne trois plans P, Q, R ayant un point commun O. Construire un 
triangle dont les sommets A, B, C appartiennent respectivement aux plans P, Q 
et R sachant _que les vecteurs AB et AC sont respectivement égaux à deux vec- 
teurs donnés V et Ve. 

@ 149. 1° Soient deux sphères S et S’, un point variable M de la première, un polnt 
variable M’ de la se seconde. Trouver le lieu géométrique des points M et M’ sachant 


que le vecteur MN est égal à un vecteur donné y. 
2° On donne trois sphères S, S’, S”. Construire un triangle dont les sommets A, B, B,C 


appartiennent respectivement aux sphères S, S’ et S” sachant que | les vecteurs AB 
et AC sont respectivement égaux à deux vecteurs donnés Vi et Va. 


@ 150. 1° Étant donnés deux cercles concentriques de rayons R et R’ construire 
une droite parallèle à une direction donnée sur laquelle les cercles donnés déter- 
minent deux cordes dont la somme ait une longueur donnée 21. 

2° Étant donné deux sphères O et O’ de rayons respectifs R et R’ déterminer un 
plan parallèle à la droite des centres tel que les rayons des cercles de section dans les 
deux sphères données aient une somme de longueur donnée 21{, 


116 GÉOMÉTRIE 


© 151. 1° Construire dans un plan une droite de direction donnée ê sur laquelle 
deux cercles donnés déeoupent des cordes égales. 

2° Construire un plan de direction donnée sur laquelle deux sphères données 
découpent des cercles de même rayon. : 


@ 152. 1° Lleu géométrique des axes des rotations qul transforment un point 
donné A en un point donné A’. 
__2° Construire l'axe et l’angle de la rotation qui transforme un vecteur donné 


AB en un vecteur donné, de même module AB non coplanaire avec AB. 


@ 153. On considère la rotation (A, a) qui transforme la droite D en D’. Solt OA 
la perpendiculaire commune à A et D, OA’ la perpendiculaire commune à A et D’ 
et enfin À’ l'intersection des plans perpendiculalres en A et A’ à OA et OA’. 

1° Monirer que D et D’ coupent 4’ en des points I et J symétriques par rapport 
au pied K de A’ sur le plan AOA’. 

2° Pour que D et D’ soient concourantes il faut et Il suffit que D coupe A ou lui 
soit orthogonale. 

3° Pour que D et D’ soient parallèles il faut et il suffit que D soit parallèle à A. 


@ 154. Soient D et D’ deux droltes homologues dans la rotatlon (A, 0). On désigne 
par OA et OA’ les perpendiculaires communes à A et D d’une part, A et D’ d'autre 
part. 

1° Montrer que la bissectrice intérieure de l’angle AOA’ est l'axe d’une symétrle 
transformant D en D’. 

20 Déterminer un second axe de symétrie transformant D en D’. 


© 155. Soient A et A’ les axes des symétries-droites transformant laxe D en 
> > > -> -» 
Taxe D’ et en l'axe — D’ opposé à D’, 8 Paxe d’une rotation (8, 0) transformant D 


en Ď, IA et IA’ les perpendiculaires communes au couple 8&,D et au couple 8,D’, 
1° Décomposer la rotation (8, 6) en un produit de deux symétries et montrer 
que 8 est perpendiculaire en I à À’. Construire 8 connalssant I. 


2° Soit M un point de 8. On effectue le produit de la rotation (E e) par la symétrie 
* Le + LE al ` 
d’axe MA’. Montrer que par M passe l’axe 8’ d’une rotation transformant D en —D’. 


@ 166. Dans une rotation d’axe donné A et d’angle variable « on désigne par P’ 
le transformé d’un pian P donné. 


1° Trouver le lieu géométrique de la projectlon de la droite A sur le plan P” et 
l'enveloppe du plan P’, 

2° Construire les plans P’ dont la trace sur un plan pcrpendicuiaire à l'axe A 
passe par un point fixe ou est parallèle à une direction donnée. 


@ 157. 1° On considère un déplacement dans lequel un pian donné P est giobale- 
ment invariant. Montrer que ce déplacement est soit une translation parallèle à P, 
soit une rotation autour d'un axe perpendiculaire au pian P. 


2° On considère le produit d’une translation donnée de vecteur T par une rotation 
donnée (A, a) dont l'axe A est orthogonal au support du vecteur T. Montrer que la 
transformation ainsi définie est une rotation d'angle a autour d’un axe parallèle 


3° On considère le produit de deux rotations données d’axes paralièles A et A’. 
Montrer que la transformation ainsi définie est une rotation ou une translation. 


© 158. 1° Montrer que ic produit de deux rotations d’axes concourants est une 
rotation. 

2° Le produit de deux rotations dont les axes ne sont pas coplanaires est un 
déplacement hélicoïdal. 


© 159. 1° Montrer que tout déplacement qui transforme une figure F d’un plan P 
en une figure F’ directement égale de ce plan est une rotation d’axe A perpendi- 
culaire à P ou une translation de vecteur paralièle à P. 

2° Étudier un déplacement qui transforme une figure F du plan P en une figure 
inversement égale de ce plan. 
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@ 160. Ou considère un déplacement dans lequel deux points donnés A et A’ ont 
pour transformées respectifs les points A’ et A 

1° Montrer que le milieu O de AA’ est invariant et gm la transformation est une 
symétrie autour d’un axe perpendiculaire en | O à À 


2° Si un déplacement transforme un axe wz en l'axe opposé Tr c’est une symé- 
trie autour d’un axe perpendiculaire au premier. 


© 161. Démontrer que le produit des symétries par rapport aux trois arêtes d’un 
trièdre trirectangle est la transformation identique. 


@ 162. 1° Dans une symétrie droite les seules droites globalement invariantes sont 
l'axe de symétrie et les droites qui le coupent à angle droit. 

2° Dans le produit de deux symétries droites d’axes quelconques, leur perpendi- 
culaire commune est la seule droite globalement invariante de la transformation. 

3° Montrer que si le produit de quatre symétries droites d’axes Dy,Do, Ds, D4 
est la transformation identique, ces quatre droites ont même perpendiculaire com- 
mune A. Quelle est la relation qui lie les angles (D1, D2) et (Ds, Da) mesurés autour 
d’un axe porté par A et quelle est la relation entre les pieds Oy, Os, Og et O4 
des quatre axes sur A? 

4° Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le produit de trois 
symétries-droites soit une symétrie-droite? 


@ 163. On considère le déplacement D produit de la rotation d’axe A d'angle 24 
par la translation définie par un vecteur V de support parallèle à A et de mesure 2a 


par rapport à cet axe. Soit M’ le transformé de M dans ce déplacement et P le milieu 
de MM’. Construire les points M et M’ connaissant le point P. 


© 164. 1° Montrer qu’un déplacement hélicoïdal produit d’une rotation (6, e) 
par une translation de vecteur Gy parallèle à D cst décomposable d’une infinité de 
manières en un produit de deux symétries-droites d’axes Ay et Ag. 

2° Effectuer le produit de deux déplacements hélicoïdaux d’axes Dy et Də en 
utilisant la symétrie-intermédiaire par rapport à la perpendiculaire commune A 
à D, et D,. Cas de deux rotations d’axes D, et Do parallèles ou concourants, 
e 165. 1° Montrer que tout déplacement d’axe D qui transforme un vecteur 
donné AB en un vecteur ur donné A'B’ de même module est le produit de la rotation 
(à, e) qui transforme AB en A'B’ par une rotation quelconque d’: d’axe A'B’. 


29 Soit à l’axe de la symétrie-droite qui transforme laxe “AB en l'axe B'A’. 
Montrer que l’axe du déplacement D est la perpendiculaire commune HK à 5 et 
à une droite d perpendiculaire à A'B’ en un point bien déterminé. 

3° Montrer que le point d’intersection K de D et d est situé sur un cylindre de 
revolution dont une génératrice est 8. Construire D connaissant sa direction perpen- 
diculaire à 8. 
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SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN POINT 


o 191. Définition. — Deux points M et M’ sont symétriques par rapport 
à un point’ si ce point est le milieu du segment 

Considérons un point fixe Ọ, centre de symétrie kg: 171). A tout point M 
de l'espace correspond un ı point M’ symétrique de M par rapport à O. On 


l'obtient en construisant OM' = — OM. 


La transformation ponctuelle ainsi définie est la symétrie 
par rapport au point O. En abrégé : Syméirie-point du centre O ou S(O). 


Si M décrit une figure F, M’ 
décrit une figure F’ symétrique 

e la figure F par rapport au 
point O. 

La symétrie-point est une trans- 
formation réciproque admettant 
Tor seul point double le centre O. 

oute droite et tout plan issus 

, tout cercle et toute sphère 
de centre O sont globalement 
Fig. 171. invariants. 


o 192. Théorème. — La symétrie-point transforme un vecteur 
en un vecteur opposé. 

En effet, dans le plan OAM | (fig. 171), la symétrie par rapport à O (n° 144) 
transforme le vecteur AM en A'M' = — AM. Réciproquement : 

Toute transformation ponctuelle dans laquelle le vecteur joignant deux points 
et le vecteur joignant les deux points homologues sont opposés est une symétrie- 
point. 


e 193. Théorème. — Le produit 
des symétries-points de centres 
O, et O; est la translation de 
vecteur 2 O:0:. 

Soient De si A ei rs de M par 
rapport à O, le symétrique de M, 
par rapport 10, Mal 172). Les points C O, 
et O; étant les milieux respectifs de le MM 
et MM, on a (n° 14) : MM: == 2 0,0. 
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Réciproquement : WE 
Toute translation de vecteur T est équivalente au produit des symétries par 


ns T 
rapport à deux points O, et O tels que OO: = > 
On peut donc choisir arbitrairement l’un de ces points. 


o 194. Corollaire. — Les figures symétriques d’une figure don- 
née par rapport à deux centres distincts O, etO, sont égales et 


se correspondent dans la translation de vecteur 2 O.,0.. 
Le point M, a pour transformés respectifs M et M: dans les symétries par 


rapport à O et O; (fig. 172) et on a : MM, = 20,0. Lorsque le point M 
décrit une figuré onnée F, la figure F; décrite par M; est la transformée de 


la figure F décrite par M dans la translation dè vecteur 2 0,0». Autrement dit : 


Toutes les figures, symétriques d'une figure donnée F, par rapport aux différents 
points de l'espace sont égales entre elles. 


o 195. Applications. — 1° La symétrie-point de centre O transformant 
un vecteur en un vecteur opposé (n° 192), transforme une droite ou un plan 
en une droite ou un plan parallèle, un angle en un angle égal à côtés respecti- 
vement parallèles et de sens contraires, un cercle ou une sphère en un cercle 
ou une sphère de même rayon, et toute figure plane en une figure plane égale. 
2 Réciproquement deux droites ou deux plans parallèles sont symétriques 
ar rapport au milieu O du segment joignant un point de l'un à un point de 
‘autre, Deux cercles égaux, situés dans des plans parallèles, ou deux sphères 
de même rayon sont symétriques par 
rapport au milieu du segment joignant 
leurs centres. 
3° Deux trièdres opposés par le sommet 
SABC et SA,B:C; sont symétriques par 
rapport à S (fig. 173). La symétrie-point 
de centre O transforme SABC en un 
trièdre S'A'B'C' égal au trièdre SA,B:C 
194). Les trièdres orientés SABC et 
A,B,C; étant de sens contraires (n° 101) 
il en est de même des trièdres onentés 


SABC et S'A'B'C'. Les dièdres orientés 


homologues (B,SA.C) et (B', S'A’, C') Fig. 173. 
sont donc opposés. 
Dans l’espace, la symétrie par rapport à un point n'est pas un déplacement. 


SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN PLAN 


e 196. Définition. — Deux points M et M’ sont symétriques par rapport 

à un plan, lorsque ce plan est le plan médiateur du segment MM’. 
Considérons un plan fixe P, appelé plan de symétrie (fig. 174). A tout point M 

de l'espace correspond un point M' symétrique de M par rapport au plan P. 
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On l'obtient en projetant orthogonalement M en H sur le plan P et en cons- 
truisant HM’ = — HM. 


La transformation ponctuelle ainsi définie est la symétrie 
par rapport au plan P. En abrégé : Symétrie-plan P ou 


Si le point M décrit une figure F, le point M’ décrit une figure F’, symétrique 
e la figure F par rapport au plan P. 


M T 
E 
LO feie 
M’ 
Fig. 174. Fig. 175. 


La symétrie par rapport au plan P est une transformation réciproque dans laquelle 
tout point du plan P est invariant. 


Toute droite, tout plan perpendiculaire au bn P re ai inva- 
riants ainsi que toute sphère dont le centre est dans le plan P 


e 197. Théorème. — Le produit des symétries par rapport à 
deux plans parallèles P, et P, est la translation perpendiculaire 
ä ces deux plans double de celle, qui transforme le premier 
plan en le second. 

Soit M, le transformé du point M dans la symétrie par rapport au plan P, 
et M le transformé de M, dans la symétrie par rapport au plan P} parallèle 
au plan P, (fig. 175). Les trois points M, M, Mı et M, sont alignés et les points 


H; et Ha étant les milieux de MM et MM Ma on a (n° 14) : MM, = 2H. 
Ce e produit n'est pas commutatif car S(P P) X S(P,) équivaut à la translation 


2H. Réciproquement : 
Toute translation de vecteur T est équivalente au produit des symétries par 
rapport à deux plans perpendiculaires au vecteur T tels que le second soit le 


transformé du premier dans la translation de vecteur 7. 


-= 


Soit H, H; un vecteur quelconque égal af et soient P, et P, les plans perpen- 


diculaires en H, et H, à la droite H,H2. Le produit S(P,) X S{P:) est la transla- 
tion de vecteur T. 
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o 198. Théorème. — Le produit des symétries par rapport à 
deux plans sécants P, et P, est la rotation autour de leur inter- 
section, double de la rotation qui, autour de cet axe, trans- 
forme le premier plan en le second. 


Soit À l'intersection des plans P, et P, (fig. 176) et à la mesure du dièdre 


orienté (Pi, À, P2). La symétrie-plan P, transforme M en M, et la symétrie 
plan P; transforme M, en M2. Les points M, M,, M, sont dans un plan R per- 
pendiculaire en O à A. Ce plan R coupe P, et P: suivant les rmédiatrices Ox et Oy 


de MM; et MM. Dans le plan R, orienté par À, le point M; est le transformé 


Fig. 176. Fig. 177. 


ae M dans la rotation de centre O et d’angle 2 (Ox, Oy) = 2a (n° 158). Le point 


M; est donc le transformé de M dans la rotation d'axe À et d ’angle2 (P), À, Pa) = 22. 
Ce produit n'est pas, en général, commutatif car S(P,) x S(P,) équivaut à 


la rotation (À, — 24). Réciproquement : 
Toute rotation (À, 8) est équivalente au produit des symétries par rapport à 
deux plans P, et P, issus de A tels que le dièdre orienté (Pa, À, P2) soit égal 7 
Soit P, un plan quelconque issu de A et P, le transformé de P; dans la rota- 


tion (à >) Le produit S(P,) X S(P:) est la rotation (À, 6). 


o 199. Corollaire. — Le produit des symétries par rapport à 
deux plans rectangulaires est la symétrie par rapport à leur 
intersection. 


En effet si « = 5 la rotation (À, 2a) est la symétrie par rapport à la droite À 
(fig. 177). C'est le seul cas où le produit S(P,) X S(P:) est commutatif. Réci- 


proquement : 


Toute symétrie-droite d'axe A est équivalente au produit des symétries par 
rapport à deux plans rectangulaires issus de À. 


L'un de ces plans peut être choisi arbitrairement. 
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e 200. Théorème. — Les figures symétriques d’une figure donnée 
par rapport à deux plans distincts P, et P, sont égales. 


Soient F, et F les figures symétriques d’une figure donnée F par rapport à 
chacun des deux plans P, et P}. La figure F; est la transformée de F, dans le 
produit des symétries par rapport à P; et à Pa, soit dans une translation (n° 197) 
ou dans une rotation & © 198) : 


Toutes les figures symétriques d'une figure donnée F par rapport aux différents 
plans de l'espace sont égales entre elles. 


e 201. Applications. — 1° Les transformées R’ et F’ d'un plan R et d'une 
De F de ce plan (fig. 178) dans la symétrie-plan P sont aussi, les transformés 
de R et F dans le produit S(R) x S(P) donc dans un déplacement car la symétrie 

lan S(R) conserve chaque point de R Il en résulte que R’ est un plan tel que 
par dièdre R, R’) admette le plan P pour bissecteur, et que F’ est une figure 
plane égale à F. La symétrie plan transforme donc une droite en une droite, 
un segment ou un angle en un segment ou un angle égal, un cercle ou une sphère 
en un cercle ou une sphère de même rayon, etc... 


Fig. 178. Fig. 179. 


20 Réciproquement deux droites concourantes a deux plans sécants “n 
symétriques par rapport à l'un de leurs bissecteurs, deux sphè res de centres O 
et O’ et de même rayon sont symétriques par rapport au plan médiateur du 
segment OÙ”, etc. 


39 Soit (Q, 4, R’) le transformé du dièdre orienté (Q, À, R) dans la symétrie- 
plan P (fig. 179). Le symétrique du dièdre (Q, À, R) par rapport à son bissecteur 
intérieur est le dièdre (R, À, Q). Les deux dièdres orientés (Q’, À, R’) et 
(R, À, Q) sont égaux (n° 200). Le dièdre (R, À, Q) étant opposé au dièdre 


(Q, Å, R) on en déduit que, la symétrie-plan transforme un dièdre orienté en 
un dièdre orienté opposé 


La symétrie par rapport à un plan n'est pas un déplacement. 
COMPARAISON DES DIVERSES SYMÉTRIES 


o 202. Théorème fondamental, — Le produit de la symétrie par 
ane à un plan P et de la symétrie par rapport à un point O 
de ce plan est la symétrie par rapport à la droite A perpendicu- 
laire en O au plan P. 
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Soient M; le transformé d'un point M dans la symétrie par rapport au plan P 
et M; le transformé de M, dans la symétrie par rapport au point O de ce plan 
(fig, 180). Les droites À et MM, perpendiculaires au plan P sont parallèles. La 
droite À qui passe par le milieu O de M,M, coupe MM, en son milieu I. Les 
points H et O étant les milieux de M,M et M,M,, la droite MM, est parallèle à 
OH et perpendiculaire à A. La droite A est donc médiatrice du segment MM, 
ce qui montre que M, est le transformé de M dans la symétrie-droite d'axe A. 


e 203. Corollaires. — On voit aisément (fig. 180) que l’une des trois symé- 
tries S(O), S(P) et S(A) est équivalente au produit commutatif des deux autres. 
Ainsi la symétrie S(O) qui transforme 
M, en M est le produit de la symétrie 
S(P) qui transforme M, en M et de la 
symétrie S(A) qui transforme M en M, : 


Toute symétrie-point de centre O est 
équivalente au produit commutatif de la 
symétrie par rapport à uñ plan P passant 
par O et de la symétrie par rapport à la 
droite À perpendiculaire en O au plan P. 

La symétrie-droite d'axe A étant 
elle-même équivalente au produit des 
symétries par rapport à deux plans , 
rectangulaires P, et P} issus de A Fig. 180, 

(n° 199) il en résulte que : 

Toute symétrie-point de centre O est équivalente au produit des symétries par 

rapport à trois plans P, P, et Pa issus de O et deux à deux perpendiculaires. 


Ce produit est indépendant de l'ordre des trois plans (n° 199). 


e 204. Théorème. — Les figures symétriques d’une figure donnée 
par rapport à un point et par rapport à un plan quelconques de 
l’espace sont égales. 


Toutes les figures symétriques de la figure F par rapport aux différents points 
de l'espace étant égales entre elles (n° 194) on peut choisir le centre de symétrie O 
dans le plan de symétrie P. Soient F; et F, les transformées de la figure F dans la 
symétrie-plan P et dans la symétrie-point O. La figure F; est la transformée de 
F, dans le produit de ces deux symétries, c'est-à-dire (n° 202) dans la symétrie 
par rapport à la droite A perpendiculaire en O au plan P. Les figures F, et F; 
sont donc égales. 


e 205. Figures symétriques. — Deux figures F et F' de l’espace 
sont dites symétriques lorsque l’une d'elles est égale à la 
transformée de l’autre dans une symétrie-plan ou une symé- 
trie-point. 

Le centre ou le plan de la symétrie est indifférent (n° 204). 


Toutes les figures symétriques d’une figure donnée sont égales. Dans deux figures 
symétriques F et F’ deux segments, deux triangles, deux angles homologues sont 
égaux. Par contre deux dièdres orientés homologues sont opposés et deux triè- 
dres homologues sont de sens contraires. 
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Deux figures symétriques de l'espace ne peuvent donc pas se correspondre par 
éléments homologues dans un déplacement. 


© 206. Théorèmes. — 1° Deux polygones plans symétriques sont 
équivalents. 


Un polygone plan est invariant dans la symétrie par rapport à son plan. Deux 
polygones symétriques sont égaux et ont par conséquent même aire. 

2° Deux polyèdres symé- 
triques ont même volume. 


La symétrique d’une pyramide 
par rapport au plan de sa base 
(fig. 181) est une pyramide de 
même base B et de même hauteur À. 
Elle est donc équivalente à la pre- 
mière et deux pyramides symétri- 
ques quelconques sont donc équi- 
valentes. 

Deux polyèdres symétriques P 

Fig. 181. et P’ peuvent être décomposés en 
pyramides homologues symétriques 
et équivalentes. Il en résulte que deux polyèdres symétriques sont équivalents 


ÉLÉMENTS DE SYMÉTRIE D’UNE FIGURE 


e 207. Définition. — On dit qu’une figure F admet un centre de 
symétrie O, un axe de symétrie À, un plan de symétrie P, 
lorsqu'elle est globalement invariante dans la symétrie de 
centre O, d’axe À ou de plan P. 


Exemples. — 1° Une droite D admet un point quelconque de cette droite 
comme centre de symétrie, la droite D et toute perpendiculaire à D comme axe 
de symétrie, tout plan contenant D et tout plan perpendiculaire à D comme 
plan de symétrie. 


2 Un plan P admet l'un quelconque de ses points comme centre de symétrie, 
toute droite du plan P ou perpendiculaire à ce pa comme axe de symétrie, le 
plan P lui-même et tout plan perpendiculaire à P comme plans de symétrie. 

3° Un cercle de centre O admet le point O pour centre de symétrie, son axe 
et ses diamètres comme axes de symétrie, son plan et les plans issus de son axe 
comme plans de symétrie. 

4 Une sphère de centre O admet le point O pour centre de symétrie, tout 
diamètre comme axe de symétrie et tout plan diamétral pour plan de symétrie. 


e 208. Axe de répétition d’une figure. — Étant donné un nombre entier n : 


On dit que la figure F admet un axe de répétition A d'ordre n 
lorsque cette figure est globalement invariante dans une rota- 


tion d’axe À et d’angle z, 
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Un axe binaire ou d'ordre 2 est un axe de symétrie, un axe ternaire est un 
axe d'ordre 3 et un axe quaternaire d'ordre 4. 

Un trièdre régulier admet un axe ternaire, un tétraèdre régulier en admet 
quatre, ses différentes hauteurs (fig. 182). 


Fig. 182. Fig. 184. 


Un prisme régulier (ou une pyramide régulière) de n faces admet un axe 
d'ordre n (fig. 183 et 184). 

Une diagonale d'un cube est un axe ternaire et la droite qui joint les centres 
de deux faces opposées est un axe quaternaire de ce cube. 


e 209. Propriétés des éléments de symétrie, — 1° Lorsqu'une figure F 
admet deux centres de symétrie O, et Oz, elle admet un troisième Os symétrique 


de O, par rapport à O; et se conserve dans la translation de vecteur 20,0, 0:03. 
Elle est donc illimitée et admet une infinité de centres de symétrie régulière- 
ment disposés sur la droite O,0, : 


Une figure limitée de l'espace ne peut admettre qu'un seul centre de symétrie. 


On verrait de même qu'une figure limitée ne peut admettre que des axes et 
des plans de symétrie concourants, issus du centre de symétrie lorsqu'il existe. 


20 Si la figure F admet deux plans de symétrie P, et P} issus de la droite A 
tels que (P;,P:) = elle admet aussi le plan de symétrie P3,symétrique de P; par 
rapport à P, et se conserve dans toute rotation d’axe A et d'angle 2 (P,, P3). Elle 
adia donc À pour axe de répétition d'ordre n et n plans de symétrie issus de A. 

On obtient des conclusions analogues si F admet deux axes de symétries A et 


À, perpendiculaires en O à A et d'angle 5 ou si F admet un axe À, et un plan 


T 


de symétrie P, faisant entre eux l'angle Jn 


è 210. Théorèmes. — l° Toute figure qui admet deux axes de 
symétries À, et À, perpendiculaires en O en admet un troi- 
sième, leur perpendiculaire commune å. 


Cela résulte du n° 187. 
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Dans le plan P qui contient A, et Az, la symétrie A se réduit à la symétrie- 
point O (n° 159) et l'existence des éléments de symétrie A, et O entraîne celle de 


2 Toute figure qui admet deux plans de symétrie rectangu- 
(arrea Pi et P, admet leur intersection ^ pour axe de symétrie 
n A 

Réciproquement : l'existence du plan de symétrie P, contenant l'axe de symé- 
trie À entraîne celle du second plan de symétrie P}. 


30 Toute figure qui admet un 
plan de symétrieP issu d’un centre 
de symétrie O admet un axe de 
symétrie À perpendiculaire en O 
à P (n° 202). 

Réciproquement, l'existence de deux 
des trois ‘éléments de symétrie, P, O et À 
entraîne celui du troisième (n° 203). On en 
déduit que : 

Toute figure qui admet trois plans de 
symétrie deux à deux perpendiculaires admet 
trois axes de symétrie issus d'un centre de 
symétrie. 

C'est le cas du parallélépipède rectangle (fig. 185). 


Fig. 185. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Deux figures symétriques d’une même troisième par rapport à deux plans 


distincts sécants ou parallèles sont égales. (Liban, ME.) 


EXERCICES 


© 166. Étant donnés deux trlangles égaux de l’espace ABC et A’B’C’ tels que les 
plans médiateurs de AA’, BB’ et CC’ se coupent en un point unique O, démontrer 
que les deux tétraèdres OABC et OA'B'C’ sont symétriques. 


@ 167. Démontrer que l’on peut, par un produit de deux symétries-plans, trans- 
former un triangle donné O en un triangle donné égal OA’B’. Retrouver ainsi la 
nature d’un déplacement de l’espace qui admet un point double, 


@ 168. Soit un plan P et un point extérieur O. On désigne par A la perpendiculaire 
au plan P issue de O et par H la projection de O sur le plan P. 


1° Montrer que le produit de la symétrie-point O par la symétrie-plan P est 
équivalent au produit commutatif de la symétrie d’axe A par la translation de 


vecteur 20H. 

2° Effectuer de même le produit S(P} x S(O). Est-il commutatif? 
e 469. Montrer que le produit de deux rotations d’axes parallèles Ge a) et 
(A2, a2) est en général une rotation (A, «y + ag) d’axe parallèle à A, et Az et éven- 
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tuellement une translation dont le vecteur T est orthogonal à A1 et As. (Décomposer 
chaque rotation en un produit de deux symétrie-plans, l’un des plans de symétrie 
étant le plan A1, A2). 


@ 170. Effectuer comme à l’exércice précédent le produit de deux rotations d’axes 
A1 et A2 concourants en O et montrer qu'il équivaut à une rotation d’axe A issu de 
O. Retrouver ainsi le produit de deux symétries d’axes concourants. 


@ 171. Montrer que le produit de la symétrie-point O par une rotation dont l’axe A 
ne passe pas par Ò est équivalent au produit commutatif de la symétrie par rapport 
au plan P issu de O et perpendiculaire à A par une rotation dont l'axe D est parallèle 


à À ou par une translation dont le vecteur T est orthogonal à A. (On décomposera 
S(O) en S(P) x S(A1) où A; est parallèle à A). 


© 172. Montrer que le produit de la symétrie par rapport à un plan P et d’une 
rotation dont l’axe A coupe P en O est équivalent : 

1° Au produit de la symétrie-point O par une rotation dont l’axe D est issu de O 
(décomposer S(P) en S(O) x S(Ar) où A est perpendiculaire à P). 

2° Au produit de la symétrie par rapport au plan R perpendiculaire en O à D par 
une autre rotation d’axe D. ` 

3° En déduire le produit des symétries par rapport à trois plans P, P, et Pa 
issus de O. 


© 173. Soit A un axe parallèle au plan P. On désigne par Q le plan projetant de A. 
Montrer que le produit des symétries par rapport à Aet à P est équivalent au produit 
de la symétrie par rapport au plan Q par une translation dont le vecteur est perpen- 
diculaire au plan P. 


© 174. Démontrer que le produit de la symétrie par rapport à un plan P par une 
rotation dont laxe A est parallèle à P est équivalent : 

1° Au produit de la symétrie par rapport à la projection A, de A sur le plan P 
et de la symétrie par rapport à un plan Q issu de A. 

2° Au produit de la symétrie par rapport à un plan R issu de A, et perpendiculaire 
à Q et d’une translation dont le vecteur est perpendiculaire au plan Q. 

3° En déduire le produit des symétries par rapport à trois plans parallèles à une 
même droite. 


© 175. Soient Fz et F3 les transformées d'une figure donnée F; dans des rotations 
d’axes Oz et Oy. 

1° Montrer que F3 se déduit de Fa dans une rotation d’axe Ox formant avec Oy 
et Oz un véritable trièdre Oxyz. 

29 Démontrer que les figures F1, F2 et Fa sont les symétriques d’une même 
figure F’ par rapport aux plans des trois faces du trièdre Oxyz. 

3° Démontrer que les figures F1, F2 et F4 sont les symétriques d’une même figure 
F par rapport aux trois arêtes du trièdre OXYZ supplémentaire de Oxyz. 


© 176. On appelle anfidéplacement la transformation (Q) qui, à une figure F don- 
née, fait correspondre une figure symétrique F’. On désigne par A et A’ deux 
points homologues de F et F’ et par I le milieu de AA’. 

1° Montrer que la transformation A est le produit de la symétrie-point de centre I 
par une rotation d’axe & issu de A’. 

2° Solt P le plan issu de I, perpendiculaire à 8, et 5’ la parallèle à à issue de T. 
Montrer en décomposant S(I) en S(P) x S(35’) que Q est le produit de la symétrle- 
plan P par une rotation d’axe A perpendiculaire au plan P ou par une translation 
parallèle au plan P, 

3° En déduire que les deux figures F et F’ admettent en général, un point double 
O, et que les milieux des segments joignant deux points homologues de ces figures 
sont tous situés dans un même plan P. 
© 177. Démontrer qu’une figure F qul admet deux axes de symétrie parallèles 


A; et As en admet une infinité d’autres. Étudier leur disposition et montrer que la 
figure F se conserve par translation et est illimitée. 


© 178. Reprendre l'étude précédente lorsque la figure F admet deux éléments 
de symétrie tels que : 

1° Deux plans paralièles ou un axe et un plan parallèles. 

2° Un centre et un plan ou un axe ne passant pas par ce centre. 
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© 179. Étudier les symétries et translations d’une figure plane F admettant : 

1° Trois centres de symétries formant un triangle isocèle dont l’angle au sommet 
est égal à 60° ou à 90°. 

2° Deux centres de répétition d'ordre 3. 


© 180. Une figure Ililmitée F admet deux axes de symétrie A1 et Az non situés dans 
un même plan et tels que (A1, As) = = (n entier). Montrer que la figure F admet une 


infinité. d’axes de symétrie dont on étūdiera la disposition et qu’elle se conserve 
par translation. 


© 181. Déterminer les éléments de étrie ou de répétition d’un polygone régu- 
lier de n côtés, d’un prisme régulier de n faces latérales, d’une pyramide régulière. 
Étudier le cas du tétraèdre. 


© 182. Démontrer qu’un cube ABCDA’B'C'D’ admet un centre de symétrie, 
9 plans de symétrle, 6 axes binalres, 4 axes ternaires et 3 axes quaternaires de 
répétition. Préciser ces éléments. 


© 183. Les six arêtes d’un cube qu ne sont pas issues de deux sommets opposés 
(extrémités d’une même diagonale) forment un hexagone gauche. 

1° Étudier les symétries de cet hexagone gauche de côté a. 

2° Montrer que les milieux de ses côtés sont les sommets d’un hexagone régulier. 
Calculer son côté en fonction de a. 


© 184. Démontrer que si une figure F admet trois plans de symétrie tels que l’un 
des trièdres formés par ces trois plans ait une face de 90° adjacente à deux dièdres 
de 459%, ia figure F admet tous les éléments de symétrie d’un cube. 


© 185. Démontrer qu’un polyèdre régulier convexe admet : 

1° Le plan médiateur d’une arête et le bissecteur intérieur du dièdre correspon- 
dant pour plans de symétrie, leur intersection comme axe de symétrie. 

20 L’axe d’une face et laxe d’un angle polyèdre pour axes de répétition. 

3° Vérifier pour un tétraèdre régulier et pour un cube, 


@ 186. Montrer que l’octaèdre régulier qui a pour sommets les centres des faces 
d’un cube admet les mêmes éléments de symétrle et de répétition que ce cube, 


© 187. On considère dans un plan x un pentagone régulier ABCDE de côté a 
et d’un même côté du plan = on construit les segments AA’, BB’, CC’, DD’, EE’ de 
longueur a formant des trièdres réguliers tels que ABEA’. On achève les 5 penta- 
gones réguliers tels que A’ABB’M dont les nouveaux côtés forment un décagone 
gauche A’MB’'NC'’PD'QE"R. 

1° Montrer que les deux pentagones A’B'C'D'E’ et PORMN sont symétriques 
par rapport à un point O de laxe du pentagone ABCDE, 

29 En déduire que la symétrie de centre O transforme les six pentagones initiaux 
en six autres qul se raccordent aux précédents suivant le décagone gauche pour 
former un dodécaèdre régulier convexe. Étudier ses symétrles. 

3° Les centres de trois faces du dodécaèdre issues d'un même sommet forment 
un triangle équilatéral. Montrer que les 20 triangles analogues sont les faces d’un 
icosaèdre régulier convexe. 


| NEUVIÈME LEÇON | 


HOMOTHÉTIE 


° ei Définition. — Soient un point fixe O et un rapport algébrique non 
nul 


L’homothétie de centre O et de rapport k est la transforma- 
tion ponctuelle qui, à tout point M, fait correspondre le point 


M' tel que OM' = k OM. En abrégé : Homothétie (O, k) ou H (O, k). 


Lorsque le point M décrit une figure F, le point M’ décrit une figure F’ 
homothétique de la figure F dans le rapport k. 
L'homothétie a positive (ou directe) pour k > 0 (fg. 186), négative (ou 
inverse) pour k < . 187). Elle se réduit à la ie du identique pour 
= let à la ou e centre O pour k = 


Fig. 186. Fig. 187. 


Pour k z4 — 1 la transformation n'est pas réciproque car M est l'homologue 
de M' dans l'homothétie (o. 1), Dans toute homothétie, le centre O est le seul 
point invariant. Les trois points O, M et M' étant alignés, il en résulte que toute 
droite et tout plan issus de O sont invariants et que : 

Toute droite ou tout plan invariant passe par le centre de l'homothélie. 


, 


. Q ; i a TT 
La relation == =k montre que O est le point qui divise le vecteur M'M 


dans le rapport k (n° 15). Par suite : 
i Une homothétie est définie lorsque l’on connaît son rapport et deux points homo- 
ogues. 


130 GÉOM ÉTRIE 


e 212. Théorème. —  L’homothétique d’un vecteur AB est un 
vecteur A'B' = k. AB. 


Soit M' le transformé dans l’homothétie (O, 4), d'un point variable M du 
segment AB (fig. 188 et 189). On a (n° 12): 


' Fig. 188. Fig. 189. 


AM = OM — OX = k OM — k OA = k (OM — OA). 
Donc : AM = k AM. 
Lorsque M décrit le vecteur AB, le point M' décrit, sur la parallèle à AB issue 
de A’, un vecteur A'B’ = k AB. 


e 213. Réciproque. — Toute transformation dans laquelle le 
vecteur qui joint deux points quelconques A et M et t celui qui 


joint leurs transformés À’ et M, vérifient la relation AM = k AM 
est une homothétie pour k Æ İ, une translation pour k = 


1 Si RAI, l'homothétie (O, k) qui transforme A en A’, transforme M en M, 
tel que : AM, M =k AM = A'M'. Les points M’ et M; sont confondus. 
2 Sik = l, on a Z AM = AM. La transformation est donc (n° 137) la trans- ` 


lation de vecteur AÑ’ qui a parait ainsi comme un cas limite de l'homothétie 
(O, k) qui transforme A en À’ lorsque À tend vers 1. 


e 214 Corollaire. — Une homothétie est définie par la donnée 
de deux vecteurs homologues AB et AB parallèles et inégaux. 


A'B 
On connaît en effet le rapport k = == ae 1 et deux points homologues A et 


A’ zi cette homothétie (n° 211). Son centre O est l'intersection des droites AA’ 
et 


La relation A'M’ = k AM permet la construction de l'homologue M’ de 
tout point M, sans utiliser le centre O. Lorsque M n Les pas à la droite 
AB le point M' est l'intersection des droites A'M' et B' respectivement paral- 
lèles à AM et BM. 


e 215. Théorème. — Le produit de deux homothéties de rap- 
ports k, et k, est une homothétie de rapport kik; si kik; Æ 1, une 
translation Si kik, = 1. 
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__ Soient AM, le- transformé du vecteur AM dans l'homothétie H; (O, kı) et 
AM; le transformé de de AM dans l’homothétie H, (O3, kə) 2» ka) (hg. 190). On a: 


AM, = ka AM, et AM, = = ki AM donc AM, = = kika AM. (1) 


Cette relation étant 
vérifiće quel que soit 
on en conclut (n° 213) 
ue le point 2 est 
l'homologue de M dans 
une one (O, kika) 
si kka Æ |, dans une 
translation dans le cas 
contraire. 


Posons k = kika, Le 
produit k k.k est positif 
et contient Ü ou 2 facteurs 
négatifs : Fig. 190. 

Dans trois homothéties 
dont l'une est le produit des deux autres il existe une ou trois homothéties 
positives. 


e 216. Centre de l’homothétie produit. — 1° Si O, est confondu avec Où, 
ce point, invariant dans chacune des homothéties H, et Hb, est invariant dans 
leur produit H. C'est aussi le centre O de l’homothétie H. 

Les trois homothéties sont dites concentriques. 

20 Si Os et Où sont distincts, la droite OjO:, invariante dans chacune des 
homothéties H, et H; est invariante dans leur produit H. Le centre O de celle-ci 
appartient donc à la droite 0102. 

Les centres de deux homothéties et de celui de leur produit 
sont alignés. 

Précisons la position du centre O. L’homothétie H, transforme O en « et 
l'homothétie H; transforme donc © en O. Les relations : 


Oo =k O0 et OÙ = kO = k(0:0 + OO, + Oio) 


donnent : O,Ô = k: O:Ô + ka OO; + ka. kı OO. 
D'où : (1 — k) 0:0 = k (kı — 1) O0. 
re 
Soit finalement : = = EG — i 


Cette formule permet f voir que le produit de deux homothéties n'est pas 
commutatif. 


e 217. Corollaires. — 1° Le produit d'une translation par une homothétie ou 
d'une homothétie par une translation est une homothétie de même rapport. 


La relation (1) du n° 215 subsiste en effet avec kı ou kz égal à | si on rem- 
place l’homothétie H, ou l’homothétie Hg par une translation. 
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20 Toute homothétie négative (O, — k) est le produit de l'homothétie positive 
(O, À) par la symétrie-point de centre O. 
5 prodat H (O, k) x H (O, — 1) est en effet équivalent à l’homothétie 


, 


3 Deux figures F, et F, homothétiques de la figure F dans 
les rapports respectifs k, et k, se correspondent dans une homo- 


thétie de rapport ra si kı Æ kọ, dans une translation si k, = ka. 


Si F, et F2 sont les transformées de F dans les homothéties (O1, kı) et (Oa, ka) 
la figure Fz est la transformée de F, dans le produit H (o. p) x H (Os, kə) 


donc (n° 215) dans une homothétie (0. t) si e Æ l, dans une translation si 
k= ka 


e 218. Théorème. — Toute homothétie (O. k) est équivalente au 
produit de l’homothétie (O,, k) par une translation parallèle à 


00.. 
Soit M’ le transformé d'un point quelconque M dans l'homothétie H (O, k) 
et œM; le transformé du 


M vecteur OM dans l'ho- 
mothétie H, (O:, 
(fig. 191 
SR 7 On a: 
EN OM' = k OM 
Le N, et (n° 212) : 
M, = k OM. 
Donc : 
OM = M, 
Fig. 191. CARRE RES 
M,M' — a0. 


__ Le point M’ est donc le transformé de M; dans la translation de vecteur 
T = «Q, parallèle à OO:. Le produit de l’homothétie (O:, k) par la translation 
T est équivalent à l’homothétie H (O, k). 


e 219. Homothétiques des figures fondamentales. — Pour étudier la 
transformée d'une figure F dans une homothétie de rapport k on peut donc 
choisir le centre O, le plus avantageux et transformer la figure par translation : 

1° L'homothétique d'une droite ou d'un plan par rapport à l'un de ses 
points est la droite elle-même ou le plan lui-même. Par rapport à un point 
extérieur (fig. 193) : 


L'homothétique d'une droite ou d'un plan est une droite ou un plan parallèle. 
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De même l’homothétique d'une demi-droite est une demi-droite de même 
direction, de même sens si k => 0, de sens contraire si k < 0. 

Réciproquement, deux droites ou deux plans parallèles se correspondent dans 
une infnité d’homothéties, 


Fig. 193. Fig. 194. 


L'homothétique d'un angle est donc un ängle égal dont les côtés sont respective- 
ment parallèles à ceux du premier. 


2 L'homothétique d'un triangle est un triangle semblable à côtés respectivement 
parallèles, le rapport de similitude étant | k |. Réciproquement, deux triangles 
ABC et A'B'C' à côtés parallèles se e correspondent dans l'homothétie ou la 
translation qui transforme le vecteur AB en A'B' (fig. 194). 


3 L'homothétique du trièdre SABC par rapport à son sommet S est le 
trièdre lui-même sı k => 0, le trièdre opposé par le sommet si k < 0, 


Deux trièdres homothétiques sont égaux si k © 0, symétriques si k < 0. Par 
suite deux dièdres orientés homothétiques sont égaux si k est positif, opposés 
si k est négatif. 


4 L'homothétique d'un cercle ou d’une sphère par rapport à son centre est 
un cercle ou une sphère concentrique. Donc : 


L'homothétique d'un cercle est un cercle situé dans le même plan ou dans un plan 
parallèle et l'homothétique d'une sphère est une sphère. 

Les centres de ces deux cercles ou de ces deux sphères sont homologues et 
leurs rayons R et R’ vérifient la relation R’ =' k! R. De plus, deux rayons homo- 
logues sont parallèles. 


o 220. Théorème. — Deux cercles inégaux situés dans le même 
plan ou dans deux plans parallèles sont homologues dans deux 
homothéties dont les centres sont les points qui divisent le 


segment joignant les centres de ces deux cercles dans le 
rapport de leurs rayons. 


Considérons dans un même plan (fig. 195) ou dans deux plans parallèles 
(fig. 196) deux cercles inégaux de centres « et w’ et rayons R et R’. 


Soient &M et w'M' deux rayons variables parallèles et de même sens. 
On a : wM = z oM. Le point M’ est donc l’homologue de M dans 
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l'homothétie positive de rapport R et dont le centre I est défini par l'égalité 


= = R (ne 213) 


W 


Fig. 195. Fig. 196. 


Soit wM; le rayon opposé à wM’. On a : w'M, = —À oM. Le point M, 


est l'homologue de M dans l’homothétie négative de rapport — R et dont le 


centre J est défini par l'égalité : Je =— R. 
Jo 


Les points I et J se nomment centre d'homothétie positive et centre d'homothétie 
négative des deux cercles. 


REMARQUE. — Si R= R',les deux cercles sont égauxet oM = o'M = — M. 
Les deux cercles sont homologues dans la translation de vecteur ww’ et dans la 
symétrie-point dont le centre J est le milieu de vo’. 


e 221. Corollaires. — 1° Les extrémités de deux rayons parallèles sont homo- 
logues dans l’une des deux homothéties I ou J. 1] en est donc de même des points 
de contact de deux tangentes parallèles. 


2° Lorsqu'elles existent, les tangentes communes extérieures à deux cercles 
d'un même plan, passent par le point Í et les tangentes communes intérieures 
passent par J. 

3° Lorsque deux cercles d’un même plan sont tangents, leur point de contact 
est un centre d’homothétie : I s'ils sont tangents intérieurement, J s'ils sont tan- 
gents extérieurement. 


49 Si les deux cercles w et œ sont sécants en À et B (fig. 197) les points I et J sont les 
pieds des bissectrices issues de À du triangle Aow’. 
Désignons par M' l'homologue de M dans l'homothétie ] et par M, l’homologue de M 


-> 


dans l'homothétie J et menons le vecteur Ax parallèle à ©M et «'M' et de même sens. 
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Le vecteur AM fait des angles opposés avec AG et &M donc avec Ao et Ax. La droite 
AM est bissectrice de l'angle (Ax , Au) et la droite AM’ bissectrice de l'angle (Ax , Au’). 
Ii en résulte (n° 50) que : 

V 


(AM, AM) = Mao, A). 


Et par suite 


Les vecteurs MM° et MM, sont 
vus du point À sous des angles de 
droites constants respectivement 
V+z 

2 


Les tangentes communes TT’ 
et UU’ sont des positions par- 
ticulières de MM’. Les points Fig. 197. 
A, B, T, U, étant dans cet ordre 


sur le cercle w et V désignant la mesure de l'angle saillant (Av, Ao’), on obtient 


(AT, AT) =Y «(AU AU) =Y- r. 


V 
égaux à 7 et 


e 222. Axes d’homothétie de trois cercles. — Soient trois cercles w (R:), 
w (R2) et œ (Ra) deux à deux homothétiques et dont les centres ne sont pas 
alignés. 

Les centres d'homothétie positives et négatives sont I, et J, pour (w2) et (u:) 


Iz et Jz pour (%3) et (%1), L et Ja pour (%1) et (%2) (fig. 198). 


Fig. 198. Fig. 199. 


Pate (1.2) tanslorme (G end ei lomotiede pes 


tive (LR) transforme (w4) en (w). Le produit de ces deux homothéties est 
3 
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D HU positive qui transforme (w2) en (%1), c'est-à-dire l'homothétie. 
(LR R a) Il en résulte (n° 216) que l}, L et Is sont alignés. Par un raisonnement 


ul: on démontre qu'il en est de même de ly, Jz et Ja, puis de Jy, La et Js et 
enfin de J}, J2 et Is. 


Les six centres d’homothétie de trois cercles deux à deux 
homothétiques sont répartis sur quatre droites appelées 
axes d’homothétie. 


Les six centres d'homothétie sont donc les sommets d'un quadrilatère com- 
plet dont chacun des côtés contient zéro ou deux centres d'homothétie négative. 


© 223. Application. — Considérons deux cercles O et O’ et un cercle w tangent en À 
au cercle Ò et en B au cercle O’. Le point À est un centre d'homothétie de w et O et B 
un centre d'homothétie de œ et Ô’. La droite AB + donc un axe d'homothétie des trois 
cercles et passe par l'un des centres d’homothétie I ou J des cercles O et O’ (fig. 199). 


Réciproquement si la sécante AB, passant par l'un des points I Lou J, recoupe le cercle O’ 
en A’ tel que OA et O'A’ soient parallèles, l'homothétie { B, 29 transforme le cercle 


O' en un cercle œ tangent en A au cercle O et tangent en B au cercle O’. 


Les points de contact d'un cercle tangent à deux cercles donnés sont alignés avec un centre 
d'homothétie de ces deux cercles sans être homologues dans l'homothétie correspondante. 


e 224, Homothéties de deux ou tro hères. — Le théorème (n° 220) 
s'étend sans changement à deux sphères alisi o (R) et w (R’), qui admettent 
toujours deux centres d'homothétie I et J. 

Tout plan tangent commun extérieur passe I et tout plan tangent com- 
mun intérieur passe par J. D'autre part si I (ou J) Des t extérieur aux deux sphères 
il est le centre d'un cône de révolution circonscrit commun aux deux sphères, 

De même les centres d’homothétie de trois sphères prises deux à deux sont 
disposés sur quatre axes d'homothétie qui ne sont autres que ceux des grands 
cercles de ces sphères, situés dans le plan des centres. 


e 225. Courbes et surfaces homothétiques. 


1° Si une courbe (C) admet en A, une tangente AT, toute courbe 
homothétique (C') admet, au point À homologue de À, une 
tangente homothétique A'T' parallèle à 

Par définition la tangente AT à ue courbe (C)est la position limite de la sécante 
AM lorsque M tend vers A (fi ). Dans ces conditions le point M’, homo- 
logue de M, tend sur la courbe ete ’) vers le point A’, et la sécante A'M’, parallèle 
à AM, tend vers la position limite A'T” parallèle à AT et homothétique de cette 
dernière. 

2 Si une surface (S) admet en A un plan tangent P, toute 
surface homothétique (S') admet au point A homologue de A, 
un plan tangent homothétique P' parallèle à P. 

Lorsqu'il existe (fig. 201), le plan P tangent en A à la surface (S) est le lieu de 
la tangente AT à toute courbe (C) passant par A sur la surface (S). Sur toute 
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surface (S’) homothétique de (S), la ente A'T’ homologue de AT engendre 
donc le plan P’ homologue de P et parallèle à ce dernier. 


Fig. 200. Fig. 201. 


e 226. Théorème. — Dans toute homothétie l'angle, en un point 
commun À, de deux courbes ou de deux surfaces est égal à 
langle de leurs transformées au point A' homologue de A. 

L'angle (AT, AT,;) en A des courbes 
O et(C) etl'angle(A T’, AT Jen A 
des courbes transformées (C) et (C) 
sont homologues dans l'homothétie 
envisagée (fig. 202). Ils sont donc 
égaux. 

Il en est de même de l'angle (P, Pi 
en À de deux surfaces (S) et (S) et de 
l'angle (P’', P’,) en A’ de leurs transfor- 
mées (S’) et ($':) ou même de l'angle Fig. 202. 
en À d'une surface (S) et d'une courbe 
(C) et de l'angle en A’ de leurs transformées (S') et (C') : 


L'homothétie conserve les angles. 


APPLICATIONS DE L’HOMOTHÉTIE 


e 227. Théorème de Menélaüs. — Pour que les points x, B, y pris 
respectivement sur les côtés BC, CA et AB du triangle ABC 
soient alignés il faut et il suffit que l’on ait : 
«B EC YA 
aC BA yC ` 
On peut, de ce théorème déjà établi 
(n° 94), donner la démonstration sui- 


vante : L’homothétie (e. BA trans- 
forme C en A (fig. 203) et l'homothétie 


B 
(r X ) transforme A en B. Leur pro- 
Fig. 203. YA 
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| i , BA. YB . 
duit est donc l'homothétie de rapport — za i transforme C en B. Son 


centre est l'intersection de BC et de By (n° 216). Pour que ce soit le point « il 
faut et il suffit que : 


BA YB sig. B PC YA _ 
Lt wc c'est-à-dire que : CEA À 
e 228. Droite et cercle d’Euler d’un triangle. — Soient M, N, P les milieux 
des côtés BC, CA et AB du triangle ABC (fig. 204). Lé triangle MNP dont les 
côtés sont respectivement parallèles à 


ceux du triangle ABC est le transformé de 
ce dernier dans une homothétie de 


NP l 
rapport BË 5 Le centre G de cette 


homothétie est commun aux ata AM, 
BNet CP et tel que GM = 3 GÅ. On 
retrouve la propriété des médianes du 
triangle. 

1° Dans cette homothétie (G, — 1/2) la 
hauteur issue de À du triangle ABC a 
pour homologue la hauteur issue de 


du le , c'est-à-dire la média- 
Fig. 204. trice de BC. L'orthocentre H du triangle 


— I — 
ABC a donc pour homologue, le centre O du cercle ABC et GO = — 2 CH. 
Dans tout triangle le centre de gravité G est situé au tiers 


du segment OH qui joint le centre du cercle circonscrit à 
l’orthocentre. i 


La droite OH est la droite d'Euler du triangle ABC et comme MÔ =— 3 AH 
on retrouve la propriété du n° 164 (1). m 

2 Le centre w du cercle MNP est l’homologue de O et le vecteur Oo l'homo- 
logue de HÖ donc Oo = — + HÔ. Le point o est le milieu de OH. L'égalité 


l> 


Ho = 5 HO montre que H est le centre d’homothétie positive des cercles ABC 


et MNP. Dans cette homothétie ( H, 3) le transformé de A est le milieu « de AH, 


et le transformé du point H, où la droite AH recoupe le cercle ABC est le pied 
Co la hauteur AH (n° 64). Les points « et A’ appartiennent donc au cercle 
P: 


Dans tout triangle, les milieux des côtés, les pieds des hau- 
teurs et les milieux des segments joignant l’orthocentre aux 
sommets sont sitüés sur un même cercle appelé cercle d’Euler 
ou cercle des neuf points du triangle. 
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Son rayon-p est la moe du rayon R du cercle ABC car on a 
oM = — 3 OA ou wa = 2 OA. Son centre v est le milieu du segment OH qui 


joint l'orthocentre au centre du cercle circonscrit. On peut dire que : 


Dans un quadrangle orthocentrique les milieux des six côtés et les trois points 
iagonaux sont sur un même cercle, cercle d'Euler de chacun des quatre triangles 
ayant pour sommets trois sommets du quadrangle. 


© 229. Pantographe.— C'est un instrument composé de quatre tiges articulées (fig. 205) 
; OB AC ? 
éal t 1]él BACM' et tell — = — = b. Les égalité 
réalisant un parallélogramme et telles que DA AM k galités 


Fig. 205. 


= = = = > = À montrent que dans toute position de l'appareil, les points M 
OA AM OM 

et M’ sont homologues dans l'homothétie (O, À). Le point O étant fixe, la pointe traçante 
M' décrit donc une figure F’ homothétique dans le rapport k de la figure F décrite par 
la pointe sèche M. 


e 230. Lieu géométrique. — Le lieu géométrique des points d’un 
plan dont le rapport des distances à deux droites concourantes 
en O est constant, se compose de deux droites issues de O. 


x’ 7° 


Fig. 206. Fig. 207. 


Soient (fig. 206) x’x et y/y deux droites se coupant en O et M un point du 
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plan tel que Mi = k (constante donnée). Le transformé M, du point M dans 


une homothétie variable de centre O est un point du lieu. Celui-ci se compose 
donc de droites issues . 

Cherchons les points du lieu sur une sécante AB aux deux droites Ox et Oy, 
telle que OA = OB. Pour tout point M de AB les triangles rectangles MHA et 


MKB qui ont des angles aigus égaux en A et B sont semblables et ME ~ ME 


Le point M sera un point du lieu si le rapport Ma = k, Lorsque le rapport k est 


différent de 1, il y a sur la droite AB deux points M et M' répondant à la question 
et le lieu cherché se compose des deux droites OM et OM’. 


e 231. Remarques. — 1° Si k = 1 le lieu se compose des bissectrices de 
l'angle xOy. 
20 Lorsque les droites x'x et y'y sont parallèles (fig. 207), le lieu se compose de 
deux parallèles à ces droites issues des points M et M’ qui divisent une perpen- 
iculaire commune HK dans le rapport k. A 2 
3 Convenons d'appeler distance orientée [M, xx) du point M à l'axe x'x la 
longueur MH affectée du signe + ou — suivant que l'angle saillant (Hr, HM) 


est égal à + jou — 5 + On voit alors que le rapport des distances orientées aux 
axes xx et y'y est égal à + À pour tout point de la droite OM' et à — k pour 
tout point de la droite OM (fg. 206 et 207). 


Le lieu des points dont le rapport des distances orientées à deux axes est constant 


est une droite, issue du point d'intersection de ces deux axes s'ils sont concourants, 
parallèle à ces deux axes s'ils sont parallèles. 


. 


PROBLÈMES DE CONSTRUCTION 


© 232. 1er Problème. — Construire un cercle tangent à un cercle donné et à une droite 
donnée connaissant l'un des points de contact. 

Soit (fig. 208) un cercle w tangent en A et B respectivement au cercle donné O et à la 
droite donnée À. Le cercle O est 
l'homologue du cercle w 
une homothétie de centre À qui 
transforme B en l'une des extré- 
mités | ou J du diamètre du 
cercle O perpendiculaire à A. 


1° Si le point À est donné, la 
droite IA, par exemple, coupe À 
en B et l'homothétie.| A, a) 


transforme le cercle O en un 
cercle & tangent en À au cercle O 
en B à la droite A. (Une deu- 
xième solution avec JA). 
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20 Si le point B est donné, la droite IB coupe le cercle O en A et l’homothétie (a m 


donne un cercle w tangent en B à A, et en A au cercle O. (Une deuxième solution en consi- 


dérant JB). 


REMARQUE. — La construction d'un cercle tangent à un cercle donné O et tangent en 
un point donné B à un cercle donné O’ se ramène au problème précédent car on connaît 
la tangente À en B au cercle O’ (Cf. n° 223). 


è 233. 2° Problème, — Construire un cercle passant par un point donné et tangent à 
deux droites concourantes données. 

Soit à construire (fig. 209) un cercle & tangent aux deux côtés de l'angle xOy et passant 
par le point intérieur donné A. 


Désignons par I le centre d'un cercle quelconque tangent aux deux côtés de l'angle xOy 


2 


et coupant la droite OA en M et M’. Les deux homothéties (o. o) et (o. 2 


transforment le cercle I en deux cercles & et ©’ répondant à la question. 


e 234. 3° Problème. — Construire un cercle tangent à un cercle donné et à deux droites 
concourantes données. 


Soit (fg. 210) & le centre d'un cercle tangent en A au cercle donné O et tangent aux deux 
droites Lx et Iy. Les tangentes au cercle O parallèles à 1x et à 1y déterminent un losange 


MNPQ et l'homothétie ( A, 36 transforme I en l'un dés points M, N, P ou Q, 
\ Ao, 
Réciproquement soit A, un point commun au cercle Oet à l’une des quatre droites IM, 


IN, IP ou IQ, soit IM par exemple. L'homothéie (A, a) transforme le cercle O en un 
cercle & tangent en A au cercle O et tangent aux droites Ix et Iy. On obtient 8 solutions si 


Ix et Jy sont sécantes au cercle O, 6 solutions si une d'elles est tangente, l’autre sécante et 
4 solutions dans les autres cas. 
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SUJETS D'EXAMEN 


— Produit de deux homothéties. (Alger, ME.) 


— Homothétie dans le pian. Définition, propriétés. Figures homothétiques 
d'une droite, d’un triangle, d’un cercle. (Dijon, ME.) 


— Homothétie : Définition et propriété caractéristique. 
(Nancy, ME et MT.) 


— Figure homothétique d’un cercle, ie centre d’homothétie étant un point 
de son plan. Deux cercles d’un même plan sont en général homothétiques 
de deux manières. (Pondichéry, ME.) 


— Produit de deux homothéties. Conséquence : homothéties de trols cercles. 
(Caen, MT.) 


EXERCICES 


© 188. Les sommets B et C du trlangle ABC sont fixes. Trouver les lieux géomé- 
triques des milieux des côtés AB et AC et du centre de gravité lorsque le sommet A 
décrit une droite A ou un cercle (T) donné. 


© 189. Dans un quadrilatère ABCD les sommets A, B et C sont fixes et on connaît 
la longueur AD ou l'angle (DA, DB). Trouver dans chacun des deux cas : 

1° Les lieux des milieux de DA, DB et DC. 

2° Le lieu du milleu du segment RS qul joint les milieux de AC et BD. 


@ 190. On donne deux droites fixes D et D’ se coupant en O; on projette un point 
variable M en A sur D et en B sur D’. Trouver le lleu géométrique du point M lorsque 
la droite AB a une direction donnée. 


© 191. Soit un angle aigu zOy. Un point varlable M de Oy se projette en A sur OT 
et on mène par M.un segment MP parallèle à Ox et de même sens tel que MP = kMA 
où.k est un nombre positif donné. Trouver le lleu géométrique du point P. 


@ 192. Deux cercles fixes égaux O et O’ se coupent en A et B. Une sécante variable 
passant par À coupe le premier en P, le second en Q. Solt M le point de cette sécante 


tel que AM = k (AP + AQ). Trouver le lieu géométrique du point M. 


@ 193. Un cercle variable est tangent à une droite fixe D en un point fixe A. 
Trouver les lieux géométriques des points de contact avec le cercle des tangentes 
parallèles à une direction donnée A. 


© 194. Un cercle variable est tangent à deux droites sécantes données OT et Oy. 
Trouver les lieux géométriques des points de contact avec le cercle des tangentes 
parallèles à une direction donnée A. 


© 195. On donne un angle rOy et un point variable M intérieur à cet angle. Les 
parallèles menées par M à Or et Oy coupent Oy en B et Oz en A de façon que 
MA = KMB où k est un nombre donné. 

Trouver le lieu géométrique du point M. 


© 196. Deux cercles inégaux O et O’ sont tangents en A. On mène dans le premier 
une corde variable AB et dans l’autre la corde AC perpendiculaire à AB. 

1° Montrer que la droite BC passe par un poirit fixe. 

2e Trouver les lieux géométriques de la projection P de A sur la droite BC et 
du milieu M de BC. 


HOMOTHÉTIE 143 


© 197. On considère deux cercles w et w’ sécants en A et B et un point varlable P 
qui décrit une sécante issue de B coupant les cercles en C et C’, Solt M l'Inter- 
section du premier cercle avec la blssectrice intérieure de l’angle PAC et M’ l'inter- 
section du second avec la blssectrice intérieure de langle PAC’. 


1° Calculer (AM, AM’) en fonctlon dé (Ac, Ao’) et montrer que MM’ passe par 
un point fixe. 
2° Lieu du milieu I de MM’. Comparer les cercles AMM’ et BMM’. 


© 198. Soient deux cercles inégaux O et O’, de diamètres AB et AC tangents en A 
à la droite A. D’un point M de 4 on mène les tangentes MP et MQ aux deux cercles 
O et O’. Les droites AQ et BP se coupent en R et les droites AP et CQ en S. 

1° Montrer que les droltes BP, CQ et A sont concourantes et que la drolte RS 
est perpendiculaire à A. 

2° Montrer que le cercle de dlamètre RS est tangent aux cercles O et O’. 

3° La droite OP coupe AR en I et la droite O'Q coupe AS en J. Trouver l'enveloppe 
des droites PQ et 1J lorsque M varie sur A. 


© 199. Dans un triangle ABC les sommets B et C'sont fixes et les médianes issues 
de B et C sont perpendiculaires. = -o = 

1° Lieu géométrique de A. Démontrer que AB? + AC? = 5BC?, 

2° Construire le triangle ABC connaissant l'angle BAC. 


© 200. 1° Lieu des points dont le rapport des distances à deux plans donnés est 
constant ? 

2° En déduire le lieu des points dont les distances à trois plans donnés sont 
proportionnelles à des nombres donnés «, 8, +. 

3° Montrer qu’il y a en général 8 points dont les distances aux plans des 4 faces 
d’un tétraèdre sont proportlonnelles à des nombres donnés «, ß, y, ô. 


© 201. Les six centres d’homothétle positive de quatre sphères prises deux à 
deux sont, dans un même plan, les six sommets d’un quadrilatère complet. Montrer 
qu'il y a, en considérant des homothéties négatives, huit plans analogues, 


© 202. Soient M, N, P; A’, B’, C’ et «, B, y les neuf points du cercle d’Euler « d’un 
triangle ABC d’orthocentre H. 

1° Démontrer que MB’ = MC’ et aB’ = aC’, puis que «M est bissectrice de B’MC’ 
et B'aC’ et médiatrice de BC’, que aA’ est bissectrice de B’A’C'et que By est média- 
trice de HA’. 

20° Les droites A’B’ et By se coupent en E, les droltes B'C’ et aß se coupent en 
F. Montrer que E, F, H sont alignés. Donner deux autres droites analogues à EF. 


© 203. 1° Montrer que les droites de Simson du triangle ABC relatives à deux 
polnts M et M’ diamétralement opposés sur le cercle ABG sont rectangulaires. Lieu 
de leur point commun lorsque M varie sur le cercle. 

20 La droite de Simson relative à M coupe le cercle d’Euler du triangle ABC 
en deux points N et P. Montrer que les arcs décrits par N et P lorsque M varie sont 
dans le rapport — 2. 

3° En déduire qu’il y a sur le cercle ABC trols points dont la droite de Simson 
est tangente au cercle d’Euler. Étudier la figure formée par ces trois points M,, 
Ma et M, et par les points M’,, M'a, M’, correspondants. 


— Construire un triangle ABC connaissant : 
© 204. L’angle A et les longueurs des médianes Issues de B et C. 


@ 205. Les angles B et C ainsi que la distance OH du centre du cercle circonserlt 
à l’orthocentre. 


@ 206. Le sommet A, le centre de gravité G et sachant que les sommets B et C 
appartiennent à deux droites (ou cercles) données. 


© 207. Le rapport des côtés AB et AC, l’angle A et le périmètre du triangle. 
@ 208. Les longueurs AB et AC ainsi que celle de la bissectrice intérieure AD. 


@ 209. Étant donné un triangle ABC, inscrire dans ce triangle un carré MNPQ 
de telle sorte que M et N soient sur le côté BC, P sur le côté CA et Q sur le côté AB. 
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© 210. Étant donné un demi-cercle de diamètre AB, inscrire dans ce demi-cercle 
un carré MNPQ de façon que M et N solent sur AB, P et Q sur l'arc du demi-cercle. 


@ 211. On donne un cercle C et une drolte D. Construire un cercle dont le centre 
& soit sur la droite D, passant par un polnt donné A de cette droite et tangent au 
cercle C. s 


© 212. 1° Lieux des points de contact des plans parallèles à un plan P, tangents à 
une sphère variable « inscrite dans un cône de révolutlon (T) donné. 
2° Construire une sphère o inscrite à (T) et tangente à P. 


© 213. Le sommet A et le cercle O circonscrit au trlangle ABC sont fixes, tandis que 
langle (AB, AC) est constant. On achève le parallélogramme BACD. 

1° Lieux du centre de gravité G et de l’orthocentre H du triangle ABC. 

2° Lieux du point D et de l’orthocentre Hz, du triangle BCD. 

3° Lieux du centre de gravité G, et du centre du cercle O, clreonscrit au 
triangle BCD. 


© 214. On considère deux cercles fixes a(R) et «’(R’) tangents intérieurement 
et deux rayons parallèles et de même sens oM et wM’. 


1° Soit O(e) un cercle quelconque et OP le rayon parallèle à wM et de même 
sens. Montrer que les enveloppes de MM’, PM et PM’ sont trois points fixes alignés 


IA 
I, A et A’. Calculer en fonctlon de R, R’ et p le rapport T 


2° On se donne deux points A et A’ alignés avec I. Déterminer le lieu du polnt 
de rencontre de AM et A'M’. 


© 215. On donne dans un plan deux droltes rectangulaires Or et Oy et sur Ox deux 
oints fixes P et P’ de part et d’autre de O. Un point varlable I est équidistant de 
et P” et les droites IP et 1P’ coupent Oy en A et A’. 
1° Solent w et w’ les centres des cercles POA et P’OA’. Montrer que Oulw’ est 
un parallélogramme, que l’un des centres d’homothétie des deux cercles est fixe et 
trouver le lieu de l’autre. 
2° Les deux cercles w et & se coupent en O et M. Trouver le lleu de M et démon- 
trer que les points I, A, A’, M sont cocycliques. 
ie ontrér que le cercle décrit sur AÀ’ comme diamètre reste tangent à deux 
oltes fixes. 


© 216. Soient G, H et O le centre de gravité, l’orthocentre et le centre de la sphère 
circonscrite relatifs au tétraèđre orthocentrique ABCD. On désigne par A,, B,, 
Cw D, les centres de gravité des faces, par A’, B’, C’ et D’ les pieds des hauteurs. 

1° Montrer que H, G et O appartiennent au plan AA’A, et sont alignés, puls 


que : GA = — 3 GÁ: et GÉ + GÔ = 0. 
2° Soit œ la sphère circonscrite au tétraèdre A,B,C;D.,. Montrer qu’elle se déduit 
de la sphère O par les homothéties (, -5 et ( H, + 3) et qu’elle passe en outre 


par A’, B’, C’, D’ et par les points «, 8, y, 3 qul divisent AH, BH, CH et DH dans le 
rapport — 2 (Sphère d'Euler ou des 12 points). 

3° Montrer que les millleux des arêtes et les pieds des perpendiculaires communes 
à deux arêtes ppp sont également 12 poinis d’une même sphère de centre G qul 
contient les cercles d’Euler des quatre faces du tétraèdre ABCD. 


@ 217. Soient deux axes rectangulaires Or et Oy, un point fixe A sur la demi- 
drolte Ox, un point fixe B sur la demi-droite Oy (OA > OB). On désigne par (a) 
B es quelconque tangent en A à Ox et par (p) un cercle quelconque tangent en 
y. 

1° Un cercle (x) étant donné, construire les cercles (8) tangents à ce cercle (a). 
Nombre de solutions. 

2° M désignant le point de contact de deux cercles (x) et (8) tangents entre eux, 
on appellera B’ le point où la droite AM recoupe (8) et A’ le point où la droite BM 
recoupe (x). Montrer que le lieu de B’ quand les cercles (x) et (8) varient en restant 
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tangents se compose de deux droites que l’on appellera b, et b}. De même le lleu 
de À’ se compose de deux droites a, et & respectivement parallèles à b, et bz. 

3° On suppose que les cercles {«) et (8) varient en restant tangents, A’ étant sur 
a, et B’ sur b,. Montrer que le lieu de M est un cercle T et que la tangente commune 
aux cercles (a) et (8) coupe T sous un angle constant. Qu’arrive-t-IT si l’on suppose 
A’ sur a et B’ sur b}? 

4° Déterminer les cercles (x) et (8) de telle manière qu’ils solent tangents entre 
eux et égaux. Nombre de solutions. (Paris.) 


© 218. Le plan est rapporté à deux axes rectangulaires fixes r'Ox, y'Oy. On marque 


sur y’Oy le point fixe A d’ordonnée OA = h. On considère un triangle variable T 
de sommet A, dont l’axe z'Ox porte les deux autres sommets B et C et tel que le 
cercle circonscrit soit tangent en A à la droite y'Oy. 

1° Que peut-on dire de l’orthocentre H du trlangle T? Trouver et limiter le lleu de 
son centre de gravité. Examiner comment varle le cercle passant par les mllleux 
des trois côtés. 

29 On projette orthogonalement le point A en K et K’ et en L et L’ sur les blssec- 
trices intérieures et extérleures des angles B et C du triangle T. Montrer que les 
quatre polnts K, K’, L, L’ sont alignés sur une droite fixe. 

3° Quelle relation indépendante de h vérlfient constamment les côtés du triangle 
ABC ? (Espagne.) 


© 219. On considère en géométrie plane la transformatlon ponctuelle T définie 
de la façon suivante : on donne une droite fixe (D) et deux points fixes distincts 
A et B; on suppose que B n’est pas sur (D) et que la droite AB n’est pas parallèle à 
(D). Le point M transformé de m par la transformation T est l’homothétique de A 
dans l’homothétie de centre varlable m qui transforme B en un point varlable P 
de la droite (D). 

1° Construire M quand on se donne m en dehors de la droite (U) menée par B 
parallèlement à (D). Construire m quand on se donne M en dehors de la drolte (V) 


déduite de (D) par la translation du vecteur BA. 
2° Soient M et M’ les transformés respectifs de m et m’, P et P’ les points où les 


droites mB et m’B’ rencontrent (D). Le vecteur PM’ correspond au vecteur PM 
dans une homothétie (ou une translation) variable avec m et m’. En déduire que les 
droites mm’ et MM’ concourent sur (D) ou sont parallèles à (D). 

3° Démontrer que le lieu de M est une droite L quand m décrit une drolte ! 
distincte de (U). 

4° Montrer que L est parallèle à la droite qui joint A au point I intersection des 
droites / et U. (Poitiers. ) 


© 220. Soit un système d’axes rectangulaires Or, Oy et une droite D coupant Ox 
en M et Oy en P. 

1° Lieu géométrique du centre w du cercle r circonscrit au triangle OMP lorsque 
la drolte D varie en restant parallèle à elle-même, l’abscisse de M étant positive. 
Montrer que les cercles T sont tangents en O à une droite fixe dont on précisera la 
direction par rapport à D. Lieu des points de contact des tangentes aux cercles r 
parallèles à Or. 

20 On considère une droite fixe A d’équation y = a coupant les cercles T définis 
au 1° en B et C. Lieux géométriques des centres des cercles inscrit et ex-inscrit 
dans l'angle O au trlangle OBC lorsque le cercle T varle. 

30 Construire le cercle r de façon que OB = k OC, k nombre arithmétique donné. 

4° Les tangentes en B et C au cercle r se coupent en A et F est le milieu de BC. 
Lieux des centres] et J des cercles inscrit et ex-inscrit dans langle A au triangle 
ABC. Sl m désigne la pente de la droite OI, quelles sont les équations des lieux de 
let J? Que peut-on dire des points A, F, I, J? Quelle relation existe entre les ordon- 
nées de À, de I et de J? En déduire l’équation du lieu de A. Cas où m = 1. 


(Maroc. ) 


[DIXIÈME LEÇON | 


SIMILITUDE PLANE DIRECTE 


e 235. Définition. — On appelle similitude plane directe le produit 
d'une homothétie par un déplacement dans le plan. 

Or, toute homothétie négative H (O, — à) est le produit de l’homothétie posi- 
tive H (O, k) par la symétne-point S(O). Dans le pla , le produit de la symétrie- 
point S(O) par le déplacement D est un déplacement D’. On obtient donc : 

H(0,— k) x D= H(0, X xS(0)x D=H(0,k x D’. 
Toute similitude plane directe est le produit d’une homothé- 
tie positive de rapport k par un déplacement d’angle 8. 
k est le rapport de la similitude et 6 l'angle de la similitude. Deux figures F et F’ 


omologues dans une similitude plane directe sont dites directement, semblables. 
Notons qu'un déplacement plan est une similitude de rapport l et qu'une homo- 
thétie dans le plan est une similitude d'angle nul ou égal à x. 


s cr Propriétés. — Dans toute similitude plane directe S de rapport k et 
angle 0 : 


1° Le rapport de deux segments homologues est égal au 
rapport de similitude et l’angle de deux vecteurs homologues 
est égal à l’angle de la similitude. 


L’homothétie positive (O, k) transforme AM en AM, = k AM ct le déplace- 
ment D transforme AM; en AM tel que A'M’ = AM, et (AM, , AM) = 0 
Donc : AM =kAM et  (AM.AM) = 0. 
2 Un angle orienté a pour homologue un angle orienté égal. 
L'égalité (AB , A'B’) = (CÒ , CD’) = ð entraîne (n° 42) : 
(AB.CD) = (AË, CD). 
e 237. Théorème. — Toute similitude plane directe est définie 


par la donnée de deux vecteurs homologues AB et AP. 
Toute similitude transformant AB en A'B’ (fig. 211) a pour rapport k = SE 
D'après ce qui précède l’homologue M’ d’un point quelconque M vérifie : 


(AB, AM) = (AB, AM) et A'M = &AM. 
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Ce qui suffit à déterminer le point M”. C'est le point qui avec A’ et B' forme 
un triangle A'B'M' directement 
semblable au triangle ABM. 


e 238. Corollaires. — |° Si 
le point M n'est pas sur la droite 
son homologue M' est défini 
par: (A'B', A'M’) = (AB, AM) 
et (A'B', B'M’) = (AB, BM). 
relations suffisent donc 
pour que les deux triangles ABM 
et A'B'M' soient directement 
semblables : 

Pour que deux triangles soient directement semblables, il 
faut et ñ suffit qu’ils aient deux angles de droites respec- 
tivement égaux. 

20 Une similitude plane directe ne peut avoir plus d’un point double car si 
À et B coïncident avec À’ et B’, il en est de même de M et M’ et on a affaire à la 
transformation identique. 


Fig. 211. 


e 239. Théorème fondamental. — Toute similitude per directe, 
autre qu’une translation admet un point double unique O et 
est équivalente au produit commutatif d’une homothétie et 
d’une rotation de même centre O. 

1° Soit S une similitude de rapport k et d'angle © définie par les vecteurs homo- 


logues AB et Ä'B' (fig. 212). On a donc (n° 236) : 


(AB.AB)=0 et A'B'=kAB. (1) 
Le point double O, s’il existe, vérifie les relations : 
(OÁ, OA’) =0 et OA =kOA. D) 


Fig. 212. Fig. 213. 


Le point O est donc l'intersection unique de l'arc de.cercle AA’ capable de 
l'angle de vecteurs 8 (n° 58) et du ere (où droite) lieu des points M du plan 
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tels que NE = k (n° 93). ll n’y a exception que si l'on a simultanément k = | 
et 0 = Q, c'est-à-dire si S est une translation. 

Les relations (1) et (2) donnent alors : (OÅ, OÅ’) = (AB, AB) soit 

(AB, A0) = (AB, AÓ). Cette relation jointe à A'O = k AO montre que le 
point O est invariant dans la similitude S définie par AB et A'B’. 
_2 La similitude S est donc, aussi bien, définie par les vecteurs homologues 
OA et OA’. Or l'homothétie (O, k) transforme OA en OA; et la rotation (O, 6) 
transforme OA; en OA’, De même la rotation (O, 6) transforme OA en OA; et 
l’homothétie (O, k) transforme OA: en OA’. Le produit commutatif de l'homo- 
thétie (O, h) par la rotation (O, 0) est une similitude directe qui transforme OA 
en OAÂ' donc (n° 237) équivalente à S. 


Le point O se nomme centre de la similitude S que nous représenterons par le 
symbole S(O, k, % Notons que cette similitude est aussi le produit de l'homo- 
thétie négative H (O, — k) par la rotation (O, 8 + x). 


e 240. Corollaires. — 1° La similitude S (O. k, 0) qui transforme 
M en M' est caractérisée par les relations : 
(OM,OM') =0 et OM' =kOM. (1) 
Le triangle OMM’ qui reste directement semblable à lui-même est le triangle 
caractéristique de la similitude S (fig. 213). 


20 Toute similitude est définie par son centre O et un couple 
de points homologues M et M’. Les relations (1) déterminent k et 6. 


3 D'autre part, le point M est le transformé de M’ dans la similitude 
S(O, 1, — 6). La transformation n'est donc réciproque que dans le cas où 
k = 1,0 = x, c'est-à-dire dans le cas de la symétrie par rapport à O. 


e 241. Propriétés du centre de similitude. — 1° Soit A M' le transformé 
du vecteur AM dans la similitude S (O, k, 8). Les relations 
OM'=RkOM et (OM, OM’) =6 montrent que: 
Le centre de similitude appartient aux cercles lieux des points dont le rapport des 
istances à deux points homologues M' et 
M est égal à k et aux arcs capables de 
l'angle de vecteurs 8 relatifs à deux point 
mologues. 
2° Soient H et H’ les projections de 
O sur les axes homologues Ax et A'x’ 
qui se -coupent en I (fig. 214). Les 
points H et H’ sont homologues dans la 
similitude : (Hx, HÓ) = (Hx, H'O) et 


OH! = k OH. On a donc entre les 
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distances orientées de O aux deux axes A'x et Ax (n° 231) la relation : 
[o. A7] = k [o. A3]. 


Le cenire de similitude appartient aux droites lieux des points dont le rapport des 
distances orientées à deux axes homologues A'x’ et Ax est égal à + k. 


o 242. Théorème. — Le centre de similitude, deux points 
homologues et l’intersection de deux droites homologues 
issues de ces points sont sur un même cercle. 

Soit I le point d'intersection des droites. homologues AM Let AM dans la 
similitude (O, k, 9) (fig. 215). L'égalité (OA, OA’) = (AM, A'M’) =0 + 2kr 
entraîne (OA , OA’) = (IA , IA’) = 9 + kr. Les quatre points O, I, A et-A’ sont 


donc sur un même cercle et il en est de même de O, I, M et M’. 


me de D, L $ 
Le centre O de.la similitude définie par AM et A'M’ est donc le second point 
commun aux cercles IAA’ et IMM’. 


Fig. 215. Fig. 216. 


o 243. Remarques. — 1° Soit O le centre de la similitude S (O, k, 0) qui 


transforme AB en A'B’ (fig. 216). Les triangles OAA’ et OBB sont directement 
semblables (n° 240) et il en est de même des triangles OAB et OA’B’ car ils sont 
homologues dans la similitude S : ' 


Si deux triangles OAA’ et OBB’ sont directement semblables 


il en est de même des triangles OAB et OA'B'. 

2° Les triangles OAA’ et OBB’ étant directement semblables se correspondent 
dans une similitude S’ de centre O qui transforme AA’ en BB’. I Donc: __ 

Le centre de la similitude qui transforme AB _en A'B’ est 
aussi celui de la similitude qui transforme AA' en BB’ 


3° En désignant par C le point de rencontre de AA’ et BB’ et par C le point 
de rencontre de AB et A'B’, on voit d’après le théorème n° 242 que les quatre 
cercles AA'C', BB'C', ABC et A'B'C sont concourants en O. On retrouve la 
propriété du quadrilatère complet établie au n° 69. 
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o 244. Transformées d’une droite et d’un cercle. — {° Toute similitude 
transforme une droite D en une droite D’. Réciproquement la droite donnée D' 
est la transformée de la droite donnée D dans toute similitude qui transforme 
un vecteur donné AB de D en un vecteur donné A'B’ de D’. La droite D’ est 
aussi la transformée de D (fig. 214) dans la similitude qui a pour centre un point 
O quelconque non situé sur D ou D’ et dans laquelle la projection H de O sur D 
a pour homologue la projection H’ de O sur D’. 


Fig. 217. Fig. 218. 


22 La similitude (O, k, 0) transforme (fig. 217) le cercle donné (w, R) en un 
cercle (w’, R’). Le centre w de ce cercle est le transformé de « et son rayon R’ 
est égal à BR. Lorsqu'il existe l'angle des tangentes menées de O au cercle ù est 

à l'angle des tangentes menées de O au cercle w. On dit que les cercles « et o 
sont vus du point O sous le même angle. 

Réciproquement un cercle donné (w, R’) est le transformé du cercle donné 


(«, R) dans toute similitude de rapport k = R qui transforme le point w en w. 


Pour qu'un point O soit le centre d’une telle similitude il faut et il suffit que : 
i I 

ös =R: Le lieu du point O est donc le cercle ayant pour diamètre le segment 

IJ qui joint les centres d'homothétie I et J des deux cercles w et œ’, Ce cercle 

est j cercle de similitude des deux cercles donnés et le lieu des points d'où on les voit 

sous le même angle. 

En particulier (fig. 218) si les cercles donnés sont sécants en A et B, il se 
correspondent dans la similitude de > centre À qui transforme © en «', 
L'égalité des angles homologues (oA, oM) = (wA, wM’) entraîne l'égalité 
(BA, BM) = (BA, BM’) ce qui montre que MM' passe par B. 

Deux cercles sécants se correspondent dans une similitude 
qui a pour centre l’un de leurs points communs, et la droite 


qui joint deux points homologues sur ces cercles passe par 
l’autre point commun. 


Il en résulte que le triangle : AMM' reste directement semblable au triangle Aow’, 
que l'angle de la similitude (AM,AM') est égal à l'angle (Aa, Ao’) = V, c'est- 
à-dire à l'angle en A des deux cercles orientés dans le même sens (n°67). 
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e 245. Produit de similitudes planes directes. — La similitude directe 
S, (O4, kı, 61) transforme la figure F en F; et la similitude directe S, (Oz, ka, 0 
transforme a figure F; en F,. Les figures F et F, directement semblables à F, 
sont directement semblables entre elles et se correspondent dans une similitude 
S. Désignons par ÀB; le transformé de AB dans la similitude S, et par A,B; le 
transformé de A,B, dans la similitude S3. 


Ona: ABe = kz AB, = kika AB | 
et (AB , AaB) = (AB ,A,B,) + (AB, AB) = 0, + 64. 


Le produit des similitudes S, et Sg est donc une similitude S dont le rapport k 
est égal à kiks et dont l'angle 8 est égal à 8, + 62. Ce résultat se généralise : 

Le produit de plusieurs similitudes directes de rapports 
respectifs kı, kz... kn et d’angles 01, 0: … On est une similitude 
directe S de rapport k = kı k:… kn et d'angle 9 = 9, +6, +. +6, 

En réduisant la valeur de 8 de façon à avoir — x < 9 < x les différentes 
éventualités pour S sont données par le tableau : 


0—0 0 =r o Ż0 etr 


k=1 Translation Symétrie-point O Rotation (O, 0) 


Homothétie (O , k) |Homothétie(O,—k)| Similitude (O, k , 6) 


RAI 


o 246. Similitude plane inverse. — C'est le produit d'une similitude 
plane directe par une symétrie-droite dans le plan. cette transformation 
deux segments homologues sont dans un rapport constant k et deux angles 
orientés homologues sont opposés. 


Une similitude plane inverse X est définie par la donnée de deux vecteurs 
homologues AB et A'B'. Si A'B' = k AB l'homologue M’ de tout point M 


duplan eat défini. par 
(A'B',AM)——(AB,AM) 
' = k AM 


et AM’ = k AM. 


Pour k= | on a affaire à 
un antidéplacement (n° 163). 
Supposons donc Æ | 
(fig. 319) ) et par le point Í tel que 


IA' + kIA = 0 menons l'axe À 
tel que (AB, À) = (X, A'b’). La 
symétrie-droite d'axe À trans- 
forme A'B' en un vecteur AB 
tel que AiB, = k AB. Le vec- 
teur A;B; est donc le transformé Fig. 219. 
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de AB dans une homothétie positive (w, k) dont le centre œ appartient à A bissectrice 

extérieure de l'angle (IA „1A;) cr 2A = lM k, Le produit de l'homathétie (0, À 
hag j — — 

par la symétrie d'axe À est une similitude inverse qui transforme AB en A'B’. Ce 

produit commutatif est donc équivalent à la similitude inverse È. 

Toute similitude inverse de rapport k Æ | est le produit d’une homothétie 
positive de rapport k par une symétrie droite dont l'axe À passe par le centre © 
de l’homothétie. 

On peut remplacer l'homothétie (w, k) par l'homothétie (œ, — k) à condition de rem- 
placer A par la droite A’ perpendiculaire en œ à A. On en déduit que 

Le point w est le seul point double : centre de la similitude. 

Les droites A et A’ sont les seules droites doubles, À est l'axe positif et A' l'axe négatif. 
Ces droites À et A’ sont respectivement les lieux des points qui divisent intérieurement 
et extérieurement le segment M'M qui joint deux points homologues dans le rapport k. 

point © appartient aux cercles lieux des points dont le rapport des distances à deux 
points homologues M’ et M est égal à k, et aux droites lieux des points dont le rapport. des 
distances orientées à deux axes homologues D’ et D est égal à — k. 

Notons que le produit de deux similitudes planes inverses est une similitude plane 
directe et que le produit d'une similitude plane inverse par une similitude plane directe 
est une similtude plane inverse. 


APPLICATIONS. 


© 247. Propriétés géométriques. — La similitude permet d'établir un 
grand nombre de propriétés, en particulier des relations angulaires ou métriques 
entre les éléments d'une figure. 


EXEMPLE — On considère un tie ABC et un point donné D. On construit les trian- 
gles ADE et DBF directement semblables au triangle ABC. 

Comparer les triangles ABD, ACE et CBF. Trouver la nature du quadrilatère CEDF. 

1 Les triangles ABC et ADE étant directement semblables (fig. 220) il en est de même 
des triangles ABD et ACE. Les triangles BAC et BDF étant directement semblables il en 
est de même des triangles BAD et BCE. Les trois triangles ABD, ACE et CBF sont donc 
directement semblables. On peut donc échanger les rôles de C et D. 


E, D D 


À B C 
Fig. 220. Fig. 221. 


2° Désignons par & l'angle (AB, AC) et posons AC = k AB. La similitude (A. k, a) 


transforme BD en CE tandis que la similitude (D, k, x) transforme BD en FD. Les rela- 
tions: CE = kBD et FD = kBD donent CE = FD 


(BD,CÉ) = « et (BD,FD)=«, donnent (CÉ,FD) = 0. 
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Les deux vecteurs CË et FD sont égaux et le quadrilatère CEDF est un parallélogramme. 


REMARQUE. — La configuration formée par les trois triangles directement semblables 
ABC, ADE et DBF se rencontre sous des aspects variés dans un grand nombre de ques- 
tions. On peut la rétablir dès que l'on en connaît quatre points autres que les sommets du 

arallélogramme CEDF (seul le cas où À, B, E et F sont donnés est assez délicat. Il fait 
‘objet de l'exercice n° 243). 

Ainsi (fig. 221) lorsqu'on se donne À, C et les deux points E et F confondus en J, on 

obtient un quadrangle inscriptible ABCD que nous retrouverons sous le nom de qua- 


drangle harmonique, et dans lequel on peut échanger les deux couples AB et CD (n° 353). 


e 248. Lieux géométriques. — Établissons la propriété suivante : 


Lorsqu'un triangle OMM' qui a un sommet O fixe varie dans 
son plan en restant directement semblable à lui-même : 

1° Les courbes décrites par M et M’ sont directement sem- 
blables. 

2 Tout point P formant avec M et M’ un triangle directement 
semblable à un triangle fixe décrit une courbe semblable aux 
deux premières. ; 

1° Posons (OM, OM’) = 8 et OM’ = k OM (fig. 222). Les deux nombres 0 
et k sont constants. Le point M’ se déduit du point M dans la similitude (O, k, 0). 
z courbe A décrite par M’ est donc directement semblable à la courbe (C) 

écrite par M. 


Fig. 222. Fig. 223. 


2 Le quadrangle OMMP reste semblable à lui-même. ll en est de même 
du iriangle OMP et le lieu de Pest une courbe (y) directement semblable à (C) 
et à (C). | 

Notons que la propriété subsiste lorsque P est un point qui divise MM’ dans 
un rapport algébrique donné. 


e 249. Divisions rectilignes semblables. — En particulier (fig. 223) si 
un point M décrit un axe A, son transformé M’ dans la similitude donnée 
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(©, k, a) décrit un axe A”, A toute division de l'axe A correspond une division 
semblable de l'axe A’. En désignant par À’ et B' les transformés des points À et B 
M'A Z MA @ 
MB ME 

rev @MM' passe par l'intersection 1 de A et A’ (n° 242). D'après ce qui 
précède : 

Tout point remarquable lié au triangle MM décrit une ut et la division 
décrite sur cette droite est semblable à celle décrite par M sur A 


deAona: AM— = kAM 


Il en est ainsi de tout point P divisant le vecteur MM dans un rapport donné, du milieu 


N de MM’, de la projection K de © sur MM’, qui ar He droite de Simson fixe de ù par 
rapport au trangle IMM’, du centre O du cercle ©MM' (médiatrice de wl). Il en est de 
même de de l'orthogere H du triangle IMM' qui Dr la droite de Steiner fixe de ù par 
rapport au triangle IMM’, et MH restant parallèle à elle même, les divisions décrites par 
H sont semblables ky après le théorème de Thalès. 
Réciproquement M et M’ décrivent sur À et A’ des divisions semblables si : 


1 M et M' vérifient l’une des relations (1) car elles entraînent 
AM' =kAM_ e (AM,AM') = a. 
20 Si le-cercle IMM' coupe le cercle IAA’ enun point fixe œ car (n° 244) les triangles 
wAM et &A'M' restent directement semblables. 


30 e le point M, décrivant une droite A», les droites M,M et M,M' sont respectivement 
parallèles à des directions a; E 3 


e 250. Divisions circulaires directement semblables. — Lorsque (fig. a 
le point M décrit un cercle (O, R) son transformé M' dans la similitude (o, k 
décrit un cercle (0’, R’). Si A et A’ sont des positions particulières de M et M’ 
on a la relation caractéristique : 


(0Á, OM) = (O'A, OM). 


Fig. 224. Fig. 225. 


Le point d'intersection N de OM et OM’ décrit (deux fois) le cercle #00’ 
de centre l; le point d’'intersection P de AM et A'M’ décrit le cercle AA’ de 
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centre Je et tout point remarquable du triangle ©MM' décrit un cercle ayant 
pour centre son homologue du triangle semblable wOO' et vu de w sous le même 
angle que les cercles O et O' 


Il en est ainsi du milieu de MM’ (cercle centré au milieu de OO’, de la projection 
H de w sur MM’ (cercle centré en K projection de w sur OO’), du centre J du cercle 
@MM' (cercle centré en l et passant par Jo) etc... 

Réciproquement on reconnaît que M et M’ décrivent respectivement sur r deux cercles 
donnés O et O’ des divisions directement semblables si l’un des angles (OM, oM’). 
(AM, AM) ou (AM, BM’) est constant, si en particulier AM et BM’ sont parallèles ou 
perpendiculaires et d'une façon générale si M et M’ décrivent des arcs homologues de 
même mesure algébrique. Si les cercles O et O’ sont sécants en À, il suffit que l'angle 


(AM, AM) soit constant. 


o 251. Problème de construction. — Construire un triangle ABC direc- 
tement semblable à un triangle donné «By connaissant le point A et sachant que B 
et C appartiennent à un cercle donné O. 

i i I i i ; fuis jai O 
a O a es DO à vue O ne 
cercle O dans la similitude de centre A qui transforme AO en AO". Si les deux cercles O 
et O' sont sécants le point B qui correspond au 1 point d'intersection C est le transformé de 
C dans la similitude qui transforme AO’ en AO. 
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o 252. Définition. — On appelle similitude directe dans l’espace 
le produit d’une homothétie positive et d’un déplacement. 

Le rapport de deux segments homologues A'B’ et AB est égal au rapport k 
de l’homothétie et constitue le rapport de similitude. Deux angles homologues 
sont égaux, deux triangles (ou deux polygones) homologues sont semblables. 
L’homothétie positive transformant un edre orienté en un dièdre orienté 
égal il en est de même de la similitude envisagée. 


o 253. Théorème. — Une similitude directe est définie par 
nee de deux triangles homologues semblables ABC et 


Le transformé de tout point M de l'espace est en effet déterminé par la 
double condition suivante : ae 

1° Les dièdres orientés (C', A'B', M'} et (C, AB, M) sont égaux. 

2° Les triangles A'B'M' et ABM sont semblables. 

La première condition fixe le demi-plan A'B'M' d'arête A'B’ et la seconde 
la position unique du point M’ dans ce demi-plan. 

Si A'B’ = AB, c'est-à-dire si À = |, la similitude directe est un déplacement. 
Nous supposerons donc k < 1. Lorsque M décrit une figure F, son homologue M’ 
décrit une figure F' directement semblable à F. 
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o 254. Théorème. — Toute similitude dirècte de l’espace est 
équivalente au produit d’une homothétie (O, k) et d’une rota- 
tion dont laxe À passe par le centre de cette homothétie. 

Soient F et F’ deux figures homologues dans la similitude S de rapport k envisagée et 

js soit | le centre de Thomothétie (Lk) 
qui transforme un point donné M en 
son homologue M’ dans cette simili- 
hue pe amathis eme n 
gure F en une figure F, égale 
figure F’. Les figures égales F et F’ 
ont un point homologue commun M’, 
figure F’ est donc la transformée 
de F, dans une rotation R (8, 6) dont 
l'axe à est issu de M’ (n° 181) et 
S = H(l, $ x R(6, 6). 

Dans cette transformation le plan P 
mené par | perpendiculairement à 8 
7 est invariant, et un triangle donné 

Fig. 226. ABC de ce plan a pour transformé 

, un triangle A'B'C' directement sem- 

blable à ABC dans ce plan. Soit O le centre de la similitude plane directe qui, dans le 
plan P, transforme ABC en A'B'C' et soit A l'axe perpendicolare en O au plan P et 
de même sens que 3. Le produit commutatif de l’homothétie (O, À) par la rotation (A, 6) 
est une similitude directe qui transforme ABC en A’B/C', donc équivalente à S (n° 253). 

Le point O, qui est le seul point invariant et la droite invariante À sont le centre et 
l'axe de cette similitude S que nous représenterons par le symbole S(O, k, À, 6). 

L'axe A fait des angles égaux avec deux vecteurs ou deux plans homologues. Il en est 
de même du plan invariant P qui est, en outre, le lieu des points qui divisent les vecteurs, 
tels que M'M, joignant deux points homologues, dans le rapport k. 


o 255. Similitude inverse dans lespace. — On appelle similitude 
inverse dans l’espace le produit d’une similitude directe et 
dune symétrie par rapport à un point ou par rapport à un 
plan. 

Dans cette transformation le rapport de deux ents homologues est 
égal au nombre constant k appelé rapport de similitude. Deux angles homologues 
sont égaux, deux triangles (ou deux polygones plans) homologues sont sem- 
blables, mais deux dièdres orientés homologues sont opposés. On verrait comme 
au n° 253 qu'une similitude inverse est définie par la donnée de deux triangles 
homologues semblables ABC et A'B'C’. Deux figures homologues de l'espace F 

-et F’ sont dites inversement semblables et toute homothétie de rapport — k 
transforme F en une figure F, égale à F’. 


Si kt Î le théorème n° 254 reste valable pour une similitude inverse à condition de 
considérer une homothétie de rapport — k. 

Si k = 1 les figures F et F’ sont symétriques. La transformation se réduit par la même 
méthode au produit de la symétrie par rapport au plan invariant P par une rotation dont 
l'axe A est perpendiculaire à P ou par une translation parallèle à P (dans ce cas il n'y a pas 
de point double). Le plan invariant P est le lieu des milieux des segments joignant deux 


points homologues des figures F et F’. 


o 256. Théorèmes. — 1° Le rapport des aires de deux polygones 
semblables est égal au carré du rapport de similitude. 


Que la similitude de rapport k soit directe ou inverse le rapport de deux 
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segments homologues est égal à k. Soient AH et A'H'’ les hauteurs homologues 
des deux triangles semblables ABC et A'B'C'. On a : 


Same = ] B'C.A'H = lk BC.k AH = k l BC AH = $? Saso. 


Si le polygone F, d'aire S, se décompose en triangles d'aires s, Sas Sn le 
polygone semblable F’, d'aire S’, se décompose en triangles respectivement 
homologues, d'aires s'4, 5's … S'ne On a : 


S'= sit shat at S'n = ko + kese + oe + kesa = kè (s1 F sat -e H s)—k2S. 
Soit So 


2 Le rapport des volumes de deux polyèdres semblables est 
égal au cube du rapport de similitude. 


Soient B et B' les aires de base de deux pyramides semblables, h et k’ leurs 
hauteurs, V et V’ leurs volumes respectifs. On a : 


VO BK = 4 KB x kh = kè x à Bh = K V. 


Décomposons le polyèdre P en pyramides de volumes respectifs v1, Va … Un et 
le polyèdre semblable p en pyramides homologues des précédentes, de volumes 
respectifs v'i, V'a … U'n. En de par V et V' les volumes des polyèdres P 
et P’, on obtient : 


V' =v H vg.. -H O'n = ko + hu... + ko, = koi + ve... +0) =V 


d'où : ká = p. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Similltude plane. (Toulouse, ME.) 


— Définition de la similitude plane. Montrer que toute similitude plane a un 
point double. (Nancy, MT.) 


— Deux figures d’un même plan directement semblables peuvent en général 
se déduire l’une de l’autre par une rotation et une homothétie de même 
centre. (Athènes, ME.) 


— Rapport des volumes de deux polyèdres semblables. (Toulouse, ME.) 


158 GÉOMÉTRIE 


EXERCICES 


© 221. On considère dans le plan une droite À, un point fixe A non situé sur A 
et un trlangle rectangle isocèle variable ABC ayant le sommet de l’angle droit B 
sur À. 

1° Lieu du sommet C lorsque B décrit A. 

2° Lieu des milieux des côtés et du centre de gravité du triangle ABC. 


© 222. Soit un trlangle AOB rectangle en O. Un point variable M décrit la perpen- 
diculaire en A à la droite AB. La perpendiculaire en O à OM coupe AB en M’. 

1° Montrer que le triangle MOM’ reste semblable à un trlangle fixe, 

2° Lieu du milieu de MM’ et du sommet P du rectangle MAM'P. 


© 223. Une similitude plane directe de centre O transforme A en A’. Construire 
un point M et son transformé M’ connaissant : 

1° La droite MM’ 2° Un vecteur V égal à MM’ 

8° Le milieu P de MM’ 4° La médiatrice de MM’. 


© 224. Solt « le point commun aux cercles ABC, ABC’ etc. du quadrilatère complet 


ABCA’B'C'. Démontrer que les trois angles (A 0A), (vB y vB’), (oG ; LÉ) ont 
même bissectrice et que les trois produits wA . wA’, œB . wB’ et wC. wC’ sont égaux. 


© 225. Un angle xOy = 2x tourne autour de son sommet fixe O de façon que le 
point fixe A reste à son intérieur. 
o Lleu des centres des cercles « passant par A et tangents aux côtés de l'angle 
zOy. 
2° Lieux des polnts de contact des cercles w et des côtés de langle. 


© 226. Soient deux droites parallèles A et A’ et un point fixe O. Une sécante va- 
cd issue de O coupe A et 4’ en M et M’. Soit œ le centre du cercle de diamètre 


1° Lieux des points de contact des tangentes issues de O au cercle w. 
2° Montrer que chacun de ces lieux détermine une corde de longueur constante 
avec le cercle w. 


@ 227. Un trlangle varlable ABC a son sommet. A fixe, la droite BC fixe et l’angle 
(AB , AC) constant. 

1° Lieux des pieds des hauteurs BB’ et CC’ du triangle ABC. Préciser la position 
de ces lieux et trouver l’enveloppe de la drolte B'C’. 

2° Soit AA’ la hauteur issue de A. Dans le cas où les trois angles du triangle 
ABC restent aigus, montrer que le périmètre du trlangle A’B’C’ est constant. 


@ 228. Soient deux trlangles directement semblables OAM et OA’M' de hauteurs 
OH et OH. On désigne par w, 1, J les milieux de AA’, MA’ et M'A. Comparer les 
deux triangles wIJ et OHH’ et en déduire que les droltes IJ et HH’ sont perpendi- 
culaires. 


@ 229. On donne un cercle fixe de diamètre AB, un point M variable sur ce 
cerae et on construit le carré de sens direct AMNP. Trouver les lieux des points N 
et P. : 


@ 230. Étant donné un point A, un cercle de centre O, construire une corde BC 
de ce cercle telle que le trlangle ABC soit directement semblable à un triangle donné 
aßy. En déduire les trlangles ABC inversement semblables au triangle «ĝy. 


© 231. Soit un parallélogramme ABCD de centre O : 
1° Montrer que tout parallélogramme inscrit MNPQ a même centre O. 
2° Construire un losange d’angles donnés inscrit dans ce parallélogramme, 
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© 232. 1° Lleux des sommets des trlangles ABC semblables au triangle donné 
aßy et dont les côtés BC, CA et AB passent par des points fixes M, N, P donnés. 
à 2° MONT que deux tels trlangles se correspondent dans une similitude de centre 
xe D. 
8° Construire le triangle ABC connaissant un point remarquable du triangle ou 
la longueur BC. 


© 233. Solent I, J, K les milieux des côtés BC, CA et AB du triangle ABC, puis 
M, N, P les sommets de langle droit des triangles rectangles lsocèles de sens direct 
BMC, CNA et APB. N 

1° Appliquer au vecteur IN le produit des similitudes (c, va 3) et (2. 2 3) ` 


2° Comparer les triangles BMN et MCP et montrer que les trols droites AM, BN 
et CP sont concourantes. 


© 234. On construit les trlangles équilatéraux de sens direct BA’C, CB’A et AC'B 
de centres respectifs I, J, K. 
V3 m 


-> n 
1° Appliquer au vecteur IJ le prodult des similitudes ( C, V3, =) et GT) 


3 6 
et en déduire la nature du triangle IJK. 
2e Démontrer que les trois trlangles ABC, A'’B’C’ et IJK ont même centre de 
gravité. 


e 235. 1° Étudier le prodult des trols similitudes qui transforment respectivement 
BC en BA, AB en AC et CA en CB. 
Li 


2° Démontrer que le prodult des similitudes ( Ou tga, Š et (02 cotga, 3) est 


une symetrie point dont le centre I est celui de la rotation d’angle 2a qui transforme 
g en Or. 


© 236. La similitude S, transforme AB, en AB, la simliltude Ss transforme BÀ 


en BA, et la similitude Sọ de centre C transforme A;B en Ab.. 

1° Quel est le produit de ces trois similltudes? 

2° Soit C, le transformé de C dans S4. Démontrer que les trois triangles A,BC, 
AB,C, ABC, sont directement semblables, puls que les trois droites AA,, BB 
CC, sont concourantes en D. 


@ 237. 1° Construlre un quadrilatère ACBC, connalssant les sommets A et B, 
les angles (AG, AG,) = aet (Bé,, BC) = Bet les rapports Ri = ket PE = h 
(Construire d’abord un quadrilatère semblable AMPN et lui appliquer la similitude 


qui transforme AP en AB). 
2° Montrer qe C est le centre de la similitude produit S4 (A, k, a) X Ss (B, h,8) 
et C, celui de la similitude Ss X Sa. 


© 238. Dans un quadriladère convexe inscrlptible ABCD, on désigne par a, b, ¢, d 
les longueurs des côtés AB, BC, CD et DA. Soit E l’homologue de A dans la simi- 
litude de centre C qui transforme D en B. 

1° Montrer que ie point E appartient au prolongement de AB. 

2° Calculer la longueur BE et trouver le rapport des segments CA et CE. 

3° Construire le quadrilatère connaissant les longueurs de ses côtés. 


© 239. On considère un triangle ABC et trols triangles directement semblables 
entre eux BMC, CNA, APB. Soit Q le symétrique de M par rapport au milieu de BC. 
1° Quelle est la nature des quadrilatères BMCQ et NAPQ? 
2° Démontrer que les deux triangles ABC et MNP ont même centre de gravité 


et établir la relation AM + BN + CP = 0. 


© 240. Panitographe généralisé. — L'appareil se compose de quatre tiges OBA, ACM 
BM’ et CM’ articulées en B, A, C, M’ de façon à former un parallélogramme BACM-. 
Les deux premières tiges sont coudées en B et C de façon que les deux triangles 
OBA et ACM soient directement semblables. 
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1° Montrer que dans toute position de l’appareil ie triangie OM’M est directe- 
ment semblables aux deux précédents. 
a Le point O étant fixe les figures décrites par M et M’ sont directement sembia- 
bles, 
3° A quelie condition l’apparell peut-il servir pour effectuer une rotation plane 
d’angie a? 


© 241. On considère un quadriiatère convexe Inscriptible ACBD et on construit 
les triangles ADE et DBF directement sembiables à ABC. 

1° Montrer que E et F sont sur CD et que DE + DF = DC. 

2° Évaluer les produits AD .BC et AC. BD et en déduire la relation de Ptolémée : 


AB.CD = AC.BD + AD.BC. 


@ 242. On construit trois triangles directement semblabies OAB, COB et CDO. 

1° Démontrer que O est le milieu de AD, qu'Il est équidistant de AB, BC et CD 
puis que : OA? — OD? = AB.CD. 

20 Étudier le cas de l’angle A ou de l’angle B du triangle OAB égal à un droit. 


© 243. On salt que si les trois triangles ABC, ADE et DBF sont directement sem- 
blables le quadrilatère CEDF est un paralléiogramme de centre O. 

1° On construit le triangle ABR directement semblable à AOE. Démontrer que 
les triangles . ACR et AOD puls DOR sont directement semblables. En déduire les 
relatlons : (OA, OC) = (OC, OR) et OČ = OD2 = OA, OR. 

20° Connalssant À, B, E, F et par sulte O et R, justifier la construction sulvante 
de Cet D : On prend les intersections de la bissectrlce intérieure de langle {OA > OR) 


avec lé cercle passant par A et R centré sur la bissectrice extérieure de (OA, OR). 


© 24%. Solt un quadrilatère complet ABCA'B’C’ et « le polnt commun aux cercles 
ABC et AB'C’, on achève les parallélogrammes BA'B’D et CA'C'E. 
1° Démontrer que les triangles AuB’ et ABD ainsi que AoC et AC'E sont 


semblables. 
AD : AB. AB’ 
2° Les trois points A, D, E sont alignés et FE = XC. AG 


3e Montrer que les milleux de AA’, BB’ et CC’ sont allgnés. 


© 245. Solt J le centre de la similitude directe qui transforme AC en CB et D le 
symétrique de C par rapport à J. 

1° Montrer que J est aussi le centre de la similitude qui transforme AD en DB. 
Montrer que les cercles ACJ et CBJ sont tangents en CABG et AC. J 


2° Montrer que le triangle DAB est directement sembiable à JAC et JCB et 
ie quadrangle ABCD est inscriptlble. CB et que 


3° Construire un tel quadrangle connaissant A, B et J. 


ess. On considère quatre triangles directement semblables ABM, CDN, ADP et 
1° Préciser la nature du quadrilatère MPNQ. 
2° On achève les paraliélogrammes AMBR et CNDS. Montrer que les deux = 
drangles ABCD et PQRS ont même centre de gravité. ii Pe Re 


© 247. Soit O le centre de la similitude directe qui transforme AB en CD. O 
truit ies triangles ADM et CBN sembiabies à ABO. Montrer que M et N sont symé- 
triques par rapport au point O. 


© 248. Étant donné un quadrilatère ABCD et O le milieu de AD on constrult les 
triangles ABM et DNC directement semblables à OBC. Démontrer que ces trois 
triangles sont semblables au triangle ONM. 


© 249. Un quadrilatère ABCD est circonscrit à un cercle de centre O. Les droites AB 
et CD se coupent en E et la perpendiculaire en O à EO coupe AB et CD en I et J. 
1° Démontrer la similitude des triangles OIB, COB et CJO puis que l’on a : 


OË = OJ? — IB. JC = IA . JD. Comparer les divisions AIB et CJD. 
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2° Démontrer que le centre O du cercle Inscrit dans le quadrilatère est situé sur 
la droite MN qui Joint les milieux des diagonales AC et BD et que la dlvision MON 
est semblable à chacune. des deux divisions AIB et CJD. 


@ 250. Soit un quadrilatere ABCD. On construit les points I et I’ qui divisent AG 
dans le rapport =s CD et les points J et J’ qui dlvisent BD dans le même rapport. 


1° Montrer que IJ et I’J’ sont parallèles aux bissectrices de (AB, CD) et perpen- 
diculalres en w. 


2° Les cercles de diamètre IT’ et JJ’ se coupent en « et en O. Comparer les triangles 
OAB et OCD, «AB et wCD et enfin «AD et BC. 


@ 251. Une similitude Inverse est le produit de l’homothétie positive (O, k) par la 
symétrie par rapport à une droite A issue de O. Construire un point M et son trans- 
formé M’ connaissant : 

1° La droite MM’, un vecteur égal à MM’ ou le cercle OMM’; 


PR Le milieu P de MM’ (transformer P en P’ et montrer que OM est parallèle à 
); 


3° La médiatrice de MM’ (elle coupe A sur le cercle OMM’). 


@ 252. Soit A” le transformé dl de A’ dans la similitude inverse de centre w, d’axe 


A et de rapport k définle par AB et A'B’. 
1° Montrer que w est l’Intersection de AA” avec la tangente en A’ au cercle AA'A”. 


En déduire une construction de w et de A connaissant AB et A'B’. 

2° Montrer que le prodult de la similitude Inverse par elle-même est l’homo- 
thétle (w, k2) et que le point w ‘est le milieu du segment qui joint les pleds des bissec- 
trices issues de À’ dans le triangle AA’A”. 
© 253. On considère deux _ triangles in inversement semblables «AB et wA'B’ : 

1° Démontrer que A, vB’) = B, vA’ A), que les s triangles wAB’ et WBA’ sont 
équivalents et que les produits scalaires wA. wB’ et WB. vA’ sont égaux. 

2° Le rapport des distances orientées de « à chacun des vecteurs AB et AB est 


A'B 
égal à — A et le rapport de ses distances orientées à AB'et AB est égal ie AB" 


© 254. On considère un cercle de diamètre AB et deux parallèles AA’ et BB’. 
La tangente en C coupe ces parallèles en A’ et B’ et coupe en I. 

1° Démontrer que le cercle de diamètré A'B’ est tangent en C’ à AB. Comparer 
les triangles ABC et A’B'C. ~- 

2° Démontrer que CC’ est antiparallèle à AA’ par rapport à IA et IC. 


© 255. Dans un triangle ABC, on pas A en A’ sur BC, B et C en B’ et C’ sur 
une droite donnée Az et enfin B en B, sur AC et C en C, sur AB. 

1° Comparer les triangles ABC et ‘ABC. Étudier le cas où Ax est bissectrice 
ou médlane. 

2° Comparer les triangles B'BB, et C’C.C. 


@ 256. Dans un qmadrilatère ABCD on projette A et C en A’ et C’ sur BD, 
B et D en B’ et D’ sur A 
1° Montrer que les ad iairei A’B'C'D'’et ABCD sont inversement semblables; 
2° Construire le quadrilatère ABCD connaissant A’B'C'D’. 


© 257. Étant donné un triangle IAA’ et un rapport algébrique k on fait corres- 
pondre : à tout point P de la droite AA’, le point M de IA et le point M’ de IA’ tels 


que PM’ = k PM. 


Montrer que P, M et M’ décrivent des divisions semblables relatives au même 
centre œ que l’on construira. 


© 258. Deux points M et M’ décrivent sur deux droites Ix et Ir’ les divisions sem- 
blables définies par AB et A’B’. Par M et M’ on mène les droites Mz et M'z’ respec- 
tivement parallèles à deux directions données 8 et 8’. 
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1° Montrer que le lieu du point M, commun à Mz et M’z’ est une droite A,Bo. 

2° En déduire les lieux de l’orthocentre H du triangle IMM’ et du point P diamé- 
tralement opposé à I sur le cercle IMM’. 

3° Les points H et P sont homologues dans une similitude inverse de centre I, 
Préclser ses éléments et montrer que les lieux de H et P sont antiparallèles par 
rapport à Ir et Ir’. 


© 259. On considère les divisions décrites sur À et A’ par deux points M et M’ se 
correspondant dans une similitude directe de centre o. 

1° Construire le lieu A, de la projection H de « sur la drolte MM’. 

2° En déduire la constructlon de M et M’ connaissant la longueur MM’, la direc- 
tlon, de MM’ ou un point de la droite MM’. 


© 260. Reprendre le problème précédent en remplaçant A et A’ par deux cercles 
r et r. 


© 261. La similitude directe (w, k, 0) transforme un point M du cercle O en un 
point M’ du cercle O’ qui coupe Ie cercle O en A. On pose V = (AO, AO”). 


1° Démontrer que l’angle (AM , AM’) est égal à 2 (V + 0). 


2° Les cercles O et O’ sécantsen A étant donnés, construire le polnt « correspon- 
dant à (AM ,AM’) = «a (angle donné). 


© 262. Les points M et M’ qui décrivent deux divisions rectilignes semblables 
sur les droites Qz et Qx’ se correspondent dans la similitude directe (O, k, a). Soient 
Q et R Ies transformés de P et Q dans cette similitude. 


1° Démontrer que OQ est blssectrice de (OP, OR) et que OR = k? OP. Détermi- 
ner le lieu (D) du symétrique + de O par rapport à MM’. Que représente (D) pour le 
triangle QMM'? 

2° Les pleds I et I’ des bissectrices intérieure et extérieure issues de O du trlangle 
OMM’ décrivent deux droites A et A’ per endiculaires en œ. Démontrer que le lieu 
du milieu K de II’ est la médiatrice de Ba. Cette médiatrice coupe Qr et Qr’ en 
K, et K, homologues dans la similitude de centre O. En déduire que est situé sur D. 

3° Le produit de l’homothétie (w, k) par la symétrie drolte d’axe A transforme 


MPQ en M'QR. En déduire que o divise RP dans le rapport k2, que l'angle 
(Ow,00Q) est droit et que le cercle PQR tangent en Q à oQ est centré sur Oo. 


© 263. Soient deux axes rectangulaires Or et Oy, un point fixe A sur Oz tel que 
OA = a > 0, un point fixe B sur Oy tel que OB = b > 0 et solt I le milieu de AB. 
On décrit les cercles de centres respectifs À et B passant par O. Ces cercles se coupent 
en S. On fait plvoter autour de Ô un angle droit dont un côté coupe en C le cercle 


A et l’autre côté coupe en D le cercle B. On désigne par 6 l’angle saillant (Ox,O0G). 

1° Calculer en fonction de a, b, 6 les longueurs OC, OD et CD. Montrer que les 
triangles OAB et OCD sont directement semblables et trouver l’enveloppe de CD. 

2° Montrer quela projection H de O sur CD décrit le cercle de diamètre OSet que 
le milieu M de CD et le polnt de rencontre N de AC et BD décrivent le cercle de 
diamètre AB. Comparer les arcs homologues décrits par M et N. 

3° Soit Q le point de rencontre des tangentes en C et D aux cercles A et B. Démon- 
trer que les points O, C, D, N et Q sont sur un cercle de centre M et que IM est 
médiatrice de ON. La droite OQ coupe le cercle de diamètre AB en R, démontrer 


que RG = 21M. 


© 264. On donne dans un plan deux cercles fixes O et O’, sur le premier un point 
fixe A et un point moblle M, sur le second un point fixe A’ et un point mobile M’ 
tels que les droites AM et A’M’ soient parallèles. 

1° Montrer que l’on peut d’une infinité de façons remplacer respectivement A 
et A’ par deux autres points fixes B et B’ des cercles O et O de telle sorte que BM 
et B'M’ restent parallèles. En particulier on peut remplacer A et A’ par les polnts 
diamétralement opposés C et C’. 

2° Sur chacune des droites MM’, BB’ on prend le point M, ou le point B, 
définis par les relations MM, = k M'M,; DB, = k B'B, où k est une constante algé- 
ue Montrer que le lieu géométrique de chacun des points M,, B, est un même 
cercle T. 
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3° Trouver le lieu du centre du cercle r lo: e k varie. Construire les cercles Tr 
de rayon donné. Montrer qu'ii existe en général un rayon minimum. Comment 
doivent être disposés A et A’ pour que le minImum soit nui? 

4° Comment doivent étre disposés les cercles O et O’ ainsi que les points À et A’ 
pour que les points M et M’ puissent venir coïnclder pour une position particulière 
ou pour que la longueur MM’ reste constante. 


@ 265. Étant donné deux cercles O et O’ et deux rayons OA et O'A’ construire ie 


centre « de la similitude directe qui transforme OA en O'A’ et un point variable M 
du cercle O en M’. Soit N le point commun à OM et O'M’, P le point commun à AM 
et A'M’, Q le point commun aux tangentes en M et M’ aux cercles O et O’. 

1° Montrer que les six points ù, M, M’, N, P et Q sont situés sur un même cercle dont 
le centre J décrit un cercle (y) de même centre I que le cercle w00”, 

2° Montrer que IJ est la médiatrice de &N et que la tangente en J au cercle (y) 
est la médiatrice de oQ. 

3° On désigne par R le point de rencontre de oQ avec le cercle 500”. Démontrer 


> ca 
que RQ = 2IJ et que la longueur QR est constante. 

4° Solt M, le point du cercle “MM tel que (oM , wM,) = a (angle donné). 
Montrer que le lieu de M, est un cercle dont on précisera le centre O,, que la tan- 
gente en M, à ce cercle passe par Q et que, lorsque æ varie, tous les cercles O, sont 
vus du polnt w sous le même angle. 


© 266. Dans un plan on considère deux droites u'u et »’r se coupant en O en faisant 
un angie de 45°. Sur u'u on porte un segment MN de longueur 2h et de milieu A 
distinct de O. Sur »'’» on porte un segment PQ de longueur 2h2 et de milieu B 
distinct de O. 

1° Déterminer les similltudes directes qui transforment le vecteur MN en ie 
vecteur PQ ou en le vecteur QP. . 

2° Montrer que les centres I4 et Iz de ces similitudes sont sur le cercle OAB et 
montrer que la droite I1l2 coupe le rayon issu de A au milieu de ce rayon. 

3° On fait tourner PQ d’un angle droit autour de A. Préciser ła position du seg- 
ment RS obtenu. Déterminer le centre de la rotatlon qui transforme le vecteur PQ 
en le vecteur SR. (Lyon.) 


, 267. On donne dans un pian une droite A et un point A à une distance AH = a 
e A. 
1° A tout point M de A on falt correspondre les points P et P” définis par : 


(MÅ , MP) = 55 MP =k MA et (MÅ, MP) = — 5; MP = 7 MA 


où k est un nombre positif donné. Montrer que, lorsque M décrit A, les points P 
et P’ décrivent des droites D et D’ et que le cercle PAP’ passe par un polnt fixe Q 
autre que A. 

20 Trouver le lieu du point Q lorsque k varie, A restant fixe. 

3° On suppose que k restant constant, A varie. Montrer que la droite AQ reste 
parallèle à une direction fixe, et que le milieu de AQ reste sur A. En déduire le lieu 
de Q lorsque A décrit une droite A, qui coupe A en un point B. ( Grenoble.) 


© 268. Dans un pian on donne une droite fixe D, un point fixe A sur D, un point 
fixe B, non situé sur D, se projetant en J sur D. Soit I le milieu de AB et a la déter- 


mination comprise entre —3et + 3 de l’angie de droites (AB, D). Un cercle va- 


riable 9 passe par À et B et recoupe la droite D en M. Soit T la tangente en M à 
ce cercle. 

1° On projette B en u sur OM et en u’ sur T. Montrer que M est le transformé 
de O dans une slmilltude S de centre B. Déterminer son angie et son rapport en fonc- 
tion de a. Montrer que O et u, O et x’, u et u’ sont respectivement coupies homo- 
iogues dans des similitudes S1, Sg, Sa que l’on déterminera. 

2° Quel est ie iieu A de u? Chercher ses points d’intersection avec D et AB. 
Quel “ou le lieu A’ de u’? En quel point A’ coupe-t-elle D? Quel est Pangle de A 
et À” 

3° On considère deux cercles O’ et O” de la famille. Les tangentes T’ à O’ en M’ 
et T” à O” en M” se coupent en P, Montrer que ie cercle circonscrit au triangle PM’M” 
passe par B, (Clermoni.} 
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@ 269. On considère les cercles C du plan tels que les tangentes qu’on peut 
leur mener d’un point fixe O soient rectangulaires. 

1° Quel est le lieu des centres de ceux des cercles C qui passent par un polnt donné 
À, distinct de O 

2° On considère ceux des cercles C qul sont centrés sur une droite D ne passant 

as par! 0. Que est le lieu des points de contact T et T’ avec ces cercles des tangentes 

ssues de 

3° Construire les cercles C centrés sur D donnée et passant par A donné. 

4 Que deviennent les résultats précédents lorsqu’on substitue à ia famille des 
cercles C celle des cercles « dont les tangentes issues de O font un angle constant 


donné différent de 5 ? { Nancy.) 


@ 270. Solt une drolte fixe A, un point fixe P’ sur A, deux points O et P symétriques 
par rapport à A. On désigne par S’ la similitude directe de point double O transfor- 
mant P en P’. Soit r un cercle passant par O et P et r” son transformé par S’. On 
désigne par w et w et par R et R’ les centres et les rayons respectifs des cercles r 
et r”. 
1° A et B désignent les points d’'intersection de T et A. Montrer que I” passe 
par w et par les centres des cercles circonscrits aux triangles AOP’ et BOP’. 

2° On suppose que T et P’ sont fixes. Trouver O sur T pour que T et I” soient 
tangents. Trouver O sur r pour que R = R’, Montrer awg toute positlon O1 de O 
sur T on peut assocler une autre position Og telle que les rayons R'1 et R’g des 
cercles T’, et I’, solent égaux. $ 

3° T et P’ sont toujours fixes. On fixe de plus un point P” de A et on désigne par 
S” la simülitude de centre O transformant P en P”, Elle transforme T en I’ de rayon 
R”. Trouver O sur T pour que R” = KR’ où k est une constante positive donnée. 

4° T et P’ sont toujours fixes. On mène par P’ deux droites rectangulaires qui 
coupent T, la première en O1 et Oa, la seconde en Og et O4 auxquels correspondent 
quatre similitudes S1, S’a, S’a et S'4, d’où quatre cercies T1, l'a, l'a, l’a, de rayons 
respectifs R'1, R'2, R'3, R'a. Montrer qu'ii-existe une relation simple entre deux quel- 
conques de ces rayons. 

5° O et P’ sont fixes. Les cercles r forment un faisceau F et leurs transformés T” 
un faisceau F’. Un cercle T et son transformé T” se coupent en O et M. Trouver 
le lieu géométrique du point M quand T varie. Lieux des points de contact des 
tangentes communes aux cercles T et I” quand T varie. (Antilles. ) 


ONZIÈME LEÇON 


DIVISION HARMONIQUE 


e 257. Définition. — Deux points C et D sont conjugués harmoni- 


ques par rapport aux points À et B s’ils divisent le vecteur AB 
dans le même rapport arithmétique. 


On dit aussi que C et D divisent harmoniquement le vecteur AB (fig. 227). 


À C B D 
a aaa a a a 
0 I J F 
Fig. 227. 


Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les quatre points alignés A, B, C et D 
vériĥent l'une des relations suivantes : 


DA CA DA a A GA 
Si = DA (): d- o; AC. BD + AD. BC = 0 (3); 
. CA DA_ CÀ ___DÀ 
ou encore : CE’ DB 1 (à); ou ni DŠ (5). 
Étant donné un point C de la droite AB, on pourra toujours construire son 
conjugué D par rapport à A et B, sauf si CR = — |, c'est dire si le point C est le 
milieu de AB (n° 15). 


e 258. Division harmonique. — Si les points C et D sont conjugués 
harmoniques par rapport à À et B, les points À et B sont 
conjugués harmoniques per rapport à C et D. L'ensemble des 
ad points A, B, C, D, constitue la division harmonique 


Les relations (1) et (2) s'écrivent en effet : 


Dans une division harmonique (ABCD) on peut échanger A et B ou C et D 


ainsi que les deux couples AB et CD. 
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e 259. Exemples. — 1° Les pieds des bissectrices AD et AE du triangle ABC 
divisent harmoniquement le côté BC. 


On sait que (fig. 228) : BG = EC — AC 


À 
Q G w H 
ER r 
BO D C E 
Fig. 228. Fig. 229. 


2° Les centres d'homothétie I et J de deux cercles (ou de deux sphères) divisent 
harmoniquement le segment qui joint leurs centres O et O’. 
IO JO _ R 
0 . sea, 
En effet (n? 220) : 10 OTR 


30 La division (GHOw) de la droite d'Euler du triangle ABC est une division 


harmonique. 


On a (fig 229) : 


e 260. Remarques. — 1° L'expression CA e relative à quatre points ali- 


gnés A, B, C, D pris dans cet ordre est appelée birapport (ou rapport anhar- 
monique) de ces quatre points. On écrit : 


_C DA _ AC.BD 
(ABCD) = c5 ` BB ~ ADEC 


La condition pour que la division ABCD soit harmonique s'écrit ainsi : 


(ABCD) = — 1. 
2 Lorsque le point D s'éloigne indéfiniment sur la droite AB, le rapport 
DA _ _AB | CA 
DE — l DE tend vers | et le birapport (ABCD) tend vers Œ 


On écrit : (ABC ©) = >. 
CB 
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Lorsque C est en 1 milieu de AB (fig. 227) on a : (ABI ©) = A =— |]. C'est 
pourquoi on dit que : 


Le point à l'infini de la droite AB est le conjugué harmonique du milieu | de AB 
par rapport à À et B. 


e 261. Relations caractéristiques de la division harmonique. 


1° Relation générale entre les abscisses. — Soient a, b, c, d les abscisses des 
quatre points À, B, C, D d'une division harmonique de l'axe Ox (fig. 227). La 
relation AC. BD + AD.BC = 0 s'écrit : 


(—a)(d—b)+(d—a)(c—8)=0 
2 (ab + cd) = ac + ad + bc + bd = (a + b) (c + d). 


Soit : (a + Xe + d) = 2 (œ + ed) ) 


(se rappeler : Produit des deux sommes = deux fois la somme des produits). 
2 L'origine est en A. — Dans ce cas : a = 0, b = AB, c = AC et d = AD. 
La relation (7) devient : b (c + d) = 2 cd. Soit en divisant par bcd Æ 0. 


1 _2 25 Lun 


Cette relation, qui montre que AB est la moyenne harmonique de AC et AD, 
donne par permutation : 


2 _ 1 l 2 _ 1 l 2 ll w 
BA BC'ED' CD GG '@œ * DC DA'DE 6) 
3° L'origine est en I milieu de AB.— Dans ce cas : b = IB = — TA = — a; 


c = IC et d = ID. La relation (7) devient : 
0O=2(—a +d) soit a =b— 


R 


Donc : 


IA? = ÏB° = ĪC . ID (9) 


En prenant J, milieu de CD, pour origine, on obtient de même : 
JC? = JD’ = JA. JB. (9) 


La relation (9) montre que IC. IÐ est positif, donc que C et D sont d'un 
même côté du point I. Si C tend vers À ou B, il en est de même de D. Enfin si C 
tend vers Í, le point D tend vers le point à l'infini de la droite AB et on retrouve 
la division harmonique particulière (ABIæ). 
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4 Autres relations. — Les relations (8) donnent : 
2 AC. AD = AB(AC + AD) = AB 2 AJ) —2AB.AI. 


Donc : AC . AD = AB. AJ (10) 
De même : 
BC.BD = BA.B] ; CA.CB = CD.CI ;DA.DB = DC.DI (10) 


e 262. Théorème. — Si les points C et D divisent le vecteur AB 
dans les rapports respectifs — k et + ki le milieu J de CD divise 


AC et CÈ dans le rapport k; il divise AD et DB dans le rapport 
— k et il divise AB dans le rapport kè. 


Par hypothèse : - — k et DA = k. D'après les relations (9'): 


A_X_X-A__&@ 
CB 


JA_JD_JD-—JA_ _DA__, 
D JB JB—JD DB 

JA _ JA, JC _ M 

B pT 


La relation (10), qui s'écrit aCA , montre d’ailleurs que les divisions 
ACJ et ABD sont homothétiques par rapport à A. Elles sont donc semblables. 


© 263. — Calcul des différents segments, — Le vecteur AB étant donné ainsi que 


le rapport k, on peut calculer AC, BC, AD et BD : 
CA _ CB _ AB .AC= L xp . =! AB 
2p T gri Donc : Al = 7i ^ : BC = Fi ^B 
DA _ DE _ AB D=- F . D= E 
Ei Ick Donc AD = zZ] AB ; B =z ô 
D'où AC kol et BC k=l 


DIVISION ET FAISCEAU HARMONIQUES 169 


FAISCEAU HARMONIQUE 


o 264. Définition. — On appelle faisceau harmonique l'ensem- 
ble des quatre droites joignant un paint donné O aux quatre 
points d’une division harmonique AB 

Si (ABCD) = — 1, les quatre droites OA, OB, OC, OD prises dans cet ordre 
(fig. 230) sont les rayons du faisceau harmonique O (ABCD). Les rayons OA et 
OB sont conjugués par rapport aux rayons 0€ = Ob, et les rayons OC et OD 
sont conjugués par rapport aux rayons OÀ et O 


e 265. Théorème fondamental. — Un faisceau harmonique 
ditermine une division harmonique sur toute sécante aux 
quatre rayons. 


Considérons (fig. 231) un ras de quatre droites issues du point O et cou- 
pées respectivement en À, B, par la sécante A, en À’,B/, C', D' par la 


Fig. 230. 


sécante À’, Les parallèles au Fe pe OA i issues de B et de B’ coupent le rayon OC 
en M et M’, le rayon OD en N 

L'homothétie des triangles CAO et CBM d'une part, puis celle des triangles 
DAO et DBN d'autre part donnent : 


CA _AO DA _ AO . CA DA_ BN 
=z = = —— =S r On déd LL Ii 
CB BM * DB BN PU =B DBE BM 
BN Bop EN 
Donc : (ABCD) = BM (1). De même (A'B'C'D') = BM (2 
Les deux divisions MBN et M'B'N' étant homothétiques par rapport à O : 
BN BN 


et par suite (ABCD) = (A'B'C'D)). 6) 


BM BM 
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Lorsque la division (ABCD) est harmonique, rs faisceau O (ABCD) est har- 


monique et on a : ( ) = — ], Donc (A D’) = — I. La division 


(A'B'C'D') est également harmonique. 


ə 266. Corollaire I. — Pour qu = faisceau de quatre droites 
concourantes soit harmonique il faut et il suffit que trois de 
ces droites déterminent des segments égaux sur une parallèle 
à la quatrième. 


Il résulte de la démonstration précédente que si (ABCD) = — |l on a 
LE =— | et par suite Ep = — l. Le point B’ est le milieu de M'N’. 
Réciproquement si BY = — Í, la relation (2) montre que la division (A'B'C'D') 


est harmonique et que le faisceau O (ABCD) est harmonique. 
Ce corollaire ne fait qu'étendre le iii fondamental au cas d'une division 
harmonique particulière (M'N'B'œ 


è 267. Corollaire IL. — On dit que la division (A'B'C'D’) est la projection ou 
perspective de centre O de la division (ABCD) sur la droite 4’. Le théorème fon- 
damental peut donc s'énoncer ainsi : 

Une division harmonique se conserve en projection centrale. 

On peut même dire plus généralement que : 

Le birapport de quatre points alignés se conserve en projection centrale. 


268. Faisceau harmonique de droites parallèles, — On appelle ainsi 
Ge 232) lenan ble ne Pé par au apane parallèles issues des quatre points d'une 


ivision harmonique (AB théorème fondamental (n° 265) est toujours 
applicable, car d'après le ie de Thalès on a : 


C'A _ CA DA DA, A D! £ F Vos —— 
cp aœ * pp ps Per: ABCD) = (ABCD) =— 1. 


Fig. 232. Fig. 233. 


On voit, en outre, que toute division harmonique se conserve en projection 
praile (ou oblique) et qu'il en est de même du birapport de quatre points 
alignés 
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o 269. Remarque. — Un faisceau harmonique est déterminé 
par trois de ses rayons. 

Étant donné un faisceau de trois droites concourantes ou parallèles issues des 
trois points alignés À, B, C, il suffit de construire le point D conjugué de C par 
rapport à À et B pour ‘déterminer le quatrième rayon. 


e 270. Exemples de faisceaux harmoniques. 


1° Deux côtés d’un triangle, la médiane relative au troi- 
sième et la parallèle à ce troisième côté. 


Le faisceau O (ABM:) est harmonique (fig. 233) car M est le milieu du seg- 
ment AB parallèle au quatrième rayon Ox (n° 266). 


2° Deux droites concourantes et les bissectrices des angles 
qu’elles forment. 

Portons OA = OB sur les deux rayons Ox et Oy (fig. 234). La droite Ou, 
bissectrice intérieure de l'angle (OA, OB), est la médiane OM du triangle isocèle 
OAB, et la bissectrice extérieure Ov est la parallèle à AB. 


Notons que dans ce faisceau harmonique les deux rayons conjugués Ou et 
Ov sont rectangulaires. 


Fig. 234. 


3 Deux droites données et les deux droites lieu des points 
dont le rapport des distances aux deux premières est égal au 
nombre arithmétique k. 


Nous avons vu (n° 230) que, si on porte OA = OB sur Ox et Oy (fig. 235) 


ce l lieu coupe AB en M et M’, points qui divisent harmoniquement le vecteur 
AB dans le rapport k. 


e 271. Réciproques. — 1° Lorsque dans un faisceau harmonique 
deux rayons conjugués sont perpendiculaires, ces deux rayons 
sont les bissectrices des angles formés par les deux autres. 


Si Ou et Ov (fig. 234) sont deux rayons conjugués rectangulaires du faisceau 
harmonique O (xyuv), la parallèle AB à Ov est coupée perpendiculairement en 
son milieu M par Ou. Le triangle OAB étant par suite isocèle, les droites Ou et 
Ov sont les bissectrices de l'angle au sommet AOB. 
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20 Dans tout faisceau harmonique deux rayons conjugués peuvent être considérés 
comme le lieu des points dont le rapport des distances aux deux autres rayons est égal 
à une certaine constante. 


a) Si les deux rayons Ou et Ov sont rectangulaires, ils orment le lieu des points équi- 
istants des deux autres rayons Ox et Oy. 


b) Supposons donc que Ou et Ov ne sont pas perpendiculaires (fig. 235) et portons sur 
Oxet Oy les segments égaux OA et OB. La droite AB coupe Ou et Ou en M et M' tels que : 
Ma = MA = k. D'après le n° 230, Ou et Ov coïncident avec le lieu des points dont le 
rapport des distances à Ox et Oy est égal à k. 


c) Si on a affaire à un faisceau harmonique de parallèles on le coupe par une sécante 
perpendiculaire ABMM' et on a : MA -MA k. 


e 272. Application. — Le lieu géométrique des points d’un plan 
dont le rapport des distances à deux points donnés AetB de ce 
plan, a une valeur donnée k Æ |, est le cercle admettant pour 
diamètre le segment qui joint les points divisant le vecteur 
AB dans le rapport k. 


1° Soit Mun point tel que ME =k (fig. 236). Les bissectrices de l'angle AMB 
coupent AB en I et J tels que 


M 
de IB JB MB Les points 
let J sont donc fixes et puisque 
J l'angle IMJ est droit, le point M 
z appartient au cercle de diamè- 
tre I]. 
2° Réciproquement si M est ` 
un point quelconque du cercle de 
diamètre ÍJ on a : (ABIJ) = — 1 


Fig. 236. et le faisceau M (ABIJ) est 
un faisceau harmonique dont 
les rayons conjugués MI et MJ sont perpendiculaires. La droite MI est bissec- 


trice de l'angle AMB (n° 271) et MB ~ B ~” k. 


o 273. Centre et rayon du lieu précédent. — Le centre w du cercle de 
diamètre 1J est le milieu de IJ. C’est donc le point qui divise le vecteur AB dans 
e rapport kê (n° 262). En posant AB = a et en supposant k œ> 1 (échanger À et 
B si besoin est), on a : 


TA IB w ak _ l 
Atep t Asp) © 
JA _ JB _ — ak _ | 
A e A= psali) @ 
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Donc : IJ = AJ — AI = Fa et le rayon M du lieu précédent est 


donc : p = PT 


Ces différents résultats sont conformes à ceux du n° 93. 
Les relations (1) et (2) montrent que AI et AJ sont des fonctions de k œ> I 
l'une croissante, l’autre décroissante. Pour k’ => k => 1 on obtient un cercle lieu 


w intérieur au cercle œ. On en déduit que si ME 7 k, le point M est intérieur 


au cercle œ, que si ME < k, il est extérieur à ce cercle et réciproquement. 


e 274. Corollaire. — Dans l'espace le lieu des points M tels que Ma = k est la 


sphère S de diamètre 1J et de rayon e = pa ‘ 


Dans tout plan P ne contenant pas la droite AB le lieu est le cercle (y) inter- 
section de la sphère S et du plan P. Ce cercle (y) n'existe que si la distance de w 
au plan P est inférieure au rayon ẹ de S. 


POLAIRE D'UN POINT 
PAR RAPPORT A DEUX DROITES 


o 275. Définition. — Deux points M et P sont dits conjugués par rapport aux 
deux droites données A et À si la droite MP coupe A et A’ en deux points A et B 
conjugués harmoniques par rapport à M et P (fig. 237 et 238). La condition pour 
qu'il en soit ainsi s'écrit donc : {ABMP) =— |, 


M DJ JAD 


Fig. 237. Fig. 238. 
Si MP est parallèle à A’ par exemple la condition (AMP) = — 1 donne 
AM + AP = 0, et le point A est le milieu de MP. 


174 GÉOMÉTRIE 


o 276. Théorème. — Le lieu géométrique des conjugués d’un 
point fixe P par rapport à deux droites données ^ et À’ est une 
droite D appelée polaire de P par rapport à A et 4’. 


Supposons d'abord que A et A’ sont deux droites concourantes Ox et Oy 
(fig. D). Pour que M soit conjugué de P il faut et il suffit que le faisceau 
O (xyPM) soit harmonique. Les trois premiers rayons étant fixes il en est de 
même du quatrième (n° 269) qui constitue le lieu D de M. 

Si A et A’ sont parallèles (fig. 238), les droites D’ et D issues de P et M et 

allèles à À et À’ forment avec elles un faisceau harmonique de parallèles 
{AA'D'D) dont les trois prerniers rayons sont fixes. Le lieu du point M est le 
quatrième rayon D. 


e 277. Propriétés de la polaire. — 1° La polaire d’un point P par rapport 
à deux droites concourantes Ox et Oy est issue du point O commun à ces deux 
droites. La polaire d'un point P par rapport à deux droites parallèles est parallèle 
à ces deux droites. : 


20 Tous les points de OP (ou de D’) ont même polaire par rapport aux droites 
concourantes Ox et Oy (ou parallèles À et A). 


3° Si la polaire de P passe par M, inversement la polaire de M passe par P. 


o 278. Construction de la polaire. —Soient M et M' les points de la polaire 
D du point P par rapport à À et A' situés sur les sécantes PAB et PA'B (fe. 237 
et 238). Les points M et M’ appartiennent aussi à la polaire de P par rapport 
aux deux droites AB’ et BA’. La droite MM’ passe donc par le point d'inter- 
section Í de ces deux droites. La polaire cherchée D est la droite OI si A et A’ se 
coupent en O, la parallèle, issue de I, à A et A’ si ces droites sont parallèles. 
ans ce dernier cas ou si le point O est inaccessible, on construit un second 
point J de D à l’aide d'une troisième sécante issue de P). 


o 279. Remarque. — Cette construction qui nécessite uniquement l'emploi 
de la règle permet de construire le conjugué d'un point P de la droite AB par 
rapport à À et B. Il suffit de mener deux droites quelconques OA et OB et 
d'achever la construction précédente. 


APPLICATIONS 


e 280. Théorème de Céva. — Pour que trois droites issues des 
sommets A,B,C, d’un triangle soient concourantes il faut et 
il suffit qu’elles coupent les côtés opposés en trois points 
x, B, y vérifiant la relation : 


En o 


Soit I le point commun à BB et Cy (fig. 239) et a’ le point commun à BC et By. D'après 
le théorème de Ménélaüŭs : a | E . > = 1 (D). Pour que Ax passe par Lil faut et il 
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suffit que Aa soit la polaire de &’ par rapport à AB et AC donc que : => = ——# 
aC 


ce qui avec la relation (2) donne la condition (1) annoncée. 


Fig. 239. 


o 281. Théorème. — Chaque diagonale d’un quadrilatère com- 
plet est divisée harmoniquement par les deux autres. 


Soit un quadrilatère complet ABCA'B'C' obtenu en copant les trois côtés 
du triangle ABC par la transversale A'B'C' (fig. 240). La droite AA'JK est la 
polaire de I par rapport aux droites ABC’ et AB'C, ce qui montre que les divi- 
sions (BB'IK) et (CC'IJ) sont harmoniques. D'autre part A’ est un point de la 
polaire de A par rapport aux droites IBB’ et ICC’. La division AA'JK est har- 
monique. 


e 282. Corollaire. — Dans tout trapèze les milieux des deux 
bases divisent harmoniquement le segment qui joint le point 
d’intersection des diagonales et le point d’intersection des 
côtés non parallèles. 


Fig. 241. Fig. 242. 


Si les diagonales BB’ et CC’ du quadrilatère complet ABCA'B'C' sont paral- 
lèles, le point I est rejeté à l'infini. Les points J et K (fig. 241) sont alors les 
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milieux Re de CC’ et BB', bases du trapèze BB'CC'. Notons également 
que la lèle aux bases issue de A’, coupe les côtés BC et B'C en M et N tels 
que: A'M = A'N, (BC'AM) = — | et (B'C AN) = — |, car MN est la 
polaire de À par rapport aux droites BB’ et CC. | 


© 283. Faisceau harmonique de plans. — On appelle ainsi (fig. 242) l'en- 
semble de quatre'plans P, Q, R, S, parallèles ou issus d'une même droite A et 
passant respectivement par les quatre points d’une division harmonique (ABCD). 
On démontre par projection orthogonale sur un plan x perpendiculaire à ces 
quatre plans, que : 

1° Un faisceau harmonique de plans découpe une division harmonique sur toute 
sécante 8 et découpe un faisceau harmonique sur tout plan sécant. 

20 Si les deux plans conjugués R et S sont rectangulaires, ils sont les plans bissec- 
teurs du dièdre (P, Q) formé par les deux autres. 

3 Le lieu géométrique du conjugué M’ d'un point M par rapport à deux plans 
donnés P et Q et un planS conjugué par rapport àP et Q du plan R du même faisceau 
passant par M. | 


ExEMPLE. — Les deux faces ABC et ABD - 


du tétraèdre ABCD et les deux bissecteurs ABI et 
ABJ du dièdre d'arête AB forment un faisceau 
harmonique de plans. 

En projetant sur un plan perpendiculaire à AB 
on voit, en désignant par CH et DK les hauteurs 
des triangles ABC et ABD, que l'on a : 

IC _ JC _ HC _ aire (ABC) 


ID JD ~ KD” aire (ABD) 
Les points I et J divisent donc l'arête CD dans 
Fig. 243. le rapport des aires des faces issues de AB. 
Si les faces ABC et ABD sont équivalentes le 


point I est le milieu de CD; le point J est rejeté à l'infini et le bissecteur extérieur du 
dièdre AB est parallèle à CD. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Polaire d'un point par rapport à deux droites concourantes, Appli- 
ation au quadrilatère complet. (Saïgon, ME.) 


— Couples de points conjugués harmoniques par rapport à deux droites 
données. Couples de droites conjuguées harmoniques par rapport à 
deux droites données. Division et faisceau harmoniques. 

(Aix, ME et MT.) 


— Division harmonique sur un axe. Définition. Différentes formes de la rela- 
tion harmonique. (Caen, MT.) 
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EXERCICES 


@ 271. Soient quatre points alignés A,B,C,D et les milieux I de AB et J de CD. 
1° Si la division (ABCD) est harmonique, démontrer que l’on a : 


ere ni 1 1 - 1 1 
(ACBD) = 2; AB + CD32 = 41/2; AC + BD + 3D + BC — 0. 
2° Montrer que la 3° relation équivaut à:2 IJ (AC.BD + AD.BC) = 0 et étudier 


les différentes réciproques. 
3° On désigne par O le milieu de IJ et par M un point quelconque. Démon- 


trer que si (ABCD) = — 1 on a : MA? + MB? + MC? + MD? = ¿MO? + 31J# 
et MA.MB + M. MD = 2M1. MJ. Démontrer les réciproques. 


@ 272. Soient sur une droite A une division harmonique (ABCD) et un segment 
MN de milieu O. 

1° On prend les conjugués A’, B’, C’, D’ de A,B,C,D par rapport à M et N. Démon- 
trer que la division (A’B'C'D’) est harmonique [P étant un point du cercle de dia- 
mètre MN on pourra comparer les faisceaux P (ABCD) et P (A’B’C’D’)]. Cas parti- 
culier où O est en D. 

2° On achève les divisions harmoniques (DACA,) et (DBCB,). Nature de la divi- 
sion (A,B,CD)? 
@ 273. Soient D et E les milieux des côtés AB et AC du triangle ABC, G le centre 
de gravité du triangle et O le milieu de DE. La droite CO coupe AB en I et BE en J. 
Démontrer que : rt Se 

1° (ADBI) = — 1; AB =3AI et DB——3DI 

2° (BJGE) = —1 et JB = —4JE = 6 JG 

3° (OCIJ) = — 1; OC = —30İ et 2JC =— 391. 


0 274. On désigne par let J les milieux des segments AB et CD de la division 
harmonique (ABCD) telle que : LEE z =k>1. 
1° Calculer k pour que CD = AB. Montrer que l’on a alors : AB? = 21J2, 
2° Calculer k pour que CD = 2AB. Démontrer dans ce cas les relations : 
AB: = AC.BD; AC? = AB. CB et BD? = AB.AD. 
3° Montrer que dans l'hypothèse CD = 2AB les divisions ABC et DAB sont 
homothétiques et déterminer leur centre d’homothétie. 


@ 275. Un cercle de centre O passe par le sommet P d’un faisceau harmonique et 
coupe ses rayons respectivement en A, B, C et D. 

1° Étant donné un point quelconque M du cercle O, montrer que le faisceau 
M (A,B,C,D) est harmonique. Déterminer les similitudes faisant coïncider les deux 
faisceaux. 

2° Démontrer que les tangentes en A et B au cercle O coupent la droite CD en un 
même point K. 

3° Solt I le milieu de AB. Démontrer que AB est bissectricede langle CID. Compa- 
rer les trois triangles IAC, IDA et BDC. 


@ 276. Soient D,E, F les pieds des hauteurs AD, BE et CF du triangle ABC, dont 
l’orthocentre est H, et soit P le point de rencontre des droites EF et BC. 

1° Quelle est la polaire de P par rapport à AB et AC? Nature du faisceau 
D (APEF). | 

2° Montrer que À, B, C et H sont les centres des cercles inscrit et exinscrits au 
triangle DEF. 

3° Les droites CA et DF se coupent en Q. Montrer que AB, DE et PQ sont 
concourantes en R. 


@ 277. On considère un point fixe P et deux droites A et A’ (concourantes ou paral- 
lèles). Un sécante variable issue du point fixe P coupe A en A et A' en B. 

1° Montrer que les lieux des points M et N tels que (PABM) — (PBAN) = — 1 
sont des droites D et D’ du même faisceau que A et A’. 

2° Montrer que P a même polaire par rapport à (A, A’) et par rapport à (D, D’). 
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© 278. Dans un quadrangle ABCD : . 
1° Deux points diagonaux sont conjugués par rapport aux deux côtés qui con- 
courent à l'autre point diagonal. à 
2° Deux côtés du triangle diagonal sont conjugués par rapport aux deux côtés 
du quadrangle qui concourent au même point diagonal. 


© 279. Un trapèze isocèle est circonscrit à un cercle de centre O. Une tangente 
varlable A coupe les bases en A et B, les côtés obliques en C et D et la parallèle 
Qx aux deux bases en I. 

1° Nature de la dlvlsion (ABCD)? 

f OC _ AC _IC_IA 

2° Démontrer que : ©D “ AD “ ÏA “ IDD: 


© 280. Un point variable A décrit un cercle fixe O passant par deux points 
donnés B et C. Le diamètre DE perpendiculaire à BC coupe AB en M et AC en N. 


1° Nature de la division (DEMN)? Démontrer que a 3 Na = — 1. 
F ve achève les divisions harmoniques (ABMP) et (ACNQ), trouver l'enveloppe 
e PQ. a 
© 281. Solt un parallélogramme ABCD et A la polaire de A par rapport à CB et CD. 
Une sécante variable Ar coupe BD en I, BC en M, CD en N et 4 en E. 
1° Démontrer que ĪA? = IE? = IM.IN et BM.DN = BC.DC. 
2° Retrouver la deuxième formule en comparant (CMB>) et (CN>D). 


© 282. On considère denx droltes fixes Ox et Oy. Une droite varlable A Issue du 
point fixe P coupe Oz en A et Oy en B. La droite qui joint A au milieu I de OP 
coupe Oy en C et la parallèle à OP menée par C coupe A en M. 

1° Nature de la division (BPAM)? Lieu géométrique du point M. 

2° La droîte MI coupe Oy en D. Quelle est la nature du quadrilatère AMCD? 


© 283. On donne deux divislons harmoniques (ABCD) et (A’B’C’D) de supports 
distincts et deux points fixes P et P’ sur une droite issue de D. 

1° Montrer que les trois droites AA’, BB’ et CC’ concourent en 1, que les trols 
droites AB”, BA’ et CC’ concourent en J. Nature de la division (CC’1J)? 

20 Solent «, B, Y, «’, B’ les polnts communs anx droites des couples suivants : 
PA et P’A’,PBet P'B, PCet P‘C’, PA et P'B’, PB et P'A’. Démontrer que les points 
a, B, y d’une part, «’, 8’, y d’autre part sont alignés sur deux droites A et A’ coupant 
la drolte PP’ en ô et 5”. Nature de la division (PP’ ê’)? 


© 284. Soit un cercle de centre I et de diamètre AB. La tangente en M coupe la 
droite AB en D et le point M se projette en C sur AB. 

1° Démontrer que IA? = IB? = ]1C.ID et que (ABCD) = — 1. 

20 En déduire une construction du conjugué d’un point Intérieur C ou exté- 
rieur D du segment AB par rapport à A et B. 


© 285. On considère un triangle Isocèle ABC de base BC. Par un point variable M 
de la drolte BC tel que MB = k MC on mène les parallèles à AC et à AB qui coupent 
#6 en Pet AC en Q. La droite BC coupe la droite PQ en R et la parallèle à 
en N. 
1° Démontrer que (BCMN) = — 1 et que RM? = RB. RC. 
20° Évaluer en fonction de k le rapport de RB et de RC. 


© 288. Dans un triangle ABC on désigne par M le milieu de BC, D et E les pleds 
des bissectrices intérieure et extérieure de langle A, par I, J, K, L et r, ra, Fos re 
les centres et les rayons des cercles inscrit et exinscrits, par P, Q, R, S les polnts 
de contact de BC avec ces différents cercles et enfin par H le pied de la hauteur 
AH = ha 

1° Démontrer q les divisions (ADLJ) et (AEKL) sont harmoniques et que les 
milieux de IJ et sont les intersections du cercle ABC et de la médiatrice de BC. 

2° En Aie les ou : ME; = MQ? = MD.MH, MR? = Mẹ? = ME. MA. 


puis que k TOR RAT 
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@ 287. 1° Soient sur une droite deux vecteurs de même sens AB et BC, Trouver 
le peu géométrique des points d’où l’on voit ces deux vecteurs sous le même angle 
orlenté. 

2° Etant donnés quatre points A,B,C,D alignés dans cet ordre, construire un 


point M d’où l’on voit les trois vecteurs AB, BC et CD sous le même angle orienté. 


© 288. On donne deux vecteurs AB et CD de même support et de même sens tels 


que AB = k CD et un point variable M tel que (MA ,MB) = (MC, MD). On désigne 
par I et J les pieds des bissectrices de l’angle BMC et par O le milieu de IJ. 
ne Ê OA OB AB 
B L = ei [k 
1° Naturè des divisions (ADIJ) et (BCIJ). Démontrer que oc OD “© 
et que les points I et J sont fixes. 


29 En déduire le lieu géométrique du point M. 


@ 289. On considère trois points alignés A, B, C et un cercle variable w passant par 
À et B et coupant la médiatrice de AB en E et F. Les droites CE et CF recoupent 
le cercle « en Met N et soit I le milleu de AB. 

1° Démontrer que les droites AB, MF et NE sont concourantes en D. Nature de 
la division (ABCD) et lieu géométrique de M et N? 

2° Démontrer que la droite MN coupe AB en un point fixe J. 


@ 290. 1° Démontrer que les quatre blrapports (ABCD),(BADC), (CDAB) et (DCBA) 
sont égaux. En dédulre qu'avec les quatre points alignés ABCD on ne peut former 
que six birapports distincts.  — 2 

2° En utilisant l'identité : AB. CD + AC.DB + AD.BC = 0 démontrer que 


À 
ces six birapports.ont pour valeurs : À, z 1— à, Ira et paumas dési- 
gnant par à la valeur de l’un quelconque d’entre eux. 


@ 291. On considère un cercle fixe O, un point fixe P sur le diamètre AB et une 
corde variable CD passant par P. Solent Q et R les points de rencontre des côtés 
opposés du quadrilatère ACBD. 

1° Démontrer que la droite QR coupe AB en un point fixe H. Trouver la nature 
des quadrangles ABQR et OPQR. 

2° Trouver le lieu A des points Q et R et le lleu du point M conjugué de P par 
rapport à Get D. 

3° Soit N le milieu de QR. Montrer que les points C,D,O,H et N sont sur un 
même se Trouver le lieu du point de rencontre des tangentes en C et D au 
cercle O, ` 


@ 292. Triangles homologiques. Soient deux triangles ABC et A’B'C’ d’un même 
plan. Les côtés BC et B’C’, CA et C'A’, AB et A’B’ se coupent respectivement en a, 
Bet +. 

Démontrer que si les trois droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes en O (ou 
parallèles) les trois polnts «æ, B, y sont alignés sur une droite A et réciproquement. 
Le point O peut-il être situé sur A? 


@ 293. On se donne une droite A, un point extérieur O et un rapport k. A tout point 
M du plan (O, A) on fait correspondre le polnt M’ de la droite OM qui coupe A en p, 


MO Z x MO [omotogie (O, A, k)]. 


tel que == = k == 
M’u Mu 
1° Montrer que dans cette transformation toute droite d a pour Romo ogue une 
droite d’ et que les trois droltes d, d’ et A sont concourantes ou parallèles. En déduire 
une construction à la règle de M’ connaissant M et un couple de points homologues 
A et A’ alignés avec O (appllcable même si O est sur A). 
2° Solent H, H’ et K les projections de M, M’ et O sur A. Démontrer que MH’ et 
wS passent par deux points fixes I et J’ de OK symétriques par rapport au milieu 
e z 


@ 294. Reprendre l'exercice précédent dans l’espace en remplaçant la droite A 
par un plan z, Montrer que le transformé d’ua plan P est un plan P” et les 3 plans 
P, P’ et x sont issus d’une même droite ou parallèles. 


180 GÉOMÉTRIE 


© 295. On considère un tétraèdre ABCD dont les quatre faces sont des triangles 
équivalents. 

1° Démontrer que les bissecteurs extérieurs des dièdres d’arêtes AB et CD sont 
parallèles et que la droite MN qui joint les milieux des arêtes AB et CD est leur 
perpendiculaire commune. En déduire trols axes de symétrie du tétraèdre et démon- 
trer que les quatre faces sont des trlangles égaux dont les angles sont aigus. 

2° Démontrer que le centre de gravité O du tétraèdre est en même temps, le 
centre de la sphère inscrite et celui de la sphère circonscrite. Comparer à l’aide de 
considérations de volume, la valeur h des hauteurs du tétraèdre, le rayon r de la 
sphère inscrite et la valeur r’ des rayons des sphères exinscrites. 

8° Montrer que les bissecteurs extérieurs des slx dlèdres du tétraèdre délimitent 
un paralléléplpède rectangle de centre O et de diagonales AA’, BB’, CC’ et DD’. 
Calculer en fonction des dimensions a, b, c de ce parallélépipède rectangle, laire 
d’une face, la hauteur, le volume et le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre. 
Que représentent A’, B', C’ et D’ pour Île tétraèdre ABCD? 


@ 296. 1° On considère le cercle C de diamètre AB et de centre O. Un polnt P 
de ce cercle se projette en M sur AB. Montrer que la tangente en P à C est tangente 
aux cercles de centres A et B passant par M. 

2° Soit Q le second point d’intersectlon du cercle C avec le cercle de diamètre 
PM, E le centre de celui-ci, I le peint d’intersectlon des droites AB et PQ. Montrer 
que la droite IE est parallèle à la tangente en P au cercle C et qu’elle est tangente 
aux cercles de diamètres AM et BM en ses points d’Intersection avec le cercle de 
dlamètre PM. ( Grenoble.) 


@ 297. Soient dans le plan aux points A et B tels que AB = 2a et O le milieu de AB. 

1° Étant donnée une drolte quelconque (D) du plan trouver sur cette droite un 
point I tei que (D) soit Pune.des bissectrices de l'angle AIB. 

2° Lieu }\ pige ni du point I iorsque (D) pivote autour d’un point fixe H de 
la droite . 

3° Soit (D’) la seconde blssectrice de langle AIB et « l’angie aigu que fait (D) 
avec la droite AB. Montrer que le produit des distances du point O aux deux droites 
D et D’ ne dépend que de a et a. (Espagne. ) 


© 298. On considère un cercle C de centre O de rayon R = 2ay/2, un point fixe A 
tel que OA = 4a, le point B sltué sur la demi-droite OA tel que OB = 2a, puis les 
cercles T dont les centres w sont situés sur le cercle C et qui sont vus de A sous 


, kad 
l’angle 3 


1° Démontrer que tous les cercles T sont vus du point B sous un angle constant 
que l’on calculera. 


2° Déterminer les Ileux des polnts de contact des tangentes aux cercies T issues 
de chacun des points A et B., 


@ 299. On donne un cercle O de rayon R et une corde AB de ce cercle. Un point M 
eiconque parcourt le cercie O; on trace MA et MB qul coupent la médiatrice A 
e AB en A’ et B’ respectivement. 
1° Montrer que A’ et B’ restent conjugués harmoniques par rapport à deux 
points fixes quand M décrit le cercle O. 


2° On oriente A de façon que GB, A) = 2: on désigne par « l’angie AOB et on 


définit ia position de M sur le cercle O par l’angle (A , OM)= 6. Calculer y = A'B 
connaissant R, a et 6. 
3° Construire le point M de façon que A'B’ = l longueur donnée. (Nancy.) 


@ 300. On donne dans un plan un point A et une droite A. On demande d'étudier 
la transformation suivante : à tout point M du plan on fait correspondre M’ tel que 
A, M, M’ soient alignés et que, si P est le point de rencontre de AMM’ avec A on 
ait (APMM = — 1. 

1° Si M décrit une droite D montrer que M’ décrit une droite D’. 

2° Si D tourne autour d’un point fixe 1, montrer que D’ tourne autour d’un point 
fixe T, 
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3° Comment faut-il choisir D pour que D’ iui solt perpendiculaire? Trouver 
dans ce cas le lieu géométrique des projectlons du point A sur les droites D PS 
(Lille.) 


© 301. On considère un point A et une droite (D). On désigne par (D’) la parallèle 
A (D) menée par A, par À la parallèle à (D) et (D’) équidistante de ces deux droites. 
à tout point M du plan on fait correspondre le point M’ de AM conjugué harmo- 
nique de M par rapport à A et au point d’intersectlon de AM et (Dj. 

1° Montrer gue lorsque M décrit unè droite (8), M’ décrit une droite (85°) qu’on 
appellera homologue de (8). Montrer qu’en général (8) et (8’) coupent (D’) en deux 
points symétriques par rapport à A. Cas de (8) paralièle à (D). 

2° Étudier jes homologues de deux droites (8) parallèies, de deux droites (8) 
se coupant sur A. 

3° Montrer que trois points dont l’un.est le milieu du segment formé par ies 
deux autres ont pour homologues trois points formant une division harmonique 
avec le point d’intersection de ia droite qui les porte et de A. 


(Caen.) 


[DOUZIÈME LEÇON | 


PUISSANCE PAR RAPPORT A UN CERCLE 


e 284. Théorème. — Lorsqu’une sécante variable issue d’un point 
fixe M coupe un cercle donné en A et B, le produit MA.MB 
est un nombre constant appelé puissance du point M par 
rapport à ce cercle. 

Soit I le milieu de AB et désignons par R le rayon du cercle O donné et par d 
la distance OM (fig. 244 et 245). Nous avons : 


MA. MB = (MI + IA) (MI + IB) = (MI + IA) (MI —TA) = MI — IA?. 


Fig. 244. Fig. 245. 


Les triangles OIM et OIA étant rectangles en I on obtient : 
MA. MB = (OM? — Of?) — (OA? — OF) = OM? — OA! = d — R. 
Cette valeur constante du produit MA.MB est représentée par le symbole 


TM) : 
| FM) —= d = R2. 


o 285. Propriétés de la puissance. — 1° Désignons par A’ le point diamé- 
tralement opposé au point À sur le cercle O. L'angle ABA’ étant droit, le pro- 


duit scalaire MA . MA’ est égal à MA . MB (n° 78) : 


a 


(1) 
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La puissance du point M par rapport au cercle O est le produit scalaire des vec- 
teurs joignant le point M à deux points diamétralement opposés sur ce cercle. 


On retrouve aisément ®, (M) car : 
MA. MA’ = (MO + OA) (MO — OÀ)— MO? — OÅ? (n° 80). 
2° Si on mène deux sécantes MAB et MCD au cercle O on a (fig. 246 et 247) : 


‘&,(M) = MA .MB = MC.MD. G) 
Si le point M est extérieur (fig. 245) on a, en désignant par MT une tangente : 
24M) = MT? = MA.MB. (4) 


Si le point M est intérieur (fig. 244) o on a, en désignant par UV la corde per- 
pendiċulaire à OM: £,(M) = — MU 5 


D 


Fig. 246. Fig. 247. Fig. 248. 


3° Pour que la puissance (M) soit positive, nulle ou négative, il faut et il 
suffit que d soit supérieur, égal ou inférieur à R, donc que M soit extérieur, sur 
le arde ou o. a cercle O. Le minimum de Po (M) est atteint lorsque M 
est en O : (0) 

Le S des points M tels que TM) = k est le cercle de centre O tel que 
OM? — R? = k. Donc de rayon YR? + 


40 Si 5 rayon R du cercle O devient ai on dit qu'on a affaire au cercle point 
O et la puissance £,(M) est alors égale à MO2?. 


o 286. Réciproques. — l° Si les côtés AB et CD du quadrangle 
ABCD se coupent en un point M tel que MA.MB = MC. MD, 
ce quadrangle est inscriptible. 


Le cercle ABC recoupe en effet (fig. 246 et 247) la droite MC en D' tel que 
es MB = MC.MD’. On a donc MD’ = MD ce qui montre que D’ est 
en 

20 Si le point M du côté AB du triangle ABC est tel que 
MC?= MA. MB la droite MC est tangente en C au cercle ABC. 


(Supposer (fig. 248), dans la démonstration précédente, que D est confondu 
avec 
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AXE RADICAL DE DEUX CERCLES. 


e 287. Théorème. — Le lieu géométrique des points qui ont 
même puissance par rapport à deux cercles donnés est une 
droite À, perpendiculaire à la droite des centres, appelée axe 
radical des deux cercles. 

Pour que le point M ait même puissance par rapport aux deux cercles O(R) 
et O'(R’), il faut et il suffit que (fig. 249) : 

MO: — R? = MO? —R? ou MO?— MO”? = R— R”? (1) 

En désignant par 1 le milieu de OO’, le lieu de M est donc (n° 89) une droite 
A perpendiculaire à la droite OO’ au point H défini par la relation : 


200'.IH = R— R”. (2) 


Fig. 249. Fig. 250. 


Si R = R' l'axe radical A est la médiatrice de OO". Si R' = 0, la droite À . 
est l'axe radical du cercle O(R) et du cercle-point O'. 

Notons. que si O’ vient se confondre avec O et si R’ >< R, l'axe radical est 
rejeté à l'infini. 


e 288. Propriétés de l’axe radical, — 1° L’axe radical de deux 
cercles passe par tout point commun aux deux cercles. 


E 


Fig. 251. Fig. 252. Fig. 253. 


Les puissances d'un tel point par rapport aux deux cercles étant nulles, elles 
sont donc égales. L'axe radical de deux cercles sécants (fig. 250) est par suite le 
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support de leur corde commune et l'axe radical de deux cercles tangents 
(fig. 252 et 253) est leur tangente commune. L'axe radical de deux cercles inté- 
rieurs ou extérieurs est obligatoirement extérieur aux deux cercles (fig. 249 et 
251) car s’il coupait l’un d'eux en un point il couperait l'autre au même point. 


2 Précisons la position de A dans le cas où R >> R'. La relation (2) montre 


que dans ce cas les vecteurs OO’ et 1H sont de même sens. Le point H appartient 
à la demi-droite IO' et HO => HO”, Par suite HO + R > HO' + R’ donc 
(fig. 249) : HB >HD. La relation HA . HB = HC.. HD entraîne alors : HA < HC. 
La droite A est donc plus proche du cercle O que du cercle O'. 


3 La portion de laxe radical, extérieure aux deux cercles, 
est r lieu des points d’où on peut leur mener des tangentes 
égales. 


En effet pour que l'on ait MT = MT (fig. 250) il faut et il suffit que M ait 
même puissance positive par rapport aux cercles O et O’. Il en résulte que l'axe 
ra de deux cercles passe par le milieu de toute tangente commune à ces deux 
cercles. 


e 289. Théorème. — Les axes radicaux de trois cercles pris deux 
à deux concourent en général en un même point qui a même 
Puissance par rapport aux trois cercles et qu’on appelle centre 
radical des trois cercles. 


l° Si les centres O, O’ et O” de trois cercles donnés ne sont pas alignés 
(fig. 254), l'axe radical A des cercles O et O' et l'axe radical A’ des cercles O et 
O” se coupent en un point Í dont les puissances L, £’ et Z” par rapport aux trois 
cercles sont égales. Le point I appartient donc également à l'axe radical A” des 
cercles O’ et Q”, 


, 


Fig. 254. 


2 Si les trois centres O, O’ et O” sont alignés, les droites A et A’ sont paral- 
lèles ou confondues. Dans le premier cas il n'y a aucun point possédant même 
puissance par rapport aux trois cercles et les trois droites A, A’ et A” sont dis- 
tinctes et parallèles. 

Si les deux droites A et A sont confondues, tout point de À a même puissance 
par rapport aux trois cercles et les trois droites A, À’ et A” sont confondues. On 
dit que les trois cercles admettent un même axe radical. 
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e 290. Construction de laxe radical de deux cercles non sécants. — 
Soit à construire (fig. 255) l'axe radical À des deux cercles O et O’ quelconques, 
Traçons un cercle auxiliaire © coupant le cercle O en A et B, le cercle O’ en A’ 
et B’. Le point d’intersection M de AB et A'B’ est le centre radical des trois 
cercles w, O et O’, C’est donc un point de l'axe radical cherché A. 

Il suffit alors de mener de M la perpendiculaire A à la droite des centres OO’, 
ou bien de répéter la construction pour déterminer un second point N de A, 
Si le cercle O’ est un cercle point, on fait passer par O’ le cercle auxiliaire © et 
on lui mène la tangente en O’ qui coupe la droite AB en M. 


o 291. Théorème. — La différence des puissances d’un point par 
rapport à deux cercles est, en valeur absolue, égale au double 
produit de la distance de leurs centres par la distance de ce 
point à leur axe radical. 


Soit (fig. 256) H le pied de 
l'axe radical A des cercles 
O(R) et O'(R'), I le milieu 
de O0, P et K les projections 

u point donné sur 
droite OO" et sur A. La diffé- 
rence des puissances du point 
M par rapport aux cercles 

et O’ s'écrit : 


Fig. 256. 


TM) Lau F(M) z (MO: ee. R?) En (MO? = R3) 
= (MO? — MO”) — (R?— R”) 


Or (n° 88) : MO: — MO” = 2 00' . IP 

et (n° 287) : R? — R”? = 200 .IH. 
Donc : TM) — LM) = 2 00’ . (IP — IH) = 2 00' . HP. 
Soit : Lo (M) = Z(M) = 2 00'.KM 


formule algébrique qui définit Z(M) — $,(M) en grandeur et en signe. 


e 292. Corollaires. — 1° Le lieu des points dont la différence des puissances par 
rapport à deux cercles est constante est me perpendiculaire à la droite des centres. 


Pour que £,(M) — £,(M) = k il faut et il suffit que 200’. HP = k donc 
que la projection de M sur OO" soit le point P déterminé par cette relation. 

2° La puissance d'un point M par rapport à un cercle O est égale à 200’. KM 
où K désigne la projection de M sur l'axe radical du cercle O et d'un cercle quelconque 
de centre O' passant par M. 

Dans la relation du n° 291 on a (M) = 0 d'où : 2AM) = 2 O0’. KM. 
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APPLICATIONS 


e 293. Utilisation de la puissance. — 1° Les considérations de puissance 
permettent souvent d'établir des relations métriques dans des figures où inter- 
viennent des cercles. 

2° Pour démontrer que trois points «, 8, y sont alignés il suffit de montrer 
qe chacun de ces points a même puissance par rapport à deux cercles de la 

gure. Car s'il en est ainsi «, B et y appartiennent à l'axe radical de ces deux 
cercles. 

3° Si (hg. 257) deux points distincts « et 8 ont chacun même puissance par 
rapport à trois cercles O, O’ et O”, ces trois cercles admettent un axe radical 
aß (n° 289). Il en résulte que : 

a) Les points O, O’ et O” sont alignés sur une perpendiculaire à «8. 


b) Tout oint y de la droite «ß a même puissance par rapport aux trois 
cercles O, O’ et O”. 


\ 
LÑ 
w 


Fig. 257. Fig. 258. 


° See Relations dans le quadrangle orthocentrique. — Considérons 
(fig. 258) un triangle ABC, d'orthocentre H et désignons par A’, B’, C’ les 
pieds des hauteurs AH, BH et CH et par A, B, et Ci les intersections de ces 
hauteurs avec le cercle | 

10 Des relations : A'A, = — A'H et A'B.A'C = A'A. A'A, on dé- 
duit que : 


AB. AC = — A'A. AH (1) 


Il y a deux autres relations analogues avec B’ et C’. 


2° Des relations telles que : HA . HA, = HB . HB, = HC. HG, et 
HA, = 2 HA' on déduit que : 


(2) 
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Ces relations résultent aussi du fait que H est le centre radical des trois 


cercles BCB'C', CAC'A' et ABA'B". 


30 En échangeant les rôles de H et A dans le quadrangle ABCH on 
obtient : 


AA: . AH = AB. AC’ = AC. AB G) 


qui résultent aussi du fait que À est le centre radical des cercles BCB'C’, BHA'C’ 
et CHA'B'. 


e 295. Application. — Les orthocentres des quatre triangles 
d'un quadrilatère complet sont alignés sur une droite À. Les 
milieux des diagonales de ce quadrilatère complet sont ali- 
gnés sur une droite À' perpendiculaire à la précédente. 


Les cercles de centres O, O' et O” ayant pour diamètres ta diagonales AD, BE et CF 

is quadrilatère complet ABCDEF (fig. 259) passent par les pieds des hauteurs AA’, 
et CC’ du triangle ABC. 

Fe osete H du triangle A ABC 


vérifiant les relations HA . HA’ = 
HB. HB' = HC. HC a donc 


même puissance par rapport aux 
trois cercles. Il est de même de 
, K, L orthocentres respectifs des 
triangles AEF, DBF et DH 
Les quatre points $, J, K 
sont donc (n° 293) alignés Te 
l'axe radical A des trois cercles 
O, O’ et O” et les centres de ces . 
cercles sont alignés sur une droite 
A' perpendiculaire à A. 


REMARQUE. — On voit que la 
droite À est la droite de Steiner 
Fig. 259. commune du point d'intersection o 
7 des cercles ABC, AEF, DBF et 

DEC (n° 165) par rapport aux triangles correspondants. 


e 296. Théorème de Pascal. — Lorsqu'un hexagone est inscrit 
dans un cercle, les points de rencontre des côtés opposés 
sont alignés. 


Soit un hexagone i inscrit ABCDEF (fig. 260), Numérotons les côtés AB, BC, CD, DE. 
EF et FA dans l'ordre 1, 2, 3, 4, 5, 6 et appliquons au triangle PQR formé par les côtés 
impairs 1, 3,5 le théorème ‘de Ménélaüs relatia aux transversales, constituées par les côtés 
pairs 2, P On obtient ainsi dans le trangle PQR coupé par les transversales: «DE, 


BO, CR, 
CP 


| 

| 

| 

Il 
>| 2) 
RS 
ala 

Il 

| 
Aisi 
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ing le produit membre à membre de ces trois égalités. En tenant compte des 
relations 


AR.BR=CR.DR ; CP . DP = EP . FP ; EQ . FQ = AQ . BQ. 
On obtient : Q R P 


aR BP YQ 


ce qui montre que les points &, B, y sont alignés (n° 94). 


Remarque. — Si le point F vient en À, le théorème subsiste pour le pentagone 
inscrit ABCDE à condition de lui adjoindre comme 6° côté la tangente en À (fig. 261). 
Il y a 5 droites de Pascal ainsi attachées à un pentagone inscrit, 


e 297. Relations d’Euler dans un triangle. 


Considérons un triangle ABC (fig. 262) et désignons par O, I et J les centres des cercles 
circonscrit, inscrit et exinscrit dans l'angle À, par R, r et re leurs rayons respectifs. 
uadrilatère BIC] ayant deux angles opposés B et C droits est inscriptible dans un cercle 
ont le centre est situé sur la médiatrice de BC et sur la droite IJ bissectrice intérieure de” 
l'angle BAC. Ce centre est donc le milieu © de l'arc BC du 
cercle O intérieur à l'angle BAC. 
Soient H et K les projections des points I et J sur l'axe 
radical BC du cercle w et du cercle 6. On a (n° 291) : 


TA) ui 2l) a Lol) = 2 Où.Hi 


soit : 10? — Rè = — 2Rr 
: 
De même : 

BU = TA) — Lo) = 200K] 
soit JO: — R = 2 Rr 


ou Of = R? + 2 Rra 
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PUISSANCE PAR RAPPORT A UNE SPHÈRE 


o 298. Théorème. — Si une sécante variable issue d'un point 
fixe M coupe une sphère donnée en A et B, le produit MA.MB 
est un nombre constant appelé puissance du point M par 
rapport à la sphère 


Soit (T) le grand cercle de la sphère OR) situé dans le plan OMAB (fig. 263). 
Le produit MA . MB est la puissance de M par rapport à (T). En posant OM = d 


ona: 
PM) = MA . MB = d — R. (1) 


La puissance Ÿ,(M) de M pir ra par 
à la sphère est la puissance de 
rapport à tout cercle Q de la sphère 
dont le plan passe par M. En désignant 
par A' le point diarnétralement opposé 
à A sur la sphère, par MCD et MEF 
deux autres sécantes issues de M, par 
MT une tangente issue de M ou par UV 
une corde perpendiculaire en M à OM, 


(S) 


Fig. 263. on obtient comme au n° 285 : 
AM) = MAMA (2 
MA . MB = MC. MD = ME . MF 8) 
LM) = MT? oa 2M) = — MU’ (4) et (5) 


è 299, Réciproque. — Si les trois droites AB, CD et EF non 
coplanaires, concourent en un point M tel que : 
MA . MB = MC. MD = ME . MF 

les six points Ä,B,C,D.E,F, appartiennent à une même sphère. 

Soit [a et FE ' les points où les droites MC et ME recoupent la sphère ABCE. 
Ona: = MC . MD' = ME . MF”. 

En comparant ces relations avec celles de l'hypothèse on en déduit que les 
pas D et F sont confondus avec D’ et F’. Si F vient se confondre avec 


sphère ABCE est tangente en E à la droite ME. 


o 300. Théorème. — Le lieu géométrique des .points qui ont 
même puissance par rapport à deux sphères données est un 
plan P, perpendiculaire à la droite des centres, appelé plan 
radical des deux sphères. 


En désignant (fig. 264) par I le milieu du segment OO’ qui joint les centres 
des deux sphères O(R) et O'(R) et par H la projection d'un pont quelconque M 
sur OO’ on voit comme au n° 287 que la condition Ÿ, (M) équivaut 


à: 200" . IH = R?—R? 
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Le lieu de M est donc le plan P perpendiculaire à OO’ au point H déter- 
miné par la relation précédente. On voit comme au n° 288 que : 

Le plan radical de deux sphères sécantes est le plan de leur cercle commun. 
Le plan radical de deux he tangentes est leur plan tangent commun en 
leur point de contact. La portion du plan radical extérieure aux deux sphères 
est le lieu des points d'où on peut leur mener des tangentes égales. 

Si on coupe les sphères O et O’ par un plan sécant Q, l'axe radical des cercles 
d'intersection y et Y’ est l'intersection 8 du plan radical P par le plan Q. 


Fig. 264. Fig. 265. 


o 301. Théorème. — Le lieu géométrique des points qui 
ont même puissance par rapport à trois sphères données 
dont les centres ne sont pas alignés est une droite ^ per- 
pendiculaire au plan des centres appelée axe radical des 
trois sphères. 


Le plan radical P des sphères O et O' (fig. 265) et le plan radical P’ des sphères 
O et O” se coupent suivant une droite A perpendiculaire au plan OO'O”., Or 
tout point de A a même puissance par rapport aux trois sphères O, O' et O”. 
La droite À appartient donc au plan radical P” des sphères O’ et O”. 

Si les centres O, O’ et O” sont alignés les trois plans radicaux sont parallèles 
et distincts ou éventuellement confondus. 

Notons que l'axe radical A de trois sphères passe par tout point commun à 
ces trois sphères. Si on coupe les trois sphères par un plan sécant Q, le centre 
radical des trois cercles d'intersection Y, y’ et y” est l'intersection de la droite A 
par le plan Q. En particulier le pied H de A dans le plan OO'O” est le centre 
radical des trois grands cercles des sphères O, O’ et O''situés dans le plan des 
centres. 


e 302. Théorème, — Étant données quatre sphères dont les 
centres ne sont pas situés dans un même plan, il existe un 
point et un seul appelé centre radical qui a même puissance 
par rapport aux quatre sphères. 

Ce point appartient au plan radical de deux quelconques de ces sphères et à 
l'axe radical de trois quelconques d'entre elles. 

En effet le point œ commun à l'axe radical A des sphères O}, O; et Os et au 


plan radical P des sphères O, et O; est le point unique qui a même puissance 
par rapport aux quatre sphères O}, Oz, Os et O4. La deuxième partie du théo- 
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rème est alors une conséquence évidente des théorèmes n% 300 et 301. Si les 
quatre points Or, Oz, Os et O4 sont dans un même plan la droite A et le plan P 
sont en général parallèles. Éventuellement la droite A peut être contenue dans 
le plan p On dit que les quatre sphères admettent A pour axe radical. 


e 303. Différence des puissances par rapport à deux sphères données. 

La différence des puissances d’un point par rapport à deux 
sphères est, en valeur absolue, égale au double produit de 
læ distance de leurs centres par la distance de ce point à leur 
plan radical. 

En désignant par 7 le plan radical des sphères O(R) et O'(R’), par I le milieu 
de O0’ par P et K les projections d'un point donné M sur la droite OO” et 
sur le plan *, on obtient par le même calcul qu’au n° 291 : 


formule algébrique qui définit Lo (M) — Fo (M) en grandeur et en signe. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Puissance d’un point par rapport à un cercle. Axe radical de deux cercles 
(Montpellier, ME.) 


— Puissance d'un point par rapport à une sphère. Pian radical. 
(Lausanne, ME.) 


~= Différence des puissances d’un point par rapport à deux cercles. 
Variation de cette différence suivant la position du point. Lieu .des 
points pour lesquels cette différence a une valeur donnée. 


(Aix, MT.) 


EXERCICES 


@ 302. Pour que deux cercles O et O’ soient sécants il faut et il suffit qu’il existe 
un point M de leur axe radical ayant une même puissance négative par rapport 
à ces deux cercles. 


è 303. D'un point M de Faxe radical des cercles O et O’ on mène la sécante MAB 
au premier et la sécante MCD au deuxième. Démontrer que le quadrilatère ABCD 
est inscriptible. 

@ 304. Solent AB et CD les diamètres des cercles O et O’ portés par la droite OO’. 
Montrer que le pied H de leur axe radical A est le centre de l’homothétie qui trans- 


forme AC en DB (ou AD en CB) et en déduire une construction de l’axe radical A. 


@ 305. On considère quatre points A, B, C, D d’une même droite, un cercle variable 
O passant par A et B, un cercle variable O’ passant par C et D. Trouver l'enveloppe 
de laxe radical A des cercles O et O’. 

Étudier le cas où B est en A et le cas où B est en A et C en D. 
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@ 306. Reprendre le problème précédent en supposant que les quatre points A, B, 
C, D appartiennent à un même cercle fixe (T). 


@ 307. Deux cercles variables O et O’ sont respectivement tangents en A et B 
à la droite fixe AB. Les cercles de centre O passant par B et de centre O’ passant 
par A se coupent en M en N. Trouver l'enveloppe de la droite MN. 


@ 308. On considère deux cercles fixes O et O’, le premler tangent en A à Ar, le 
second tangent en B à By et deux points variables M et N qui décrivent respectl- 
vement Ar et By de telle sorte que AM = BN. Trouver le lieu des points d'inter- 
section du cercle de centre O passant par M et du cercle de centre O’ passant par 


@ 309. Un cercle variable « passe par un point fixe A et coupe le cercle fixe O en 
B et C. La droite BC coupe en M la tangente en A au cercle o. 

1° Montrer que le lieu de M est une droite perpendiculaire en I à OA. 

29 Le cercle de centre M passant par A recoupe le diamètre EF passant par 
A du cercle O en D. Nature de la division (ADEF) et lieu du point P symétrique 
de A par rapport à M? 


@ 310. Soient trois points fixes A, B, C alignés dans cet ordre et un point variable 
P qui décrit la droite A perpendiculaire en C à AB. On mène la perpendiculaire 
BH à AP et cette droite coupe le cercle de diamètre AP en M et N. 

1 ; Nature du quadrilatère BCPH? Montrer que le lieu de M et N est un cercle de 
centre A. ; 

29 Démontrer que les cercles BCM et BCN de centres o et œ sont respective- 
ment tangents à AM et AN et que la figure BwP«’ est un parallélogramme. Nature 
du faisceau P (BCMN). 


è 311. Un pont M décrit un cercle fixe O(R). On désigne par A l'axe radical du 
cercle O et du cercle de centre M passant par un point fixe A tel que OA = d. 

1° Calculer en fonction de d et R la distance AK de A à la droite A. 

20 En déduire l'enveloppe de la droite A puis l'enveloppe de la droite MK. 


@ 312. On considère deux cercles fixes O(R) et A(a). Une tangente variable en 
M au cercle A coupe le cercle O en B et C. Soit o le centre du cercle ABC. 

1° Evaluer en fonction de R, a et d = AO, la distance Ow. 

2° Déterminer le lieu du point o et l’enveloppe de la droite oM. 


è 313. Dans un triangle ABCun cercle variable passant par A et par le milieu M de 
BC recoupe la droite BC en E et le cercle ABC en D. La droite AD coupe BC en F. 
1° Démontrer les relations FM.FE = FB.FC et (BCEF) = — 1. 
2° On suppose que la droite AE est tangente au cercle ABC. Montrer que les 
que droites AM et AD sont symétriques par rapport aux bissectrices de l'angle 


@ 314. On désigne par A’, B’, C’ les milieux des côtés BC, CA, AB du triangle ABC 
et par I, J, K et L les centres des cercles inscrit et exinscrits dans les angles À, B et 
C du triangle ABC. 

1° Montrer que l'axe radical des cercles K et L est la bissectrice intérieure de 
langle B’A'C’ et que le centre radical des cercles J, K, L est le centre du cercle 
inscrit dans le triangle A’B’C’. 

20 Etablir de même que le centre radical des cercles I, K, L est le centre du cercle 
exinscrit dans l’angle A’ du triangle A’B’C’. 


e SE Soit un point fixe A, un cercle de centre O et une sécante variable ABC à ce 
cercle : 

1° En supposant A intérieur au cercle O, trouver le lieu des extrémités de la 
corde MN, menée par A et perpendiculaire à BC, dans le cercle de diamètre BC. 

2° En supposant A extérieur au cercle O, trouver le lieu des points de contact 
des tangentes AT et AU au cercle de diamètre BC. 


e 316. Dans un triangle ABC la perpendiculaire en B à AB coupe AC en D et la 
perpendiculaire en C à AC coupe AB en E. 

1° Montrer que DE est perpendiculaire au rayon AO du cercle ABC. 

2° Etablir que laxe radical des cercles ABD et ACE est la droite AO. 
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© 317. On désigne par O le centre du cercle ABC, par H l’orthocentre et PE © 
le centre du cercle d’Euler du triangle ABC, par M, N, P les milieux des côtés BC, 
CA, AB et enfin par A’, B’, C’ les pieds des hauteurs AH, BH et CH. Les droites 
BC et BC’ se coupent en a, CA et C'A’ en B, AB et A'B’ en +. 

1° Etablir les relations : «B. «C — «B'. aC’ = aÂ’.aM et (BCA’e) = — 1. 

2° En dédulre que g, 8, y sont alignés sur une droite A perpendiculaire à OH et 
axe radical des cercles O et o. 


@ 318, Un point variable M décrit un cercle fixe O passant par A et B. Sur la 
bissectrlce intérieure de langle AMB on prend les points C et D tels que 
MC? = MD? = MA.MB. 

1° Démontrer que les quatre points ABCD sont sur un même cercle centré au 
milleu de l’arc AMB. En déduire les lieux de C et D, lorsque M parcourt le cercle O. 

2e Soit I le milieu de AB. Démontrer que la droite AB est bissectrice intérieure 
de l'angle CID et que l’on a : JA? = IB? = 1C.ID. 
@ 319. D’un point P de l’axe radical des cercles O(R) et O'’(R’) on mène à ces 
deux cercles les tangentes respectives PM et PM’. 

1e Montrer qu’il existe un cercle o tangent en M au cercle O et tangent en M’ au 
cercle O’. En déduire que la droite MM’ passe par l’un ou l’autre de deux points 
fixes I ou J. #2. Fa 

2° Si P varie le produit IM.IM” est constant. Trouver sa valeur en fonction de 
R, R’ et OO’ = d. 

3° Construire le cercle w sachant qu’il passe par un point donné A. 


@ 320. Soient trois points fixes B, C, P alignés et un point variable A qui décrit 
une droite A perpendiculaire en I à la droite BC. Soit H l’orthocentre du triangle 
1° Trouver l’enveloppe de la droite EF quil joint les pieds des hauteurs issues de 
B et C dans le triangle ABC et l'enveloppe de l’axe radical du cercle ABC et du 
cercle de diamètre AH. 
2° Soit M la projection de A sur la droite PH. Montrer que la droite AM passe 
par un point fixe et trouver le lieu du point M. 


© 321 Deux cercles O et O’ sont sécants en A et B. Une sécante variable A coupe 
le premier en C et M le second en D et N. On mène dans le cercle O la corde CE 
parallèle à AN, et dans le cercle O’ la corde DF parallèle à AM. 


i e Demontrer que les points A, E, F sont alignés et que le quadrangle CDEF est 
nscriptible. 

2° Lieu géométrique du point d’intersection I de CE et de DF? Montrer que le 
quadrangie BCDI est inscriptible. 


@ 322. Un triangle ABC est dit pseudo-rectangle sl: B—C-— z 


19 Démontrer que le côté BC est parallèle au diamètre AD = 2R du cercle ABC 
et que la hauteur AA’ est tangente à ce cercle ainsi qu’au cercle d’Euler du trlangie. 
2° Soit H l’orthocentre du triangle ABC. Montrer que BA = BH, CA = CH puis 


ne D D 1 1 1 
s 12 — A? 7e 2 2 2 a A A a Le 
que : AA’? = A'B.AC; AB? + AC? = 4R? et 3 = Bi tic 
3° Un cercle passant par A et centré sur AH recoupe AB et AC respectivement en 
C’ et B’. Démontrer que B’C’ est perpendiculaire à BC et que le triangle AB'C’ est 
pseudo-rectangle. 


© 323. Un cercle O passe par le centre « d’un second cercle et le coupe en B et C. 
Une sécante varlable issue du point ù coupe le segment BC en D, le cercle O en 
A et le cercle « en I et J (I entre A et D). 

1° Etablir la relatlon (ADIJ) = — 1 et démontrer que I et J sont les centres 
du cercle inscrit et du cercle exlnscrit dans l’angle A du triangle ABC. 

2° Construire le point « puis le triangle ABC connaissant les points B et C et les 
rayons r et ra des cercles inscrit et exinscrit I et J. 

3° Effectuer la même construction connaissant B et C, l’angle A du triangle 
ABC et la longueur AD = 8. 


© 324. On donne un cercle fixe de centre O, un diamètre x'g et un point quelconque 
M de ce cercle. Le cercle de centre M tangent en I à z’x coupe le cercle O en B et C 
et la droite MI coupe BC en D, le cercle (M) en J et le cercle O en A. 

1° Démontrer que D est le centre radical des cercles (O), (M) et du cercle de 
diamètre AM. En déduire que D est le milieu de MI. 
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2° Etablir que : (ADIJ) = — 1 et que les points I ct J sont les centres des 
cercles inscrit et exinscrit dans l’angle A du triangle ABC. 

30 Soient r et rą les rayons des deux cercles inscrit et exinscrit I et J et ha la 
hauteur issue de A du trlangle ABC. Démontrer que : ha = ra = 3r. 


@ 325. Soit w le centre d’une similitude directe qui trarisforme le cercle O en le 
cercle O’ et soient, sur ces deux cercles, deux points homologues M et M’. 

1° Démontrer que le lieu de la projection H de w sur MM’ est un cercle ayant 
pour centre ja projection K de w sur OO’. 

2° Soit w le symétrique de w par rapport à OO’ et H’ la projection de w’ sur 
MM’. Montrer que le produit wH. wH’ est constant et qu’il en est de même de l’aire 
du triangle w’MM’. 


© 326. On considère un quadrilatère ABA’B’ dont les diagonales AA’ et BB’ se 
soupent en w, et on désigne par I le centre de la similitude inverse qui | transforme 


—> —— 
AB en B'A’ et par J le centre de la similitude Inverse qul transforme : AB’ en BA’. 
1° Montrer que les triangles IAA’ et IBB’ ont même angle en I et sont équivalents 
et qu’il en est de même des triangles JAA’ et JB’B. Nature du faisceau œ (ABIJ). 
2° Montrer que la drolte IJ est l’axe radical des cercles de diamètres AA’ et BB’. 
3° On complète le quadrilatère complet ABC A’B’C’. Montrer qu’il existe six 
points analogues à I ou J situés sur la drolte A qui contient les orthocentres des 
quatre triangles du quadrilatère complet. 


© 327. On donne un cercle fixe O(R), un point fixe I tel OI = d ÆR et un point 
variable M sur le cercle O. Ce cercle recoupe la droite IM en A et coupe en B et C 
ie cercle de centre M passant par I. : 

1° Montrer que l’enveloppe des trois côtés du triangle ABC est un cercle fixe de 
centre I dont le rayon r est donné par la relation d’Euler |d?—R38; = 2Rr. 

2° En déduire que sł deux cercles donnés O(R) et I(r) tels que OÏ = d vérifient la 
relation précédenté, il existe une infinité de triangles inscrits dans le cercle O et 
admettant le cercle I pour cercle inscrit ou exinscrit. 

3° Soit IP un rayon du cercie I perpendiculaire à IO. Montrer que le cercle de 
centre P et de rayon r cst tangent au cercle O. En déduire une construction géomé- 
trique des deux valeurs de R qui correspondent à un point O et à un cercle I (r) 

onnés. 


© 328. Soit un triangle ABC et les deux points varlables M et N tels que : 


MÀ + 3MB =0 et NÉ + ANA = 0. 
1° Démontrer que lorsque À varie, les points M et N se correspondent dans les 
deux similitudes directe et inverse de centres respectifs O et œ qui transforment 


BA en AC. Préciser les éléments de ces deux similitudes. ° 

2° Que peut-on dire des cercles AOB, AOC et ABC par rapport à AC, AB et Ao? 
Montrer que OA et Ow sont les bissectrices de l’angie BOC, que les triangles «AM 
ct wNB sont équivalents et qu’il en est de même des triangles wAN et wMC. 

3° Démontrer que l’axe radical des cercles de diamètres AN et MC est une droite 
fixe A tandis que l’axe radical des cercles de diamètres AN et MB passe par un 
point fixe S. Préciser les positions de A et S. (On pourra opérer vectoriellement 


en calculant IM et IN en fonction de IA, IE, JC et À puis en écrivant que IA. IN 
est égal à IC. IM ou à IB. IM quel que soit À). 


© 329. Un point variable M décrit une droite fixe A perpendiculalre en H au 
prolongement Br du segment AB. La perpendiculaire menée de B à AM coupe AM 
en C et coupe A en N. Les droites AN et BM se coupent en D. ; 

1° Nature du quadrangle ABMN? Montrer que le produit HM. HN est constant 
et que le cercle de diamètre MN passe par deux points fixes I et J conjugués har- 
moniques par rapport à A et B. 

2° Trouver le lieu du centre O du cercle AMN et montrer qu’il passe par un 
CABHR) point fixe A,. Démontrer que CD passe par un point fixe K tel que 
(AB = — 1. 
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@ 330. On considère un cercle T de centre O, de rayon R, une corde BC et un point 
A de ce cercle. 

1° Les points B et C restant fixes et le point A décrivant le cercle donné, moin- 
trer que les lieux des milieux des segments AB et AC sont deux cercles T, et T,. 
Déterminer laxe radical de T, et T, et le centre radical de T, T} et T,. 

2° Evaluer en fonction de l'angle A du triangle ABC l’angle sous lequel se cou- 
pent les cercles T, et rs. 

3° Montrer que lorsque le point A décrit T, B et C restant fixes, les lieux des 
polnts I, J, K et L, centres du cercle inserit et des cercles exinscrits dans le triangle 
ABC se compose de deux cercles dont la somme des carrés des rayons est égale 

4R3. (Lyon.) 
@ 331. Soient deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Oy. Uu cercle de 
rayon a est tangent en O à laxe Oy et une droite (D} est parallèle à Ox et a pour 
ordonnée b, Une droite (E) variable passant par O coupe D en A et le cercle en B. 
Les parallèles à Ox et Oy menées respectivement par B et A se coupent en M. 

t° Construire les points M situés sur une droite donnée (D’) parallèle à D. Existe- 
t-Il des points M sur D? 

2°. On trouve en général deux points M, et M, sur (D’) se projetant sur (D) en 
A, et Ag. Soit I Pintersection de (D) avec Oy. Montrer que le produit IA, . IA, est 
constant et en déduire que A, et A, sont conjugués harmoniques par rapport à 
deux points fixes lorsque (D’) varie. (Lyon.) 


@ 332. Dans un plan on donne deux points fixes O, O’ (00’ = d) et un nombre 
positif k Æ 1. A tout cercle C du plan, de centre O, de rayon R on associe le cercle C’, 
de centre O’, de rayon KR. 

1° Montrer que C’ est homothétique de C dans le rapport k et aussi dans le rap- 
port — k. Construire les centres respectifs S, S’ de ces homothéties. Calculer OS, 
OS’ sur l’axe OO’ ainsi que la distance SS’. 

29 Quelles sont suivant les valeurs de R, les positions relatives des cercles C et 
C’? Quel est le lieu r de leurs points communs quand R varie? 

3° On donne le pied A sur OO’ de l’axe radical de C et C’ par son abscisse OA = a. 
Calculer R en fonction de d, a, k. Montrer que la puissance de A par rapport au 
cercle C vaut AS. AS’. Construire le cercle C. Discuter. 

4° On suppose k < 1. Un cercle passant par O et O’ coupe le lieu T en M, et M,. 
Soient «, O}, O’, les angles en M,, O et O’ du triangle MOO”. Calculer tg O} en fonc- 
tion de k et de « au moyen des relations sin O, = k sin Oʻ, et O, + Oh =r — a. 

Soient x — «, Oz, O’ les angles en M,, O et O’ du triangle M,00-. Calculer de 
même tg O,. En déduire la relation entre sin a et tgO, O étant l'angle en O du 
quadrilatère OM, O'M,. Cas particulier où SS’ = OO’. (Paris.) 


@ 333. Deux sphères variables S et S’ passent respectivement par les cercles fixes 
yet y’ d’un même plan P ou d’une même sphère X. 

19 Montrer que le plan radical de S et S’ passe par une droite fixe A. 

2° Étudier le cas où la sphère S est tangente à P ou à E et le cas où les deux 
sphères S et S’ sont toutes deux tangentes à P ou à E, 


@ 334. Trois sphères variables S,, Sa, S, passent respectivement par les cercles 
fixes Yı, Ya et y, d’un même plan P, dont les centres ne sont pas alignés. 
1° Montrer que l’axe radical des trois sphères S4, S, et S, passe par un point fixe. 
20 Étudier le cas où la sphère S, est tangente au plan P, le cas où S, et S, sont 
tangentes à P et le cas où S4, S, et S, sont tangentes à P. 


@ 335. Reprendre le problème précédent en remplaçant le plan P par une sphère £. 


@ 336. Une sphère variable w passe par un point fixe A et coupe la sphère fixe S 
suivant un cercle variable y. Soit A l'intersection du plan de y et du plan tangent en 
A à la sphère w. | 

1° Montrer que le lieu de la droite A est un plan fixe P. 

29 Que représente le plan P pour la sphère S et le point fixe A? 


@ 337. On donne une sphère O(R) et un point fixe A tel que OA = d. Une sphère 
variable dont le centre M est situé sur la sphère O passe par A. Démontrer que 
l'enveloppe du plan radical des sphères (O) et (M) est une sphère de centre A. 


© 338. On considère deux sphères fixes O(R) et A(a). Un plan variable tangent 
en M à la sphère A coupe la sphère O suivant un cercle +. Soit œ le centre de la 
sphère passant par A et contenant y. Déterminer le lieu de œ et montrer que la 
droite wM passe par un point fixe 
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@ 339. 1° Déterminer le lieu géométrique des points de contact avec un plan P 
des sphères tangentes à ce plan et passant par deux points donnés A et B. 

20 Construire les sphères passant par trois points non alignés A, B, C et tangentes 
soit à un plan donné P, soit à une droite donnée A. 


@ 340. Soit S une sphère variable passant par deux points donnés A et B et soit 
X une sphère fixe. 

1° Montrer que le plan radical de S et de E passe en général par un point fixe 
I de la droite AB. En déduire le lieu des points de contact avec E des sphères S 
tangentes à E. 

20° Construire les sphères passant par trois points non alignés ABC et tangentes 
à la sphère E. 


@ 341. On considère deux cercles fixes de l’espace (C)et (y) non situés sur une même 
sphère et dont les plans se coupent suivant une droite A. 

19 Montrer qu'il existe sur la droite A un point I et un seul dont les puissances 
par rapport aux cercles (C) et (y) sont égales. Cas d'exception, 

2° Déterminer une sphère passant (C) et tangente à (y). 


© 342. Deux cercles y et y’ appartiennent à un même plan P ou à une même 
sphère E£ et deux sphères S et S’ passent respectivement par y et y’. 

1° Montrer que le plan radical de S et S’ passe par une droite fixe A. 

2° Lieu géométrique du point de contact M des sphères S et S’ lorsqu’elles sont 
tangentes. 


© 343. Une sphère variable œ est tangente à deux sphères fixes O(R) et O'(R’)}. 
1° Montrer que la droite MM’ qui joint les points de contact passe par l’un ou 
l’autre de deux points fixes I et J. . 
2° Lorsqu'une sphère est tangente à trois sphères fixes O4, Og et O, en M,, M; et 
M, le plan M, M, M, passe par l’une ou l’autre de quatre droites fixes. 


TREIZIÈME LEÇON 


CERCLES ORTHOGONAUX 


o 304. Définition. — Deux cercles sécants d’un même plan sont 
orthogonaux lorsque les tangentes en un de leurs points com- 
muns sont perpendiculaires (n° 52). 

Pour que les deux cercles O(R) et O'(R'}, sécants en À et B soient orthogo- 
naux (fig. 266) il faut et il suffit que la tangente en A à l’un d'eux passe par le 
centre de l’autre ou que les rayons OA et O'A soient perpendiculaires. Cela 
revient à dire que le triangle OAO’ doit être rectangle en À ou que le point À 
doit appartenir au cercle de diamètre OÙ’. 


Fig. 266, Fig. 267. 


ə 305. Théorème I. — Pour que deux cercles O et O' soient 
orthogonaux il faut et il suffit qu’une sécante MM' passant 
par un de leurs points communs soit vue de l’autre point 
commun sous un angle droit. 

On sait (n° 244) que M’ est le transformé de M dans la similitude de centre À 
qui transforme AO en AO’. L'égalité (AO, AO’) = (AM, AM’) montre (fig. 266) 
que pour que l'angle OAO soit droit il faut et il suffit que l'angle MAM’ le 
soit. 


ə 306. Théorème IL — Pour que deux cercles soient orthogo- 
naux il faut et il suffit que le carré du rayon de l’un d’eux soit 
égal à la puissance de son centre par rapport à l’autre. 


La relation OA? + O'A? = OO” (fig. 266) s'écrit : 


| R? + R? = d? 


(1) 
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et donne R? = d?— R? et R2 = d? — R C'est-à-dire : 


On peut donner à cette relation des formes variées. Désignons (fig. 267) par AB un 
diamètre du cercle O et par CD un diamètre du cercle O’, La relation (2) s'écrit : 


OA: = OBi = OC.OD. 4) 


Elle se ramène à : AC.BD + AD.BC =0 ou ACAD = AB. AO' etc. 6) 
dont l'analogie avec les formules de la division harmonique est évidente. 


e 307. Théorème II. — Pour aue deux cercles soient orthogo- 
naux il faut et il suffit qu’un diamètre de l’un soit divisé 
harmoniquement par l’autre. 

Soit AB un diamètre du cercle O qui coupe le cercle O' en M et N (fig. 267). 

La relation (2) qui s'écrit : OA? = OB? = OM.ON (6) 
est équivalente à : =— | ( 


ABMN) 
İl faut et il suffit que la division (ABMN) soit harmonique. 


e 308. Corollaire. — Pour que deux cercles O et O’ soient 
orthogonaux il faut et il suffit qu’ils aient pour diamètres 
respectifs deux côtés opposés d’un quadrangle orthocen- 
trique. 

1° Le faisceau I(ABMN) étant harmonique et IA étant perpendiculaire 
à 1B (fig. 267), les droites IA et IB sont les bissectrices de l'angle MIN et pas- 
sent par les milieux C et D des arcs MN du cercle O'. Il en est de même de JA 
et JB et on voit que le quadrangle ABCD est orthocentrique. 

2 Si par typo le le qua drangle ABCD est orthocentrique les cercles O 
et O’ de diamètres AB D se coupent aux points d'intersections | de AC 
et Bo de AD et BC. T angle AJC étant droit les cercles sont orthogonaux 
(n° 


© 309. Remarque. — Si M et M’ sont homologues dans une des homothéties qui 


font correspondre les cercles O et O' (fg. 197) on sait (n° 221) que : (AM , AM’) = 
ou s T. Les cercles seront orthogonaux si l'angle MAM' est égal à ou à 5 


En particulier, MM’ pouvant être tangente commune : 


Die 


Pour que deux cercles soient orthogonaux il faut et il suffit qu'une tangente commune à ces 


, : T 
deux cercles soit vue de l'un de leurs points communs sous tin angle de 4% de F 


e 310. Cercles orthogonaux à un cercle donné. — 1° Un cercle de centre O’, 
edhógond au cercle donné O(R), coupe celui-ci sur le cercle de diamètre 00" 
c'est-à-dire aux poa de contact A et B des tangentes issues de O’ au cercle O 
et on a (fig. 266) : R 'A. 

2° Tout cercle (w) passant par un point donné M et orthogonal au cercle 
donné O (fig. 268) passe par un deuxième point fixe N du diamètre AB passant 
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par M, tel se (ABMN) = — | et tout cercle passant par M et N est ortho- 
gonal à O. Le lieu du centre w de ce cercle est donc la médiatrice À de MN et 


la relation : wM? = &,(&) montre que A est l'axe radical du cercle O et du 
cercle-point 


Fig. 268. Fig. 269. 


o 311. Cercles orthogonaux à deux cercles donnés. — Pour que (fig. 269) 
le pe op) tait orthogonal aux deux cercles donnés O(R) et O'(R’) il faut 
et il su Prae 'on puisse mener r ce point, à ces deux cercles, des tangentes oT 
et wT” égales à p. Donc (n° 288 

Le lieu des centres ss ceréles orthogonaux à deux cercles 
donnés est la portion, extérieure à ces deux cercles, de leur 
axe radical. 


Notons ue deux cercles quelconqués w et w de cette famille admettent 
la droite OÙ’ pour aei E ; 
Po (0) = = Pa (O) = et Fo (0) = Po (0 j= = R2. 
Tout cercle oa à trois ee donnés dont les centres ne sont pas alignés 


a pour centre le centre radiçal & de ces trois cercles. Ce cercle n'existe que si le 
point & est extérieur aux trois cercles donnés. 


e 312. Pseudo-orthogonalité. — Soit AB une corde du cercle OR), te 
i cercle o(p) de diamètre AB (fig. 270). On dit que le cercle w est coupé diamé- 
iralement par le cercle O et le cercle O est dit 
pseudo-orthogonal au cercle œ. En posant 
Oo = d on obtient la relation : 


e-r- | o 


Fig. 270. Pour qu'un cercle w soit coupé diamétralement 


ou 
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par un cercle O il faut et il suffit que le carré de son rayon soit égal à l'opposé de la 
puissance de son centre par rapport au cercle Q. 

Remarquons que cette condition (1) ou (2). n'est autre que la condition pour 
que l'axe radical AB des cercles O et w passe par ©. 

Il existe un cercle et un seul, de centre O donné, pseudo-orthogonal au cercle 
donné ofp). Si le cercle O passe par le point fixe Mil passe aussi par le point 
fixe N de la droite “M tel que oM . oN = — g. 

Lorsque le point fixe w a une puissance constante © par rapport au cercle 


vanable O : 
19 Si T = $, le cercle O est orthogonal au cercle «(k): 
20 ST = — Fe, le cercle O est pseudo-orthogonal au cercle ($); 


3° Si E = 0, le cercle O est orthogonal (ou pseudo-orthogonal) au cercle 
point o. 


FAISCEAUX DE CERCLES 


e 313. Définition. — On appelle faisceau de cercles toute 
pois De cercles admettant deux à deux le même axe 
radical A. 


Il en est ainsi, par exemple, des cercles passant par deux points fixes À et B 
ou (fig. 269) des cercles orthogonaux à deux cercles fixes (n° 311). 

Nous allons montrer qu'un faisceau est défini lorsque l’on connaît un cer- 
cle O(R) de ce faisceau et l'axe radical commun À et par suite lorsque l’on con- 
naît deux éléments O(R) et O'(R’) du faisceau. Comme À est l'axe radical du 
cercle O et d'un cercle quelconque O’ du faisceau il en résulte que OO est 
perpendiculaire à A. Donc : 


Les centres des cercles d’un faisceau sont alignés sur une 
perpendiculaire à l'axe radical À du faisceau. 


Étudions les différents genres de faisceaux suivant la position relative du 
cercle O et de la droite À donnés. 


e 314. 1°' Cas. Faisceau de cercles sécants. — Si le cercle O coupe la 
droite A (fig. 271) en A et B, il en est de même de tout cercle O' du faisceau 
(n° 288, 10). Les points fixes A et B 
sont les points de base du faisceau. 

Les cercles du faisceau 
sont les cercles passant par 
les points de base À et B. 

Il existe un cercle du faisceau et 
un seul admettant pour centre un 
point donné O’ de la droite des 
centres Hx, médiatrice de 
rayon O'A de ce cercle est au moins 
égal à HA. Notons que : 

Tout cercle du faisceau de points de 
base À et B est un lieu de points M tels 
que (MA, MB) = 8 + kr (6 donné.) 
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e 315. 2° Cas. Faisceau de cercles tangents. — Si le cercle O est 
en À à å (fig. 272), il en est de même de tout cercle du faisceau (n° 288 


Les cercles du faisceau sont les cercles tangents en A. à s 


Il existe un cercle et un seul admettant pour centre un point donné de la 
droite des centres Ax. Son rayon O'A devient nul lorsque O’ vient en A 


Le cercle-point A fait partie du faisceau (O, A). 


Fig. 272. Fig. 275. 


e 316. 3° Cas. Faisceau de cercles à points-limites. — Si le cercle O est 
extérieur à la droite A (fig. 273), la projection H de O sur A a une puissance 
constante positive p° par rapport à tout cercle du faisceau. Un cercle du fais- 
ceau est donc caractérisé par le fait d'être centré sur la ETL E A Hx à A 
(n° 313) et d'être orthogonal au cercle H(e). Soit I iamètre du cercle H(p) 
porté par la droite Hx. Tout point O’ de la droite Hx, extérieur au segment 
est le centre d'un cercle du faisceau dont le rayon R = VOI .O'] est égal à 
la tangente O'T au cercle H(¢ẹ). Lorsque O’ vient en I ou J, ce rayon s’annule : 


Les cercles points l et ] font partie du faisceau et se nomment 
points de Poncelet ou points-limites du faisceau. 
Soit aß le diamètre du cercle O’ porté par la droite Hx. La relation : 
HE = HJ = He.He montre que (IJag) = — 1: 
Les cercles du faisceau sont les cercles qui admettent pour 


extrémités d’un diamètre deux points divisant harmonique- 
ment le segment I 


Pour tout point M du cercle O’ de diamètre «ß, on a (n° 272) la relation : 
M al RI Sh, 
Sa BJ 
pT cercle du faisceau est un lieu de points M dont le rapport des distances aux 
points limites est constant. 


e 317. Théorème général. — Dans un faisceau de cercles il existe 
un cercle et un seul passant par un point donné M du plan. 


C’est le cercle ABM dans le cas d’un faisceau à points de base A et B (fig. 271), 
le cercle centré sur la médiatrice de AM et tangent en À à A dans le cas d’un 
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faisceau de cercles tangents (fig. 272) et enfin, le cercle ayant pour diamètre 
le segment qui joint les pieds « et B des bissectrices issues de M du triangle MIJ 
dans le cas d’un faisceau à points limites I et J (fig. 273). Si M est sur la droite I], 
il est confondu avec « ou B et il suffit d'achever la division harmonique (1 Ja). 

Lorsque M vient sur å le cercle correspondant du faisceau vient se confondre 
de la droite A qui peut être considérée comme un cercle de rayon infini du 
aisceau. 


© 318. Relation entre les rayohs de trois cercles d’un faisceau. — Soient O,(R;), 
O,(R2) et Oa(Ra) trois cercles d'un même faisceau d'axe radical A. Désignons par M un 
point quelconque du plan par K sa projection sur A et par T1, Fa et Ts ses puissances par 
rapport aux trois cercles donnés. On a (n° 291) : 


Ti — La = 20,0,.KM et T, — = 2 0,0;. KM. 
D'où (2: — %) 0,0, — (T1 — T2) 0,0, = 0 


soit 2, . 0:0; + La. 0,0, + Ts. 0,0 = 0 (1) 
Or: 2, = MÖ} — R}; 2, = MO — R? e 2, = MO — R? 
et d'autre part d'après la relation de Stewart (n° 90) on a : 
MOz. 0:0; + MOz. 0:0, + MO3.0:103 + 0:0». 0:0, . 0,0, = 0. 


On obtient en éliminant M : 


R? . 0105 + R}. 0:0, + R3 . 0,0; + 0:0; . O0, . 0:0; = 0 


2) 


Cette relation, qui n'est autre que la relation de Stewart appliquée au point À commun 
aux trois cercles lorsqu'il existe, permet de calculer le rayon Rs, par exemple, connaissant 
Ri, Ra et les points O}, Os et Os. 


è 319. Théorème. — Le lieu géométrique des points dont le 
rapport des puissances par rapport à deux cercles O et O' 
est un nombre constant k = | est le cercle du faisceau (0,0) 


dont le centre v divise le vecteur O0’ dans le rapport k. 


Soit K la projection d'un point M quelconque du plan sur l'axe radical A 
des cercles O et O’ (fig. 274) et soit w le centre du cercle du faisceau (O, O’) 
passant par M : 

LAND = PM — EM) = 20. KM?) pa, M _ 60 

M) = EAM — (M) = 200-RM\ PO RM 00 


Pour que le point M soit un point du lieu il faut et il suffit que : 
vO — Ta 
20 7 k ou: &O —k o0 = 0 


Ce qui revient à dire que le point M appartient au cercle fixe du faisceau 
(O, O’) dont le centre w vérifie la relation précédente. 
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Exemples. — [° Si R = R’ = 0 on retrouve le lieu des points M tels que : 
MO? = k MO” (n° 93 et 272). 


Fig. 274. 


20 Le cercle de similitude de deux cercles donnés O et O' (n° 244) est le lieu 
des points M tels que : 


MO R MO’? : R32 E MO? — R2? -= PM) : 


MO = R “À donc : Mo: R MoL e M) À 


C'est donc un cercle du faisceau (O ,O'), propriété évidente lorsque les deux 
cercles possèdent au moins un point commun À. 


o 320. Remarque. — Si le point O' est en O (fig. 275) le lieu des points M 
tels que LM = k 2e(M) satisfait à : MO? — R? = k (MO? — R”). 
Soit à : (1 — k) MO? = R? — kR”. 


„Le lieu est un cercle concentrique aux cercles donnés. C'est pourquoi on 
dit que les cercles de centre donné O forment un faisceau de cercles singulier dont 
l'axe radical est rejeté à l'infini. 


FAISCEAUX ORTHOGONAUX 


o 321. Théorème. — Il existe une infinité de cercles orthogo- 
naux à chacun des cercles d’un faisceau (F). Ces cercles 
engendrent un faisceau (®) et les deux faisceaux (F) et (©) 
sont dits orthogonaux ou conjugués. 


Pour que le cercle &(e) soit orthogonal (fig. 276) aux différents cercles du 
faisceau (F) défini par les cercles O et O’, il faut qu'il soit orthogonal à chacun 
des cercles O et O’. Cela suffit, car si le cercle w(p) est orthogonal aux deux 
cercles O et O', son centre est situé sur l'axe radical A du faisceau (F) et le 
carré p? de son rayon est égal à la puissance de son centre © par rapport à tout 
cercle du faisceau (F) (n° 306). 

Les différents cercles w admettent, deux à deux, la droite OO’ pour axe 
radical car chacun des points O et O' a même puissance par rapport aux diffé- 
rents cercles w. Ces rc © engendrent donc un faisceau (@) et réciproquement 
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tout Tee R du faisceau (F) est NET ns des sia du faisceau (©) : 
aisceaux réciproques et sont dits orthogonaux ou conjugués ; 
la droite des centres de l ie est l'axe radical de l’autre. Aa 


Fig. 276. Fig. 277. 


o 322. Propriétés. — 1° Lorsque deux faisceaux de cercles sont 
orthogonaux les points de base de l’un sont les points-limites 
e lautre. 


Si un faisceau (F) admet I et J pour points limites (fig. 276), tous les cercles 
du faisceau conjugué (®) sont orthogonaux aux cercles points I et J. Le fais- 
ceau (®) admet donc 1 et J pour points de base. 

Si un faisceau (D) admet fa J pour points de base, les cercles points I et J 
foni partie du faisceau conjugué D. Glua admet donc Î et J pour points 
imites. 

2° Le faisceau (F) des cercles tangents en À à À est ortho- 
gonal au faisceau (®) des cercles tangents en À à la perpen- 
diculaire À’ à À, 

Tout cercle w (fig. 277) orthogonal aux cercles O tangents en À à À, a pour 
centre un point ù de A et pour rayon wA. Il est donc tangent en A à A’. 


3 Le faisceau singulier des cercles de centre O est ortho- 
gonal au faisceau des droites issues de O. 


Ce cas (fig. 275) peut être regardé comme celui d'un faisceau à points limites 
lorsque l'un de ces points limites s'éloigne indéfiniment. 


APPLICATIONS 


e 323. Utilisation du faisceau conjugué. — Dans les problèmes où 
interviennent les cercles d’un faisceau (F) il y a souvent avantage à considérer 
les cercles du faisceau orthogonal (®). 


EXEMPLE Í. — Construire le cercle w du faisceau de points limites let ] passant 
par un point donné M 

Le cercle cherché (fig. 278) est orthogonal en M au cercle du faisceau admettant I et J 
pour points de base, c'est-à-dire au cercle IJM. Le centre du cercle w est doncsitué à 


HRenen de la droite IJ et de la tangente en M au cercle IJM. Son rayon est égal 
à Olvi. 
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EXEMPLE II. — Construire le cercle © d’un faisceau (F) donné orthogonal à un 
cercle donné de centre M 


Fig. 278. Fig. 279. 


Pour qu'un cercle appartienne au faisceau (F) il faut et il suffit (fig. 279) qu'il soit centré 
sur la droite des centres A’ de ce faisceau, et qu'il soit orthogonal à un cercle quelconque 

du faisceau conjugué é (D). Le cercle w orthogonal aux cercles M et O’ a donc pour centre 
l'intersection de A’ et de l'axe radical è du cercle M et du cercle O’. On proc ce dernier 
de façon qu'il coupe le cercle M. 

It existe, dans un faisceau de cercles, un cercle et un seul orthogonal à un 
cercle quelconque ne faisant partie du faisceau conjugué. 

Si le cercle M est un cercle-point et si le faisceau (F) est un faisceau à points limites, on 
obtient la solution du problème précédent. 


o 324. Problème I. — Construire un cercle tangent à une 
droite donnée A et passant par deux points donnés À et B. 

Tout cercle o tangent en M à A et passant par A et B (fig. 280) appartient 
au faisceau de points de base A et B. Le point M appartient par aiut au cercle 
du faisceau conjugué de points limites A et B, orthogonal à A. Le centre 
de ce cercle est l'intersection I de A et de AB. Son rayon yÍA.IB est égal à la 


tangente IT menée de à un cercle quelconque passant par A et 


Fig. 280. Fig. 281. 


ren, si M et M' sont les intersections de A par le cercle I les 
cercles ABM et ABM’ orthogonaux en M et M’ au cercle I sont tangents à A. 


FAISCEAUX DE CERCLES 207 


Discussion. — 1° A coupe la droite AB en I (fig. 280). — La construction est possible 
si l est extérieur au segment AB, c'est-à-dire si À et B sont d'un même côté de A. On 
obtient deux solutions, les cercles ABM et ABM’. 

Si À, par exemple est sur À, les points 1, M et M’ sont confondus en A. Il y a une 
solution double : le cercle passant par B tangent en A à A. 

Si À et B sont de part et d'autre de À, pas de solution. 

2° A er np à AB fs 281). — Les points I et M’ sont rejetés à l'infini dans la 
direction AB et le cercle I devient la médiatrice de AB qui coupe A en M. Une solution : 
le cercle ABM. La droite AB constituant la solution dégénérée ABM’. En définitive : 


Il existe deux cercles passant par deux points donnés À et 
B et tangents à une droite donnée A qui coupe un des prolon- 
gements du segment AB. 


e 325. Remarque. — On effectue de la même façon la construction d'un 
cercle & appartenant à un faisceau de points limites J et K et tangent en M à 
une droite donnée À, Le point I est l'intersection de å et de la médiatrice de JK. 
On a alors : IM = IJ et le point © est l'intersection de la droite JK et de la 
perpendiculaire en M à A. Toujours deux solutions lorsque JK n'est pas per- 
pendiculaire à A, une seule dans le cas contraire. 


e 326. Problème II. — Construire les cercles tangents à un 
cercle O donné et passant par deux points donnés À et B. 


Tout cercle w tangent en M au cercle O et passant par A et B (fig. 282) appar- 
tient au faisceau de points de base A et B. Le point M appartient par suite au 
cercle du faisceau conjugué, de points limites À et B, orthogonal au cercle O. 
Le centre I de ce cercle est l'intersection de AB et de l'axe radical CD du cer- 
cle O et d'un cercle quelconque O' passant par Aet B. Les intersections M et M’ 
du cercle I et du cercle O sont les points de contact des tangentes IM et IM’ 
au cercle O. 


_. M’ 


Fig. 282. Fig. 283. 


Réciproquement les points M et M’ étant ainsi déterminés les cercles ABM 
et ABM’ orthogonaux en M et M’ au cercle I, sont tangents au cercle O. 
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Discussion. — 19 Les droites AB et CD se coupent en 1 (fig. 282). — La construction 
est possible si e point Í est extérieur aux cercles O et O’. Pour qu'il en soit ainsi il faut et il 
afk que À et B appartiennent au même arc d'extrémités C et D du cercle O’, c'est-à-dire 

ue À et B soient tous deux intérieurs ou tous deux extérieurs au cercle O. On obtient 
alors deux solutions ABM et ABM’. 

Le de ces solutions dégénère en la droite AB lorsque cette dernière est tangente au 
cercle O. 

Si le point À vient sur le cercle O, les points l, MetM'sontconfondus enA:une solution 
double qui peut dégénérer en la droite AB. Si les points A et B sont l’un intérieur, l’autre 
extérieur au cercle O il n'y a pas de solution. 

20 Les droites AB et CD sont parallèles (fig. 283). — Dans ce cas aui se présente lorsque 
OA et OB sont égaux, le point Í est rejeté à l'infini dans la direction de AB. Le cercle I 
dégénère en la médiatrice de AB qui coupe le cercle O en deux points diamétralement 
opposés M et M’. Deux solutions : les cercles ABM et ABM’ dont l’un dégénère en la 
droite AB lorsque cette dernière est tangente au cercle O. 


Il existe deux cercles tangents à un cercle donné O et 
passant par deux points donnés À et B tous deux intérieurs 
ou tous deux extérieurs au cercle donné O lorsque la droite 
AB n’est pas tangente à ce cercle. 


e 327. Remarque. — On effectue de la même façon la construction d’un 
cercle appartenant à un faisceau de points limites J et K et tangent en M à un 
cercle donné O. Le point I est l'intersection de CD (axe radical du cercle O 
et d'un cercle sécant quelconque O’ du faisceau donné) et de la médiatrice 
de JK. On a : IM = IJ. Toujours deux solutions lorsque la médiatrice de JK 
n'est pas tangente au cercle O. Une seule dans le cas contraire. 


SPHÈRES ORTHOGONALES 


e 328. Définition. — Deux sphères O (R) et O’(R') sont ortho- 
gonales lorsque les plans tangents en un de leurs points 
communs M sont perpendiculaires. 


Cela revient à dire que le plan tangent en M à l'une des sphères passe par 
le centre de l'autre, que le triangle OMO’ est rectangle, que le point M 
appartient à la sphère de diamètre OO’ ou que le point O’ est le sommet du 
cône circonscrit à la sphère O le long du cercle d’intersection des deux sphères. 


© 329. Propriétés caractéristiques. — La relation : 
00" = R? + R”? a) 


permet d'établir commeaux n°8306 à 308 les propriétés caractéristiques suivantes : 
1° Le carré du rayon de l'une est égal à la puissance de son centre par rapport 
à l'autre: R? = P(O) et R? = 2.0). (2) 


FAISCEAUX DE CERCLES 209 


20 Un diamètre de l’une est divisé harmoniquement par l'autre. 
On a (fig. 284) : OA? = OB? = OM.ON ou (ABMN) = —1! (3) 
3° Un plan diamétral de l'une coupe les deux sphères suivant deux cercles ortho- 


gonaux. 


4 Les extrémités de deux diamètres perpendiculaires AB et CD de ces deux 
sphères sont les sommets d'un tétraèdre orthocentriqué ABCD. 


Fig. 284. 


La projection D’ du point D sur le plan ABC (fig. 285) est en effet l'ortho- 


centre du triangle ABC. 


e 330. Applications. — 1° La sphère O(R) étant donnée il existe une sphère 
orthogonale et une seule admettant pour centre un point extérieur donné O”. 


20 Toute sphère « orthogonale à la sphère donnée O(R) et passant par le 
point donné P du diamètre AB de la sphère O recoupe la droite AB en un point 
fixe P’ conjugué de P par rapport à À et B. Si la sphère œ passe par deux points 
donnés P et Q elle contient le cercle PP'Q. Les trois points P, Q, R n'étant pas 
situés dans un plan issu de O il existe une sphère œ et une seule passant par 
ces trois points; c’est la sphère PP'QR. 

3 Toute sphère ù orthogonale à plusieurs sphères données a pour centre 
un point de même puissance positive par rapport à ces dernières. C'est donc 
un point de leur plan radical, de leur axe radical ou leur centre radical. 


© 331. Faisceaux et réseaux de sphères. — l° La famille des sphères O orthogonales 
à trois sphères &:, œ, et ©, dont les centres ne sont pas alignés constitue un faisceau 
de sphères (F). Ces sphères Ô admettent deux à deux le plan ©: &;&4pour plan radical et 
leurs centres sont alignés sur l'axe radical À des sphères «1, ©, et ©. 

2° La famille des sphères © orthogonales à deux sphères O, et O; constitue un réseau 
de sphères (D)..Ces sphères w admettent trois à trois la droite O,O, pour axe radical et 
leurs centres sont situés dans le plan radical des sphères O, et O:. 

3° Lorsque les sphères O, et O, appartiennent au faisceau de sphères F toute sphère 
du faisceau F est orthogonale à chaque sphère du réscau ® des sphères orthogonales à O, 
et O; et réciproquement. Le faisceau F et le réseau ® sont dits orthogonaux ou conjugués. 

Les sphères du réseau ® orthogonales à une sphère donnée quelconque (M) constituent 
un faisceau de sphères (o) orthogonal à (O.), (O2) et (M) et par suite à toute sphère du 
faisceau (F). Les deux faisceaux F) et (o) sont dits orthogonaux. 


210 GÉOMÉTRIE 


© 332. Cercle orthogonal à une sphère. — Un cercle y est orthogonal à une sphère S 
si la tangents à ce cercle au point d'intersection À est perpendiculaire au plan tangent en A 
à la sphère S. 


Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit (fig. 286) que le plan de Y coupe la sphère S 
suivant un grand cercle (C) orthogonal à y. ll résulte du n° 329 (3) que toute sphère 
passant par Y est orthogonale à S et lorsqu'une sphère S est orthogonale à deux sphères 
données (ou à une sphère et un plan donnés) elle est orthogonale à leur cercle d'inter- 
section Y. 


Fig. 286. Fig. 287. 


© 333. Cercles orthogonaux dans l'espace. — Deux cercles y et Y', non situés dans 
un même plan, sécants en À et B, sont orthogonaux si leurs tangentes en un de leurs points 
communs sont perpendiculaires. 


Si les deux cercles y et y’ sont les cercles ABC et ABD (fig. 287) ils sont situés sur la 
sphère S circonscrite au tétraèdre ABCD. Les tangentes en A et B au cercle y’ sont deux 
génératrices du cône de sommet w circonscrit à la sphère S le long de Y et réciproque- 
ment, tout plan tel que wAB coupe la sphère S suivant un cercle y’ orthogonal à Y. 


Pour que deux cercles d' une même sphère soient orthogonaux il faut et il sufit que le plan de 
lun d'eux passe par le sommet du cône de révolution circonscrit à cette sphère le long de l'autre. 

Lorsque, sur la sphère S, le cercle variable (? est orthogonal à deux cercles fixes 
Yı et Ya, son plan passe par la droite fixe À joignant les sommets w, et o des cônes associés 
ere mga Yı et Y2. Cette famille de cercles (y) constitue un faisceau de cercles sur la 
sphère S, 


e 334. carpe THE dans l’espace. — Si la corde AB de la sphère O(R) 
est un diamètre de la sphère o(p) on dit que la sphère œ est coupée diamétralement par la 
sphère O et aue la sphère © est pseudo-orthogonale à la sphère œ. 


Fig. 288. Fig. 289. 


Il en résulte (fig. 288) que l'intersection des sphères O et w est un grand cercle de la 
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sphère & et que le plan radical des deux sphères passe par le centre ù de la sphère 
ap). En posant Ow = d, on obtient la condition : 


Le carré du rayon de la sphère « est l'opposé de la puissance de son centre par rapport à la 
sphère pseudo-orthogonale O. 


Lorsqu'un point fixe a une puissance constante négative — p° par rapport à une sphère 
variable O, cette dernière reste pseudo-orthogonale à la sphère «(o). 


On définit de même un cercle pseudo-orthogonal à une sphère (fig. 289) ou une 
sphère pseudo-orthogonale à un cercle dont le plan passe par le centre de cette sphère 
lorsque la corde AB du premier élément O(R) est un diamètre du second o(p). Les 
relations (1) et (2) restent valables. 


EXERCICES 


@ 344. Pour que deux cercles sécants en A et B soient orthogonaux il faut et il 
suffit que les droites MA et MB, issues d’un point M de Pun d’eux, recoupent l’autre 
en deux points C et D diamétralement opposés. 


@ 345. Pour que deux cercles de centres O et O’ soient orthogonaux il faut et 
il suffit gaun point M du cercle de diamètre OO’ ait des puissances opposées par 
rapport à ces deux cercles. 


@ 346. Pour que deux cercles O et O’ soient orthogonaux il faut et ll suffit que par 
un de leurs points d’intersection on puisse leur mener deux sécantes MM’ et NN’, 
telles que MN et M'N’ soient perpendiculaires, ou que les tangentes en M et M’ 
soient rectangulaires. 


@ 347. Soit un triangle OAB rectangle en O et un point variable M de la droite AB. 
1° Montrer que les cercles OAM et OBM sont orthogonaux. 
2° Montrer que les cercles w et w’ passant par M et respectivement tangents en 
A à OA et en B à OB sont orthogonaux. Lieu de leur second point commun N. 


@ 348. On donne un triangle rectangle OAB et un point fixe C de l’hypoténuse 
AB. Une sécante variable passant par C coupe OA en M et OB en N. 

1° Montrer que les cercles AMC et BNC sont orthogonaux. 

20 Lieu géométrique du second point P commun à ces deux cercles. 


@ 349. Construire un cercle « orthogonal à un cercle donné O(R) connaissant son 
rayon p et sachant que son centre se trouve sur une droite donnée A ou sur un 
cercle donné (T). 


@ 350. Construire une division harmonique (ABCD) connaissant les longueurs 
AB et CD. En désignant par I et J les milleux de AB et CD établir que 
413? = AB? + CD. 

e 351. Étant donné un segment AB et une longueur 2! construire un cercle w(p) 
orthogonal au cercle de diamètre AB, découpant sur la droite AB un segment MN 
de longueur 2l et sachant d'autre part que le point « se trouve sur une drojte donnée 
à ou sur un cercle donné T, 


e 352. Reprendre le problème précédent en supposant que le cercie œ à construire soit 
pseudo-orthogonal. 


e 353. Construire un cercle passant par deux points donnés A et B, et découpant 
sur une drolte donnée A un segment MN de longueur 21. Discuter : 

1° Dans le cas où A et B sont d’ün même côté dé A. 

20 Dans le cas où A et B sont de part et d'autre de A. 
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@ 354. On donne un cercle O(R), deux points fixes A et B et une longueur 2! : 
1° Trouver l’enveloppe des cordes de longueur 2! du cercle O et l'enveloppe des 

cordes MN communes au cercle O et à un cercle variable © passant par A et B. 
2° Construire la corde MN sachant que MN = 21. 


è 355. Reprendre le problème précédent en supposant : 
1° Que le cercle w est tangent en A à une droite donnée A. 
29 Que le cercle o appartient à un faisceau de point limites I et J. 


© 356. Trouver le lieu des points dont la somme des puissances par rapport à 
deux cercles donnés O et O’ est nulle. 
Étudier le cas de deux cercles O et O’ orthogonaux. 


@ 357. On donne deux cercles fixes O(R) et O’(R’}, un cercle variable (6). Déter- 
miner le lieu du point « dans les cas sulvants : 
1° Le cercle w coupe diamétralement chacun des cercles O et O’. 
20 Le cercle w est orthogonal au cercle O et coupe diamétralement le cercle O’. 
3° Le cercle w est coupé diamétralement par chacun des cercles O et O’. Discuter. 


© 358. Reprendre l’exercice précédent dans le cas où : 

1° Le cercle œ est orthogonal à l’un des deux cercles O et O’ et est coupé diamé- 
tralement par l’autre. 

2° Le cercle œ coupe diamétralement l’un des deux cercles O et O’ et est coupé 
diamétralement par l’autre. 


© 359. 1° Lorsque trols cercles de centres respectifs A, B et C sont deux à deux 
orthogonaux leur centre radlcal D est l’orthocentre du triangle ABC. 

20 Comment faut-il modifier l’énoncé lorsque les deux cercles B et C sont 
orthogonaux entre eux et toùs deux pseudo-orthogonaux aux cercle A? 


©360. On considère un cercle O’ coupé diamétralement en A et B par le cercle O. 
Démontrer que le cercle de similitude des deux cercles est le cercle ù orthogonal en 
A et B au cercle O. 


© 361. On considère les divisions harmoniques (ABCD) et (ABEF). 
1° Démontrer que les cercles de dlamètres AB, CE et DF font partie d’un même 
faisceau : on pourra montrer que le pied de l’axe radical des deux derniers a même 
puissance par rapport aux trois cercles ou établir légalité : 
AC.AË _ BC.BE _ _ CE, 
AD.AF  BD.BF DF 
2° Démontrer qu’il en est de même de trols cercles passant respectivement par 
A et B, C et E, D et F, concourants en M ou dont les centres sont alignés. 


@ 362. On considère quatre points alignés A, B, C, D et on désigne par I le milieu 
de AB, par J le milieu de CD. Démontrer que pour que les deux cercles de diamètres 
AB et CD soient orthogonaux il faut et il suffit que la somme des puissances d’un 
point M du plan par rapport à ces deux cercles soit é ale au double de sa puissance 
par rapport au cercle de diamètre IJ. (On peut procéder vectoriellement en mon- 


3e ge :—> > 
trant que MÅ.MB + MC.MD = 2MI.MJ). 


© 363. Étant donné un triangle ABC, d’orthocentre H, de centre de gravité G et 
de hauteurs AA’, BB’ et CC’, démontrer que le cercle ABC circonscrit au triangle, 
le cercle d’Euler A’B’C’ et le cercle de diamètre HG font partle d'un même faisceau. 
Que représente le troisième cercle pour les deux premiers? 


© 364. Soit TT’ une tangente commune aux deux cercles orthogonaux O(R) et 
O’(R’), se coupant en A et B. On désigne par C et D les projections de T et T’ sur 
la droite OO”. 

1° Calculer en fonction de R et R’ les longueurs AB, TT’ et CD. 

2° Nature du quadrilatère ACBD? 


@ 365. On considère un triangle AOB et deux cercles variables orthogonaux w et 
©, passant le premier par O et A le second par O et B, se recoupant en M. 

1° Trouver le lieu du point N où BM recoupe le cercle w et le lieu du point P où 
AM recoupe le cercle «’. 

2° Evaluer langle (MA, MB) en fonction de 9 = (OA, OB) et trouver le lieu du 
point M. Préciser la position de ce lieu à l’aide du point C où la perpendiculaire en 
À à OA coupe OB et du point D où la perpendiculaire en B à OB coupe OA. 
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@ 366. Soit un cercle de diamètre BC, de centre O, un point fixe A de ce cercle et 
une sécante variable issue de A qui coupe la droite BC en M et qui recoupe le cercle 
en P. 
1° Démontrer que les cercles ABM et ACM sont orthogonaux et qu'il en est de 
même des cercles BMP et CMP. | 

2° On mène la corde PQ du cercle O parallèle à BC et la corde AN égale à AQ. 


Montrer que les bissectrices de l’angle (AP, AÔ) et celles de l’angle (AN, AQ) 
sont fixes, et que le produit AM. AN est constant. 

3° Démontrer que le cercle de diamètre MN est orthogonal à un cercle fixe dont 
on calculera le rayon en fonction de AB et AC. 


@ 367. Soit (w) un cercle du faisceau défini par le cercle O(R) et la droite A comme 
axe radical, et M un point quelconque du cercle (w). 
1° Exprimer en fonction de Ow le rapport de la pulssance de M par rapport au 
tite O et de la distance orientée MH de M à la droite A orientée dans un sens 
onné. 
2° Trouver le lieu des points M dont la puissance par rapport au cercle O et la 
distance orientée de M à l’axe A sont dans un rapport algébrique donné. 
30 Étudier, dans le cas où R = 0, le lieu des points tel que MO? = 2a MH 
(a longueur donnée). 


e 368. Solt un quadrilatère complet ABC A’B’C’ dont les diagonales AA’, BB’ et 
CC’ déterminent un triangle diagonal IJK. 

1° Démontrer que le cercle w circonscrit au triangle IJK est orthogonal aux 
cercles de diamètres AA’, BB’ et CC’. 

A En déduire que «w est situé sur une droite remarquable du quadrilatère com- 
plet. 


@ 369. On désigne par a, b, c les longueurs BC, CA, AB des côtés du triangle 
ABC, par D, E, F les pieds des bissectrices intérieures et par D’, E’, F’ les pieds 
des bissectrices extérieures des angles A, B et C. 

1° Montrer que les cercles de diamètres DD’, EE’ et FF’, de centres respectifs 
a, Bet y ont deux points communs M et M’ tels que : a MA = b MB =c MCet 
a M'A = b M'A = c M'C. 

29 Montrer que les trois cercles précédents sont orthogonaux au cercle ABC, 
que les droites A«, B8, Cy sont tangentes à ce cercle et que les points «, B, y sont 
alignés sur la médiatrice de MM’. 

39 En déduire que le centre O du cercle ABC est situé sur la droite MM’. Ce cercle 
cute la droite MM’ en P et Q, montrer que AP et AQ sont les blssectrices de l’angle 

M’. 


@ 370. On considère un cercle O(R), un point fixe extérieur A et les tangentes en 
Bet C, issues de A, à ce cercle. Un point variable P décrit le cercle O et les droites 
PB et PC coupent la droite A, n perpendienialte en À à OA, en Met N. 

1° Montrer que le cercle PMN est tangent en P au cercle O et que les quadrangles 
ABPN et ACPM sont inscriptibles. ARA 

2° Comparer les triangles ABM et ANC puis montrer que le produit AM. AN est 
égal à — AB?. 

F3 Démontrer que le cercle de diamètre MN est orthogonal au cercle O. 


@ 371. 1° Le plan étant rapporté à une origine fixe O, montrer que tout cercle 


&(R) de de plan est déterminé par la donnée du vecteur Où et de la puissance 
y = Zo(O) du point O par rapport à ce cercle. Démontrer que la puissance de tout 
point M du plan est donnée par la formule Z«(M) = OM? — 2 Oc.OM + +. 

2° Démontrer que tout point M de l’axe radical de deux cercles «w, (+1) et w (Ya) 
est caractérisé par la relation : 2 aus. OM = Ya — Yı Retrouver alnsi le théorème 


relatif aux différences des puissances de O par rapport aux deux cercles. 
3° Établir que la condition pour que les deux cercles o,(11) et «,(v2) soient 


—— prie 
orthogonaux est : 2 Ou. Oo = yi + Ye 
@ 372. Une sécante varlable issue d’un point fixe P coupe deux axes fixes Ox et 


Oy en M et N. On désigne par I et-J les points de Ox et de Oy tels que PI et PJ 
soient respectivement parallèles à Oy ct Oz. 
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1° Démontrer que le produit IM. JN est constant. En désignant par AB une 
position particulière de MN on pose M= ®t JN— 1 JÈ. 

2° Montrer que le cercle de diamètre MN est orthogonal à un cercle fixe ayant 
pour centre l’orthocentre w du triangle OIJ et passant par ( O ) (on exprimera wM et 


YN en fonction de ol, wJ, IA et JB et on montrera que «M. «N est constant). 

3° Montrer que l'axe radical des cercles de diamètres IN et JM passe par w 
tandis que l’axe radical des cercles de diamètres AN et BM passe par l’orthocentre 
H'du triangle OAB. Lieu des points de rencontre de ces deux derniers cercles. 


@ 373. 1° Étant donnés un point fixe A et un cercle w (p), montrer que le lieu des 
points M centres des cercles M (r) orthogonaux au cercle à et vus du point A sous un 
angle constant donné est un cercle O(R) du faisceau défini par le cercle w et le 
cercle-polnt A. ` 

2° Réciproquement si le point M décrit un cercle O montrer que le cercle M (r) vu 
du point À sous un angle constant reste orthogonal (ou pseudo orthogonal) à un 
cercle fixe de centre w du faisceau (O) (A). 

3° Démontrer que l’axe radical du cercle O et du cercle varlable M (r) enveloppe 
un cercle de centre ow. 


@ 374. On donne un cercle fixe O (R)et un point fixe A de ce cercle. Un cercle 
M (r) dont le centre M décrit le cercle O est vu du point A sous un angle constant 
(r = k.MA). Le cercle M est coupé en N et N’ par le cercle K orthogonal en A et M 
au cercle O et les droites NA et NM recoupent le cercle O en P et I. 

1° Montrer que PI est un diamètre du cercle O. Comparer les deux triangles 
NAM et NIP et montrer que la longueur PN est constante. 

2° Soit J le centre radical des cercles (O), (M) et (K). Montrer que J divise le 
vecteur AM dans un rapport constant et qué l'enveloppe de NN’ est un point fixe w. 

3° Démontrer que le lieu de J est un cercle de centre w, orthogonal au cercle (M) 
et enveloppe de l’axe radical des cercles (O) et (M). 


@ 375. Soit un quadrilatère variable Q situé dans un plan fixe. On désigne par a, 
b, cet d les longueurs constantes des côtés AB, BC, CD et DA, 


1° Calculer en fonction de a? — b? et c? — d? le produit scalaire AC. DÈ et montrer 
’il reste constant lorsque le quadrilatère Q se déforme. A quelle condition les 
fagonales AC et BD sont-elles rectangulaires? 


— ——% — —> 

2° On suppose a? + c? > b? + d? et on mène AI = DB et AJ = BD. Démontrer 
que lorsque le quadrilatère se déforme de telle sorte que le sommet A reste fixe, le 
cercle de diamètre IC est orthogonal à un cercle fixe, le cercle de diamètre JC est 
pseudo-orthogonal à ce même cercle fixe tandis que le cercle de dlamètre DB 
est coupé diamétralement par un second cercle fixe. 

Saai néraliser les résultats précédents en supposant que le quadrilatère Q est 
gauche. 


@ 376. On donne deux droites A et A’ perpendiculaires en O et un point fixe A. 
Deux sécantes Issues de A coupent A en P et Q, A’ en P’ et Q’. Soient I et I’ les 
centres des cercles APQ et AP’Q’ et soit M le second point commun à ces deux 
cercles. 

1° Montrer que les cercles I et I’ sont orthogonaux. Construire les sécantes PAP” 
et QAQ’ correspondant à un point M donné. 

2° Trouver les lieux des points I, I’ et M dans les cas suivants : 

a) La sécante PAP’ est fixe. b) Le quadrangle PP'QQ’ est inscriptible. c) Le rap- 
port des segments PQ et P‘Q’ est constant. d) Les cercles OPP’ et OQQ" sont ortho- 
gonaux. 


@ 377. On considère un angle droit AOB et un point variable M qui décrit la droite 
AB. On construit les cercles de centres w et w passant par M et respectivement tan- 
gents en A à OA et en B à OB, 

1° Démontrer que les cercies w et w’ sont orthogonaux. Lieu de leur deuxième 
point de rencontre N. 

2° Trouver l'enveloppe de la droite MN et le lieu du centre du cercle OMN. 

3° Démontrer que le cercle de diamètre ww’ passe par le milieu F de AB. En 
déduire le lieu de son centre I, la correspondance entre w et w et le lieu de la pro- 
jection K du point F sur la droite wo’. 
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@ 378. Étant donnés un cercle O (R) et une droite D de son plan sltuée à une 
distance OH = 2R du centre, on appelle T tout cercle tangent à D et orthogonal 
au cercle O. 

1° Construire un cercle T de rayon donné r. Discuter. 

20 Construire un cercle T passant par un point donné A du cercle O. On trouve 
cn général deux solutions T, et Tr, dont on évaluera les rayons 7; et r, en fonction 


de R et de l’angle HOA = 6. Cas particuliers où 8 = 3 et 8 = S 


3° Construire un cercle T tangent à D en un point donné B. 
@ 379. Étant donnés, deux points A et B du plan, trouver : 


1° Le lieu géométrique des points M tels que MB = k. Si k varie on obtient un 


falsceau de cercles F, Quels sont les cercles de rayon nul du faisceau F? 

2° Le lieu des points M tel que l’angle de droites (MA, MB) soit constant, Si cet 
angle varie on obtient un faisceau de cercles ©. Que peut-on dire de ce faisceau par 
rapport au précédent? 

3° Étant donnés deux faisceaux de cercles F et F’, trouver une condition nécessaire 
et suffisante pour que ces deux faisceaux aient un cercle en commun et montrer que 
les deux faisceaux conjugués © et ©’ ont alors un cercle en commun. 


@ 380. On donne deux cercles de centres O et O’, de rayons R et R’ (R > R’). 

1° Calculer la puissance p par rapport à chacun des cercles du pied H de l’axe 
radical sur la ligne des centres, en fonction de R, R’ et OO’ = d. Retrouver tous les 
cas de nullité de cette puissance. 

2° Le cercle O étant fixe, le point O’ décrit une demi-droite Ox et l’on suppose 
R’ = 0. Construire l’axe radical du cercle O et du cercle point O’ dans tous les cas 
de figure. Montrer que la puissance p du point H n’est jamais négative, 

3° Montrer qu’il existe deux positions O’,, Ò’, du point O’ pour lesquelles p a une 
valeur donnée. Construire ces positions dans le cas où p = R?, 

4° Montrer que les cercles T ayant pour diamètre O'O’, sont orthogonaux à un 
cercle fixe. Montrer qu'il passe en général un cercle r par un point donné du plan. 
Construction. {Besançon.) 


@ 331. Soient un cercle T de diamètre AA’, de centre O, de rayon R, et A la tangente 
en A’ à ce cercle. M étant un point du plan, la droite AM recoupe T en B et la droite 
A'M recoupe T en D; soient N l'intersection de AD et A’B et P la projection ortho- 
gonale de M sur AA’. 

1° Démontrer que MN est perpendiculaire à AA’ et que le cercle MNDB est 
orthogonal à T. 

2° Montrer que si le conjugué harmonique de B par rapport à A et M est sur A, 
N est le milieu de PM et réciproquement. Dans ces conditions établir la relation 
existant entre OP et PM. {Dijon.) 


@ 382. On donne deux droites fixes A et D parallèles entre elles et un point fixe A 
sur D. Un cercle variable T passe par A et est tangent en K à A. 

1° Ce cercle recoupe D en P. Montrer que la droite PK passe par un point fixe I. 
En déduire que la tangente en P à T reste tangente à un cercle fixe C de centre I. 

2° Un cercle T étant donné, montrer qu’ll existe deux cercles r’ et T’’ de centres 
w et w” passant par A, tangents à A et orthogonaux à T. 

3° On considère l’un d’eux IT”. Soit P’ le point autre que A où I” coupe D. Mon- 
trer que les tangentes en P et P’ à T et T’ sont perpendiculaires. Lieu de leur point 
commun M quand T et par suite T’ varient. {Caen.) 


@ 383. On donne un cercle (C), de centre O. Soit AB un diamètre fixe de ce cercle 
et M un point fixe du cercle. PQ étant un diamètre mobile, l’une des bissectrices 
des angles formés par les droites MP et MQ coupe PQ en D et AB en E; l’autre 
bissectrice coupe PQ en D’ et AB en E’. 

1° Montrer que le cercie DMD’ est orthogonal au cercle C. Lieu de son centre I 
lorsque PQ tourne autour de O 

2° Prouver que les cercles T et T” circonscrits aux triangles DOE et D'OE’ sont 
orthogonaux. 

3° Établir que D’ appartlent à l’axe radical A des cercles C et T. 

4e On suppose maintenant que M est le milieu d’un des arcs AB. Démontrer que 
les triangles DOE et D'OE’ sont isocèles. Trouver le lieu du centre radical K des 
trols cercles C, T et T” et le lieu de l’intersection, autre que O, des cercles T et T? 
lorsque PQ tourne autour de O. ( Grenoble.) 
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© 384. A et B sont deux points fixes (AB = 2a). On étudie les couples de points 
P et Q tels que le segment PQ ait une longueur donnée 2j (l < a) et que A, B, P, 
solent sur un même cercle C. Soit I le milieu de PQ, D le support de PQ qui coupe 
en J. 
1° Construire Q quand on se donne P. Montrer que le cercle C’ concentrique à C 
et passant par I pu par deux points fixes A’ et B’ indépendants de P. 
o Construire P et Q quand la droite D est donnée. Lieux des points I, P, Q 
quand D pivote autour de J. 
39 Construire P et Q sachant qu’ils sont sur un cercle S donné. 
4° Construire à partir d’un point F donné deux droites D faisant entre elles un 
angle donné et portant deux couples P, Q situés sur un même cercle C. (Poitiers.) 
oitiers. 


@ 385. Construire une sphère o orthogonale à quatre sphères données ou coupée 
diamétralement par ces quatre sphères. Cas où une de ces sphères a un rayon nul. 


© 386. Étant données quatre sphères de centres A, B, C, D, démontrer quil 
existe en général une sphère œ pseudo-orthogonale à une, ou plusieurs de ces sphères 
et orthogonale à chacune des autres. 


© 387. 1° Construire quatre sphères de centres A, B, C, D, deux à deux ortho- 
gonales. Quelle est la nature du tétraèdre ABCD? 

20 Montrer qu’il existe une sphère de centre E coupée diamétralement par les 
quatre sphères précédentes. Que représente le point E pour le tétraèdre ABCD? 


© 388. 1° Construire une sphère passant par trois points donnés non alignés A, B, C 
et tangente à un plan donné P. Discuter. 
20 Construire une sphère passant par deux jun donnés A et B et tangente à 
Er plans donnés P et Q ou passant par un point donné A et tangente à trols plans 
Qet R. 


© 389. 1° Construire une sphère passant par trois points donnés A, B, C et tangente 
à une droite donnée Or. i 
20 Construire une sphère passant par deux points donnés A et B et tangente à 
den aroltes Oz et Oy ou passant par un point donné A et tangente à trois droites 
z, Oy et Oz, 


© 390. Démontrer que si AB + CD = AC + BD = AD + BC on peut construire 
quatre sphères de centres respectifs A, B, C, D deux à deux tangentes extérieure- 
ment, puls une sphère o orthogonale aux quatre sphères précédentes et tangente 
aux slx arêtes du tétraèdre ABCD. 


© 391. 1° Dérriontrer que, sl AB — CD = AC — BD = AD — BC, il existe unc 
sphère tangente aux trois côtés du triangle BCD et aux prolongements des arêtes 
issues de À du tétraèdre ABCD. 

20 Établir qui existe quatre sphères tangentes aux six arêtes (ou à leurs prolonge- 
ments) d’un tétraèdre à arêtes opposées égales. 


© 392. On considère sur une sphère donnée S, un cercle fixe y, deux points fixes A 
et B etun cercle quelconque p. Soit M le centre de la sphère orthogonale à S suivant 
e cercle p. 

1° Déterminer le lieu de M lorsque le cercle # passe par À, lorsqu'il passe par À 
et B, lorsqu'il est orthogonal au cercle y, lorsqu’il est tangent au cercle y. 

20 Construire le point M pour que le cercle # passe par A et B et qu'il soit de 
plus orthogonal à y ou tangent à y. 


© 393. On donne deux sphères O (R) et O’ (R’) se coupant en M sous langle 


yi = MD". Soient I et J les centres des sections de ces deux sphères par un même 
plan P. 

1° Trouver la relation cntre OI, O'J, R, R’ et V pour que les deux sections soient 
orthogonales. 


2° Démontrer que dans ce cas TÔ.10° = JC.J0’ = MÔ.MO’ et en déduire le 
lieu des points I et J lorsque les deux sections sont orthogonales. 


© 394. Soit (A, B, C, D} une division harmonique et deux plans P et P’ rectan- 
gulaires issus de la droite ABCD. On considère le cercle y de diamètre AB du plan 
P ct le cercle y’ de diamètre CD du plan P’ {Anneau orthogonal). 
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1° Montrer que toute sphère S contenant le cercle y est orthogonale au cercle +’ 
ainsi qu’à toute sphère S’ contenant le cercle y’. 

2° Montrer que tout cercle passant par deux points A et B de y et un point C de 
y’ coupe à angle droit le cercle y’. Que peut-on dire des cercles qui coupent le cercle 
yen A et B et le cercle y’ en C et D? 


@ 395. Soient deux droites orthogonales xx’ et yy’ admettant le segment IJ pour 
perpendiculaire commune et deux points fixes A et B de x'x’ de part et d’autre 
de I. Soient C et D deux points variables de y'y tels que la sphère de diamètre CD 


soit orthogonale à la sphère de diamètre AB. 
1° Montrer que les hauteurs issues de C et D du tétraèdre ABCD passent par un 


point fixe H. Déterminer sa position connaissant A, B et J. 

2° Calculer le produit JC.JD en fonction de IJ, LA et IB. Montrer que la sphère 
de diamètre CD passe par un cercle fixe. 

3° Lieux géométriques des pieds des hauteurs AE, BF et de l’orthocentre K du 
triangle ABC, ainsi que des pieds des hauteurs AE’, BF’ et de l’orthocentre K’ du 
triangle ABD. 

4° Montrer que les droites EF et E’F’ passent par un même point fixe et qu’il 
en est de même des droites EF’ et E’F. 


| QUATORZIÈME LEÇON | 


POLARITÉ PAR RAPPORT A UN CERCLE 


e 335. Points conjugués par rapport à un cercle. — Deux points M et 
P sont dits conjugués par rapport à un cercle O, lorsqu'ils sont 
conjugués harmoniques par rapport aux points À et B où la 
droite MP coupe ce cerle. 

Or, pour que la division (ABMP) soit harmonique (fig. 290), il faut et il 
suffit (n° 307) que le cercle de diamètre MP soit orthogonal au cercle O. Cette 
propriété caractéristique permet d'étendre la notion de points conjugués par 
rapport à un cercle O, lorsque la droite qui les joint ne coupe pas le cercle O. 


D'où la définition plus générale (fg. 291) : 


Fig. 290. Fig 291. 


e 336, Définition. — On dit que deux points M et P sont conjugués 
par rapport au cercle O lorsque le cercle de diamètre MP est 
orthogonal au cercle O. 

La condition d'orthogonalité du cercle O (R) et du cercle w de diamètre MP 
s'écrit (n° 306) : Lu (0) = R?. La projection H du point M sur la droite OP 


étant située sur le cercle ù on obtient la relation : | OH.OP = R? | (1) 


Notons que cette condition s'écrit également : OM.OP = R? (2) 


e 337. Polaire d’un point. — Le lieu des conjugués d’un point P 
par rapport au cercle O est une droite À perpendiculaire à 
OP, appelée polaire du point P par rapport au cercle O. 

Pour qu'un point M soit conjugué du point fixe P il faut et il suffit qu'il se 
projette sur la droite OP au point fixe H tel que OH. OP = R2. Le lieu du point M 
est donc la droite A perpendiculaire en H à OP (fig. 290 et 291). Le point H 
est appelé pied de la polaire A du point P. 
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o 338. Pôle d’une droite, — Réciproquement étant donnée une droite A, 
ne passant pas par O, il existe sur la perpendiculaire OH à A, un point P et 
un seul tel que OH.OP = R2, c'est-à-dire un point P admettant À pour polaire 
par rapport au cercle O. 


Le point P qui admet la droite À pour polaire est appelé 
pôle de la droite A, 
Un point P et une droite A ainsi associés sont dits pôle et polaire par rapport 
au cercle O. 


e 339. Positions du pôle et de la polaire. — Les points P et H sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux extrémités du diamètre AB, passant par P 
et perpendiculaire à A (fig. 291). Ces deux points P et H sont donc réciproques. 

1° Si le point P est extérieur au cercle O sa polaire À coupe le cercle et récipro- 
quement le pôle d'une sécante au cercle est extérieur à ce cercle (fig. 292). Lorsque 
le point P s'éloigne indéfiniment sur Ox la droite À devient le diamètre per- 
pendiculaire à Ox. Inversement le pôle d’un diamètre est le point à l'infini du 
la direction perpendiculaire à ce diamètre. 


A A 


Fig. 292. Fig. 293. Fig. 294. 


20 Si le point P est en A sur le cercle, sa polaire A est la tangente en À (fig. 293). 
éciproquement le pôle d’une tangente est son point de contact. Donc : 
Tout point d’une tangente au cercle O est conjugué du point 
de contact de cette tangente. | 
30 Si le point P est intérieur au cercle O sa polaire est extérieure à ce cercle (fig. 294). 
Lorsque le point P vient en O, sa polaire est rejetée à l'infini. On dit que la 
polaire du centre d'un cercle est la droite de l'infini du plan de ce cercle. 


o 340. Propriétés de la polaire. — 1° Le cercle de diamètre MP (fig. 291) 
est ikog au cercle O et au cercle point P. Son-centre œ appartient à leur 
axe radical (n° 311). Et puisque PM =2 Po on en déduit que : 

La polaire d’un point P par rapport au cercle O est la trans- 
formée dans l’homothétie (P, 2) de l’axe radical du cercle O 
et du cercle-point P. 

2° La division (ABHP) étant harmonique et O étant le milieu de AB on a 
(n° 261) : HA.HB = HO. HP. Le point H est donc le pied de l'axe radical du 
cercle OÒ et du cercle de diamètre OP. Par suite : 
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La polaire du point P est l’axe radical du cercle O et du cercle 


de diamètre OP. 


3° Lorsque le point P est extérieur au cercle O (fig. 295), il est conjugué de 
chacun des points de contact E et F des tangentes issues de P. Sa polaire est 
la droite EF 


La polaire, par rapport à un cercle, d’un point extérieur P 
est donc la droite qui joint les points de contact des tangentes 
issues de P à ce cercle. 


å 


AS 
va 


Fig. 295. Fig. 296. 


D'autre part, le cercle de centre P orthogonal au cercle O passe par E et F. 

nc : 

Lorsque deux cercles sont orthogonaux, leur axe radical est la polaire du centre 
de l'un par rapport à l'autre. 


se taie du pôle. — 1° La réciprocité entre le point P et le pied H 
olaire À montre qué le pôle P de A est le pied de la polaire de la projec- 
F SH du point O sur À. 


2° Le pôle d’une sécante EF est le point d’intersection des 
tangentes en E et ge 


3° La droite A (fig. 296) coupe une sécante quelconque PCD issue de son 
pôle P en un point M tel que (CDMP) = — 1. Le faisceau H (CDMP) est bima 
nique et les rayons rectangulaires HP et HM sont les oaea de l'angle CHD 
On obtient par suite une sécante CD passant par le pôle P de À en prenant C 
symétrique par rapport à OH, du point C’ où la droite HD recoupe le cercle O. 


e 342. Construction de la polaire, — La construction suivante qui n’exige 
qu la règle, est FOND à AT de l'axe radical du cercle O et du aiie 


iamètre OP (fig. 297) : 


Menons deux sécantes quelco PAB et PCD au cercle O et désignons par M 
le point commun aux droites et BC, par N le point commun aux droites AC 
et BD. La polaire du point P par aben au cercle O est la droite MN. En effet : 

Ta polir A du point P coupe AB en E et CD en F. Les divisions (PEAB) 
et (PFCD) étant harmoniques, la droite A est également la polaire du Ne P 
par rapport aux deux droites AC et BD et (n° 278) passe donc par M et 
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e 343. Corollaires. — 1° Les points M et P étant les points de rencontre 
des côtés opposés du quadrilatère inscrit ABCD (fig. 297), on en déduit que : 


Les points de rencontre des côtés opposés d’un quadrilatère 
inscrit dans un cercle sont conjugués par rapport à ce cercle, 


Fig. 298. 


Il en résulte que NP est la polaire de M et que MP est la polaire de N par 
rapport au cercle U. 

2° Réciproquement (fig. 297) étant donnés deux points conjugués M et P 
menons au cercle O, une sécante arbitraire MAD distincte de la polaire A du 
point P, puis les sécantes PAB et PCD. D'après la construction précédente les 
droites et BC se coupent en un point de À, donc en M. 

Deux points conjugués par rapport à un cercle sont, d'une infinité de manières, 
les points de rencontre des côtés opposés d'un quadrilatère inscrit dans ce cercle. 


e 344. Propriété fondamentale des pôles et polaires. — Lorsque la 
polaire d’un point P passe par un point M, la polaire du point M 
passe par le point P. , 

Si le point M appartient à la polaire A du point P (fig. 298), les points P et M 
on conjugués par rapport au cercle O. Donc le point P appartient à la polaire D 

u point 

Le point P et sa polaire À étant donnés, la polaire d'un point M de A est 
donc la perpendiculaire PK à OM. Le pôle M de la droite D issue de P est l'in- 
tersection de A et de la perpendiculaire OK à la droite D. 


o 345. Corollaires. — 1° Les polaires des points d’une droite A 
concourent au pôle P de cette droite. i 

Le pan P étant conjugué de tout point M de A appartient à la polaire du 
point IVi. 

Pour obtenir le pôle P d'une droite A il suffit de construire l'intersection des 
polaires de deux points quelconques de cette droite. 

2° Les pôles des droites issues d’un point P sont alignés 
sur la polaire À du point P. 
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Lė pôle M d'une droite D issue du point P est conjugué de P et appartient 
à sa polaire À. 

3° Le pôle I d'une sécante PAB au cercle O (fig. 298) est le point d'inter- 
section des tangentes en À et B. Il en résulte que : 


La polaire d’un point P passe par le point d’intersection des 
tangentes aux extrémités de toute corde issue de P. 


On peut déduire cette propriété de la construction du n° 342 lorsque la 
sécante PCD vient se confondre avec la sécante P. 


346. Applications. — 1° Un quadrangle inscrit dans un cercle et le quadrila- 
tère complet formé par les tangentes aux sommets ont même triangle diagonal. 


Soit ABCD le quadrangle inscrit (fig. 299) et MNP son triangle diagonal (n° 60) : 
La droite MN, polaire de P, passe par les sommets opposés I et K du quadrilatère com- 


plet circonscrit HIJGKL. De même MP passe par J et L et NP par G et H. 


Fig. 299. 


Si on considère seulement les quadrilatères ABCD et IJKL on voit que leurs diago- 
nales concourent en M et forment un faisceau harmonique M (ABIJ) : 

Les diagonales d'un quadrilatère inscrit ABCD et celles du quadrilatère circonscrit associé 
IJKL sont concourantes et forment un faisceau harmonique. | 


29 Pour que quatre points À, B, C, D forment une division harmonique, il 
faut et il suffit que leurs polaires forment un faisceau harmonique. 


Pour que les points A, B, C, D soient alignés il faut et il suffit que 
leurs polaires soient concourantes au 
pôleP de la droite ABCD (fig. 300). 
Soient Pa, Pb, Pc et Pd les polaires 
des quatre points alignés À, B,C, D. 
Les droites OA et Pa, OB et Pb 
étant rectangulaires, on a : (OA, OB) 
= (Pa, Pb) et de même (OB, OC) 
= (P6, Pc) et (OC, OD) = (Pe, Pd). 

deux faisceaux O (ABCD) et 
P(abcd) sont superposables. Si l'un 
d'eux est harmonique il en est de 
même de l’autre. Ainsi (fig. 299) le 
faisceau M (ABIJ) étant harmonique, 
Fig. 300. on a : (HGPN) = — 1. 
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o 347. Droites conjuguées par rapport à un cercle. — Deux droites D 
et À, dont les pôles M et P sont conjugués par rapport au cercle O, sont dites 
conjuguée par rapport à ce cercle. Pour qu'il en soit ainsi (fig. 301), il faut et 
il suffit que le pôle de l’une d'elles appartienne à l'autre. 


ee conjuguées d’une droite A sont les droites issues de son 
pôle P. 


Fig. 301. 


o 348. Triangle conjugué ou autopolaire. — Le point de rencontre N 
des polaires de deux points conjugués M et P admet chacun de ces points pour 
conjugué. Dans le triangle MNP . 302), chaque côté est la polaire du sommet 
opposé. Deux quelconques de ses sommets sont conjugués et il en est de 
même de deux quelconques de ses côtés : 


Le triangle MNP est dit conjugué ou autopolaire par rapport 
au cercle O. 


1° I] résulte du n° 343 et du n° 346, 1° que (fig. 299) : 

Le triangle diagonal de tout quadrangle inscrit ou de tout quadrilatère complet circonscrit à 
un cercle est conjugué par rapport à ce cercle. 

Tout triangle autopolaire correspond d'ailleurs ainsi à une infinité de quadrangles 
inscrits ou de quadrilatères complets circonserits. . 

20 Le centre O est l'orthocentre du triangle autopolaire MNP car (fig. 302) les droites 
OM, ON et OP sont respectivement perpendiculaires à NP, PM et MN. La relation 
OM. OH = R? montre que O est extérieur au triangle MNP qui admet donc un angle 
obtus. Réciproquement tout triangle admettant un angle obtus est conjugué par rapport 
au cercle orthogonal aux trois cercles admettant ses côtés pour diamètres. 

3° Le symétrique S du point O par rapport au côté NP appartient (n° 63) au cercle 
o circonserit au triangle MNP. Ona: Za (0) = OM.OS = 2 OM.OH = 2 R? 

Le cercle circonscrit au triangle MNP conjugué par rapport au cercle O (R) est orthogonal 
au cercle O (Rv 2). i 

Ce cercle O(RV2) est appelé cercle orthoptique du cercle O (R). C'est le lieu des points 
d’où l'on peut mener au cercle O (R) deux tangentes rectangulaires. 
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APPLICATIONS 
© 349. Méthode de démonstration. — L'utilisation d'éléments conjugués, 


de pôles et de polaires, conduit souvent à d’élégantes démonstrations. Ainsi : 
1° Pour démontrer que plusieurs points sont alignés il suffit de 
montrer qu'ils sont conjugués d'un même point ou que leurs polaires par rap- 
port à un cercle donné sont concourantes. 
: 2 Pour démontrer que plusieurs droites sont concourantes 
il suffit de montrer qu'elles sont conjuguées d'une même droite ou que leurs 
pôles par rapport à un cercle donné sont alignés. . , 
On utilise, le plus souvent, un cercle convenablement choisi de la figure à 
étudier. En voici quelques exemples : 


o 350. Exemple I. — Démontrer que les tangentes en A, B, C à un cercle 
coupent les droites BC, CA et AB en trois points alignés «, B et Y. 

Il suffit (fig. 303) de montrer 
que les polaires des trois pami 
a, B, Y par rapport au cercle 
ABC, irdi les droites 
AP, BQ et CR, sont concou- 
rantes. Cela résulte du n° 97 
car les points À, B, C sont les 
points de contact du cercle 
donné avec les côtés du triangle 
PQR 


On peut dire aussi que la 
division (BC «D) étant harmo- 

Fig. 303. nique, la droite AP est la 
polaire. de «œ par rapport aux 

droites PB et PC. Elle passe donc par le point de rencontre K de BO et CR 


n° 278). - 


© 351. Exemple IL — Théorème de Brianchon, — Lorsqu'un hexagone ABCDEF 
est circonscrit à an cercle, les diagonales AD, BE et CF sont concourantes. 


Désignons (fig. 304) par M, N, P, Q, R, S les points de contact, avec le cercle des côtés 


Fig. 304. Fig. 305. Fig. 306. 


de l'hexagone circonscrit ABCDEF. La diagonale AD est la polaire du point de rencontre 
æ des côtés opposés MN et QR de l'hexagone inscrit MNPQRS. De même BE est la polaire 
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int B commun à NPetRS et CF la polaire du point y commun à PQ et à SM. D'après 
le line de Pascal (n° 296) les trois points &,y et B sont alignés. Donc les trois droites 
BE et CF sont concourantes en &, pôle de la droite «By. : 


e 352. Corollaires. — 1° Si le point S vient en M, il en est de même du sommet F et 

, M, E deviennent alignés. 9s peut donc (fig. I5) « Er) le pentagone circonscerit 
ABCDE comme un hexagone de Brianchon ABCD) ui montre que les droites 
AD, BE et CM sont concou antes. I] y a ainsi cinq pers sts de Brianchon relatifs à un 
pentagone circonscrit. 

o De même étant donné un quadrilatère circonserit ABCD (fg. 306), on peut lui adjoin- 
dre les points de contact de deux côtés opposés ou de deux côtés consécutifs On voit ainsi 
que i gra 4 AC passe par les points de rencontre de MP et NQ, de MB et ND ainsi 
que et 

3° Un triangle PQR dont les côtés sont tangents en A, B et C à un cercle (fig. 303) 
pes ‘être considéré comme un hexagone de Brianchon ARBPCQ,. On retrouve ainsi que 
es droites AP, BQ et CR sont concourantes. 


© 353. Quadrangle harmonique. — Un quadrangle inscriptible 
ABCD est dit harmonique lorsque les droites et sont 
conjuguées par rapport au cercle AB 

Un tel quadrangle (fig. 307) est déterminé par trois de ses sommets A, B, C 
par exemple car le point D s'obtient en recoupant le cercle ABC par la droite 
qui joint C au pôle P de AB. De même le pôle Q de CD est situé sur AB et 
les points P et Q forment avec le point R commun à AB et à CD un triangle PQR 
autopolaire. 


© 354. Pro, riste, — 1° Si M est un point du cercle O circonscrit au quadrangle, le 
faisceau M Ae au faisceau À BCD) ), at harmonique car (PRCD) = — 1. 

cercle de pannia passant e et D est nal au cercle O ei appar- 
tient au faisceau de points limites B. On a a (n° PET 316): 


(CA ,CB) — (DA ,DB) et CB = DE’ 


Fig. 307. Fig. 308. 


2 Désignons par I et J les milieux de AB et de CD. La droite AB est e inté- 
rieure de l'angle CID (n° 341) et les droites ID et IC recoupent le le cercle O en C et D’ 


symétriques de C et D par rapport à IP. L'égalité des arcs BC et C'À et des ares rs et 
DB entraîne : 
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(AL,AC) = DI,DA) = (DB, DO) et (CA, CI) = (AD,AD = (CD, CB). Donc : 
Les trois triangles AIC, DIA et DBC, sont directement semblables. 
Il en est de même des triangles BIC, DIB et DAC, des triangles CJA, BJC et BDA et 


Ni 


des triangles DJA, BJD et BCA (cf. n° 247). Réciproquement : 

La similitude de deux des triangles AIC, DIA et DBC caractérise un qua- 
drangle harmonique lorsque | est le milieu de AB. 

ee ak similitude détermine en effet la position du sommet D connaissant les sommets 

„Dett. 

3 Dans un quadrangle harmonique ABCD les points À et B sont les points de 
la bissectrice intérieure de langle CID tels que 1A? = IB? = IC. ID. 


Les relations équivalentes (LÀ, 1C) = (ID, IA) et li = Ie entraînent la similitude des 


triangles IAC et IDA et réciproquement. On peut donc construire le quadrangle ABCD 
connaissant les sommets C et D et le milieu I de AB. 
49 En considérant les triangles IAC et DBC on voit que: 


(CÀ,Ch=—-—(CÈ,CD) e CA.CB= CD.CI. 


La droite CD est antiparallèle à CI par rapport à CA et CB. 


D'autre part l'égalité des arcs AD’, DB et B'C entraîne AB’ = CD’ et par suite : 
IC + ID = JA + JB. 


e 355. Symédianes d’un triangle, — Dans le triangle ABC (fig. 308) la 
droite CR est symétrique de k pedane CI par rapport aux bissectrices de 
angle C. 
La droite CR est appelée symédiane du triangle 
n voit que la symédianeCR relative au 
sommet C passe par le pôle P du côté opposé 
AB par rapport au cercle ABC. 

En achevant (fig. 309) le triangle MNP 
formé par les tangentes en À, B et C au cercle 
ABC on voit (n° 352, 3°) que : 

Les trois symédianes AM, BN et CP du trian- 


gle ABC sonl concourarites. 


Le point de concours K est appelé centre des 
ri i 


Fig. 309. 


es ou point de Lemoine du triangle 
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e 356. Points conjugués par rap à une sphère. — Deux points M 
et P d'une sécante AB à la sphère O sont dits conjugués par rapport à cette 
sphère (fg. 310) si la division (ABMP) est harmonique, c’est dire si la sphère 

e diamètre MP est orthogonale à la sphère O. On étend comme au n° 335 
cette notion de points conjugués : 


On dit que deux points M et P sont conjugués par rapport à 


la sphère O (R) lorsque la sphère de diamètre MP est ortho- 
gonale à la sphère O. 
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En désignant par H la projection de M sur OP et par (o) la sphère de dia- 
mètre MP on obtient les relations caractéristiques To (0) = R?,OM.OP = R?ou 


e 357. Théorème. — Pour que deux points M et P soient conju- 
gués par rapport à une sphère il faut et il suffit qu’ils soient 
conjugués par rapport à un cercle de cette sphère. 

Tout plan issu de la droite MP 
(fig. 310) coupant la sphère O suivant Der 
un cercle y, coupe la sphère © suivant 
un cercle (C) de diamètre MP. Si les 
sphères O et iw sont orthogonales il en 
est. de même des cercles (C) et (y) 
(n° 329) et réciproquement. 

En particulier : Deux points M &P 
sont conjugués par rapport à la sphère O 
lorsqu'ils sont conjugués par rapport au 
grand cercle (T') de cette sphère situé dans 
le plan OMP. 


e 358. Plan polaire d’un point. Pôle d’un plan. — Pour qu'un point M 
soit conjugué du point fixe P il faut et il suffit qu'il se projette sur la droite OP 
au point fixe H tel que OH.OP = R?. Donc : 

Le lieu des points M conjugués du point P par rapport à la 
sphère O (R) est un plan (7) perpen dicajaing en Hà OP. appelé 
plan polaire du point P (fg. 311 à 313). 

Réciproquement, étant donné un pla (7) ne passant pas par O il existe sur 
la perpendiculaire OH à ce plan, un point P et un seul tel que OH.OP = R2, 
c'est-à-dire admettant le plan (x) pour plan polaire. 

Le point P qui admet le plan (7) pour plan polaire est appelé 
pôle du plan D. 

La réciprocité entre ns points P et H, conjugués harmoniques par rapport 
aux extrémités À et B du diamètre porté par la droite OP, montre que : 


ae 


Fig. 311. Fig. 312. Fig. 313. 


Fig. 310. 


19 Le plan polaire d'un point extérieur P est un plan sécant à la sphère O 
(fig. 311) et réciproquement le pôle d’un plan sécant est un point extérieur, . 
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Le pôle d'un plan diamétral est le point à l'infini dans la direction Ox perpen- 
diculaire à ce plan. . 

2° Le plan polaire d’un point À de la sphère est le plan tangent en A (fig. 312) 
et le pôle d’un plan tangent est son point de contact. Donc : 

Tout point d’une tangente à la sphère O est conjugué de son 
point de contact. 

39 Le plan polaire d’un point intérieur est un plan extérieur à la sphère (fg.313) 
et le pôle d’un plan extérieur est un point intérieur. Les points conjugués du 
centre O de la sphère étant les points à l'infini de ses diamètres, on dit que le 
plan polaire du point O est le pin de l'infini. 


e 359. Propriétés caractéristiques du plan polaire. — 1° On établit 
comme au n° 340 que : 

Le plan polaire d'un point P est le transformé dans l’homothétie (P, 2) du 
plan radical de la sphère O et de la sphère-point P. 

Le plan polaire du point P est le plan radical de la sphère 
O et de la sphère de diamètre OP. 


Ces deux propriétés se déduisent de la relation OM.OP = R? entre deux points conju- 
gués M et P. En désignant par © le milieu de MP on a en effet : 


a) (Où — oP). (O0 + oP) = Rê soit o0? — R? = oP! avec PM = 2 Po, 

&) OM. (OM + MP)=R? soit MO? — R? = MÒ. MP. 

2 Lorsque le point P est extérieur à la sphère O (fig. 311), il est conjugué 
de chacun des points de contact des tangentes issues de P, c'est-à-dire de chacun 
des points du cercle de contact (y) du cône de révolution de sommet P circon- 
scrit à la sphère. 

Le plan polaire de P est donc le plan du cercle y. C'est aussi le plan radical de 
la sphère O et de la sphère orthogonale de centre P. 

Réciproquement le pôle d'un plan (x) coupant la sphère O suivant un petit 
cercle (y) est le sommet P du cône de révolution circonscrit à la sphère 
suivant le cercle (y). Ce point P est aussi le centre de la sphère orthogonale à 
la sphère O suivant le cercle (y). 


o 360. Propriété fondamentale des pôles et plans polaires. — Lorsque 
le pe polaire d’un point P passe par un point M, le plan 
polaire de M passe par le point P. 

Si le point M appartient au plan polaire (7) du point P (fig. 314), les points M 
et P sont conjugués par rapport à la sphère O. Le point P appartient donc au 
plan polaire (4) du point M. 

Le plan polaire (u) d’un point M du plan (7) est donc le plan issu de P perpen- 
diculaire à OM. Le pôle M d’un plan k) issu de P est l'intersection du plan (x) 
et de la perpendiculaire OK au le (e). 


e 361. Corollaires. — 1° Les plans polaires des points d’un plan 
(x) concourent au pôle P de ce plan. 

Le point P étant conjugué de tout point M du plan (x) appartient au plan 
polaire de M. 

Pour obtenir le pôle P d'un plan donné (x), il suffit de déterminer l'intersection 
des plans polaires de trois points non alignés du plan (x). 
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En effet les plans polaires des points M1, M2, Ma sont respectivement per- 
pendiculaițes aux arêtes du trièdre O (MıMM3) et se coupent en un point 
unique P. 


Fig. 314. Fig. 315. 


20 Les pôles des plans issus d’un point P sont situés dans le 
plan polaire (7) du point P. 


Le pôle M d'un plan (4) passant par P est conjugué de P et appartient au plan (x). 
On obtient donc k plan polaire Je P en prenant le plan quì contient ks pôles 
de trois plans quelconques issus de P. 


© 362. Plans conjugués par rapport à une sphère. — Deux plans (u) 
et (x) sont dits conjugués par rapport à une sphère O si leurs pôles M et P sont 
conjugués par rapport à cette sphère (fig. 314). Pour qu'il en soit ainsi il suffit 
que le pôle de l'un d'eux appartienne à l'autre : . 


Les plans conjugués d’un plan (x) sont les plans issus de 
son pôle P. 


Notons que l'un au moins de deux plans conjugués (u) et (x) est un plan 
sécant à la sphère O. 


e 363. Droites conjuguées ou réciproques par rapport à une sphère. — 
Les plans polaires des points d’une droite À passent par une 
droite A' et les plans polaires des points de la droite À’ passent 
par la droite A. 


Les plans polaires de deux points À et B de la droite À, respectivement per- 
pendiculaires à OA et OB (fig. 315) se coupent suivant une droite A’ perpendi- 
culaire au plan OAB. Tout point M de A’ admet À et B pour conjugués et le 
plan polaire (u) de M contient donc A et B et par suite la droite A. Tout point P 

e À est par suite conjugué de chacun des points M de A’. Le plan polaire (x) 
de P contient donc A. 


Les droites å et À’ sont dites réciproques ou conjuguées par 
rapport à la sphère O. 

Notons qu'il n'y a qu'une droite A’ conjuguée d’une droite A donnée contrai- 
rement à ce qui se passe pour les points ou les plans conjugués. 
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e 364. Corollaires. 1° Tout point P de A est conjugué de tout point M de A’. 
2 Le pôle M de tout plan (p) issu de A appartient à A' car le point M conjugué 
des deux points À et B de A appartient à l'intersection A’ de leurs plans polaires. 
3 Tout plan (u) issu de A est conha de tout plan (x) issu de A’ car le plan (x) 
contenant À’ contient le pôle M du plan (y). 


e 365. Position de deux droites conjuguées. — l° La droite A’ intersec- 
tion de deux plans respectivement perpendiculaires à OA et OB (fig. 315) est 
‘perpendiculaire au plan OAB c'est-à-dire au plan (O, A). Elle est donc ortho- 
gonale à A. De même la droite A est perpendiculaire au plan (O, A’). Ces deux 
plans (O, A) et (O, A’) sont donc perpendiculaires et leur intersection est un 
diamètre de la sphère perpendiculaire en H à A et en H’ à A’. Les points H 
3 H' appartenant à deux droites conjuguées sont conjugués et on a OH. OH’ = R? 
onc : 

Deux droites conjugués par rapport à une sphère sont deux 
droites orthogonales, perpendiculaires à un même diamètre 
en deux points conjugués. 

Notons que À est la poire du point H’ par rapport au grand cercle (I) de 
la sphère O situé dans le plan (O, A). 

2 Si la droite A est extérieure à la sphère, la droite A’ coupe la sphère aux 
deux points de contact E et F des plans tangents issus de A (n° 358, > 

Si la droite A est tangente en À à la sphère, la droite À’ est la tangente en A 
perpendiculaire à A’. Enfin si A s'éloigne à l'infini dans le plan (O, A), la droite A’ 
devient le diamètre perpendiculaire à ce plan. 


e 366. Applications. — 1° Pour démontrer que plusieurs points sont dans 
un même plan (x), il suffit de montrer qu'ils sont, par rapport à une sphère 
donnée, conjugués d’un même point À ou que leurs plans polaires par rapport 
à cette sphère concourent en À (n°5 358 et 361). 

2° Pour démontrer que plusieurs points sont alignés dans l'espace, il suffit 
de montrer qu’ils sont conjugués de deux points À et B ou que leurs plans 
polaires passent par une même droite A (n°5 363 et 364). 


e 367. Tétraèdre conjugué par rapport à une sphère. — Considérons 
deux droites A et A’ conjuguées par rapport à une sphère O (fig. 316), puis 
deux points conjugués À et B sur À et 
deux points C et D conjugués sur A’: 
Le tétraèdre ABCD est dit autopolaire 
ou conjugué par rapport à la sphère. 
Dans ce tétraèdre deux sommets quel- 
conques sont conjugués (n° 364, 1°). 
Donc le plan polaire d'un sommet est 
le plan de la face opposée. Les plans de 
deux faces quelconques sont conjugués 
et deux arêtes opposées sont conjuguées 
par rapport à la sphère. 
La droite qui joint O à un sommet 
Fig. 316. du tétraèdre ABCD est perpendiculaire 
au plan de la face opposée. Les hauteurs 
du tétraèdre ABCD concourent donc en li) et il en est de même des perpen- 
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diculaires communes à deux arêtes opposées. Le tétraèdre ABCD est ortho 
centrique. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Polaire d’un point par rapport à un cercle. Pôle d’une droite. 
(Indochine, ME.) 


— Plan polaire d’un point par rapport à une sphère. (La Réunion, ME.) 


— Polaire d’un point par rapport à un cercle : définition, nature de cette 
polaire; sa construction. (Rennes, ME et MT.) 


EXERCICES 


© 396. Pour que deux points M etP soient conjugués par rapport au cercle O (R), 
il faut et il suffit : 
1° Que la somme de leurs puissances par rapport au cercle O soit égale à MPi. 
2° Que les cercles de centres M et P orthogonaux au cercle O soient orthogonaux 
entre enx Comment faut-il modifier cette condition si le point M est intérieur au 
cercle O? 


© 397. Démontrer que la polaire d’un point P par rapport au cercle O (R) est : 
2 sus né ans l’homothétie (0,2), de laxe radical des cercles O (R) et 

2° L'axe radical du cercle P (PO) et du cercle O (Ry2) orthoptique du cercle 
O(R). 


© 398. Lorsque les points M et P sont conjugués par rapport au cercle O, les points 
O et M sont conjugués par rapport au cercle de centre P orthogonal au cercle O. 


@ 399. Si w est le centre radical de trols cercles O}, O, et O, orthogonaux deux à 
deux : ï 

1° Les centres O, et O, sorit conjugués par rapport au cercle O,. 

2° L’axe radical des cercles O, et O, et celui des cercles O et O, sont conjugués 
par rapport au cercle O, et le triangle «0,0, est autopolaire par rapport à ó, 


© 400. 1° Deux points donnés À et B sont conjugués par rapport à tout cercle 
orthogonal au cercle de diamètre AB. Étudier la famille des cercles admettant deux 
couples de points donnés (A, B) et (C, D) comme couples de points conjugués. 
2° Existe-t-il un cercle admettant trols couples donnés (A, B), (C,D) et (E,F) 
comme couples de points conjugués? Dans quel cas y en a-t-il une infinlté? 


@ 401. 1° Etudier la famille des cercles admettant un point donné P et une droite 
donnée A comme pôle et polaire. 

2° On considère un faisceau de cercles à points Ilmites I et J. Montrer que le 
point Ta même polaire par rapport à tous les cercles du falsceau et qu’il en est de 
même de J. 


@ 402. On donne un cercle O (R) et un point fixe intérieur I. Une sécante variable 
issue de 1 coupe le cercle en M et N. Trouver le lieu géométrique de l'intersection P 
des tangentes en M et N au cercle O., 

Étudier le problème lorsque I est extérieur au cercle O. 


© 403. On considère les cercles T qui passent par un potat donné M et qui admettent 
deux points donnés A et B comme points conjugués. 

10° Montrer que ces cercles passent en général par un second point fixe M’ et 
trouver le lieu de leurs centres. 

20 Construire un cercle passant par deux points donnés M et N et admettant un 
couple donné (A, B) comme points conjugués. 
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@ 404%. On donne dans la plan une droite A et deux cercles Oet O}. Construlre une 
droite A’ qui soit à la fols conjuguée de A par rapport au cercle O et au cercle O,. 


© 408. 1° Démontrer que les polaires d’un point donné M par rapport aux cercles 
d'un falsceau (F) concourent en un point P, tel que le cercle de diamètre MP soit 
orthogonal aux différents cercles de ce falsceau. 

20 Trouver le lieu de P lorsque M décrit un cercle du faisceau (®) conjugué du 
faisceau (F) ou une parallèle à l'axe radical du falsceau (F). 


@ 406. 1° Solent deux points A et B conjugués par rapport à trois cercles O,, 
O, et O,. Que représente le milieu I de AB pour ces trois cercles? 

20 Déterminer le lieu des points A et B conjugués par rapport aux trols cercles 
lorsqu'il existe, 


© 407. 1° Démontrer que le cercle qui admet pour diamètre le segment qul joint 
les points de rencontre des côtés opposés d’un quadrilatère inscrit dans un cercle 
O est orthogonal au cercle O. 

2e Réciproquement si deux cercles sont orthogonaux les extrémités d’un dla- 
mètre de l’un sont, d’une infinité de manières, les points de rencontre des côtés oppo- 
sés d’un quadrilatère inscrit dans l’autre. 


@ 408. On donne un cercle O (R) et sur une droite A deux points A et B conjugués 
par rapport à ce cercle. 

1° On joint un polnt variable M du cercle O aux points A et B. Les droites MA 
et MB recoupent le cercle O en G et D. Trouver l'enveloppe de la droite CD, et le 
lieu du point d’Intersection S des tangentes en C et D. 

20 Soit EF une posltlon particulière de CD. Les droites ME et MF coupent la 
droite A en N et P. Montrer que N et P sont conjugués par rapport au cercle O et 
que NF et PE se coupent sur ce cercle. 

3° En désignant par H la projection de O sur A, évaluer en fonction de HO et R 


les produits HN et HA.HB. 


© 409. Soit ABC un triangle conjugué par rapport au cercle O. 

1° Une sécante variable issue de A coupe.le cercle en N et P. Trouver le lieu du 
point d’intersection M de BN et de CP. 

20 Un point R décrit la droite BC. Les tangentes au cercle O issues de R coupent 
respectivement AB et AC en D et E. Trouver l’enveloppe de la droite DE. 


© 410. On désigne par I le centre d’un cercle inscrit (ou exinscrit) dans le triangle 
ABC qul touche les côtés BC, CA et AB en D, E et F. La droite BI coupe EF en M 
et DE en P. La droite CI coupe EF en N et DF en Q. 

1° Démontrer que MC et NB sont respectivement les polaires de P et Q par 


rapport au cercle I. 
20 En déduire que le cercle de diamètre BC coupe EF en M et N. 


@ 411. On considère le quadrate complet formé par les tangentes communes à 
deux cercles extérieurs O et O”. 

1° Les diagonales de ce quadrilatère complet étant deux à deux conjuguées par 
rapport à chacun des deux cercles O et O’ en déduire que la diagonale OO’ coupe les 
deux autres aux points limites I et J du faisceau défini par les cercles O et O”. 

20 Montrer que la droite qui joint les points de contact du cercle O avec deux 
tangentes non symétriques et la droite qui joint les points de contact du cercle O’ 
avec ces tangentes sont perpendiculaires en I ou en J. 


@ 412. Dans un triangle ABC on désigne par M, N, Ples milieux des côtés BC, CA 
et AB, par D, E, F les points de contact de ces côtés avec le cercle inscrit I et par 
D’, E’, F’ les points de contact de ces côtés avec le cercle J exinscrit dans l’angle A. 
La droite AIJ coupe BC en S í 

1° Montrer que Ía projection H du point C sur AI est située sur les droites MN 
et DF, puis que la projection K de B sur AI est située sur les droites MP et DE, 

20 Démontrer que MD = MD’ = MH = MK et que les pores Het K sont conju- 
gués par rapport aux deux cercles I et J. Nature de la division (ASHK)? 

30 Montrer que DF et D'’F’ sont perpendiculaires en H et que DE et D'E’ sont 
perpendiculaires en K. 


© 413. Soient deux cercles orthogonaux O (R) et O’ (R’) tangents en A et A’ au 
segment AA’ = a et de diamètres respectifs AB et A'B’, 

1° Démontrer que AB’ et A'B sont respectivement perpendiculaires à OA’ et 
O'A et en déduire la relation entre a, R et R’. 
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2° Démontrer que la perpendiculaire OK menée de O à A’B’, l’axe radical MN 
des cercles O et O’ et la droite AB’ concourent en un point J. | 
3° Soit I le point de rencontre de MN avec AB. Calculer en fonctlon de R le pro- 


duit AT.OJ. 


© 414. 1° Démontrer que si deux couples de sommets opposés A, A’ et B, B’ d’un 
quadrilatère complet ABCA'B'C' sont conjugués par rapport à un cercle, il en est 
de même du couple C, C’. 

2° En déduire que sl deux couples de côtés opposés d’un quadrangle MNPQ sont 
conjugués par rapport à un cercle il en est de même du troisième couple. 


© 415. On désigne par I le centre d’homothétie positif des deux cercles O et O’ 
sécants en A et B. La droite IB recoupe les cercles en M et M’ et les droites AM et 
AM’ coupent la droite OO’ en H et H’. 

1° Démontrer que H et H sont les pieds des polaires de I.par rapport aux cercles 
O et O’, que langle HAH’ est égal à l'angle OAO’ = V des deux cercles et que le 
quadrilatère AHBH est un losange. 

2° Soit TT’ une tangente commune aux deux cercles. Comparer les triangles 
BTT’,-HTA et H’AT’ et montrer que HT.H’T’ = HA?. 


© 416. On donne un cercle O de diamètre PQ, une corde fixe AB et un point I de 
la droite PQ. Les droites IA et IB recoupent le cercle en C et D et les droites AB et 
CD se coupent en J. 

1° La polaire de I par rapport au cercle O coupe AC en E. Nature du faisceau 
J (ACIE)? 

2° La perpendiculaire en I à la droite PQ coupe AB en M et CD en N. Montrer 
que I est le milieu du segment MN. Retrouver cette proprlété en montrant que 
MA.MB = NC.ND à l’aide des transversales IAC et IBD dans le triangle JMN. 

3° Lieu du point N lorsque I décrit la droite PQ. 


© 417. Théorème de Salmon. — Le rapport des distances de deux points A et B 
au centre d’un cercle O est égal au rapport des distances AA’ et BB’ de chacun de 
ces points à la polaire de l’autre. 

(En désignant par H et K les pieds des polaires de A et de B, on peut montrer 
que les deux trapèzes rectangles AOKA’ et BOHB" se correspondent dans une 
similitude inverse). 


© 418. On désigne par H l’orthocentre du triangle ABC de hauteurs AA’, BB’ et 
CC’ et par I et r le centre et le rayon d’un cercle inscrit (ou exinserit) au triangle. 
La tangente parallèle à BC coupe CA en D et coupe AB en E. Les droites BD et CE 
se coupent en J et coupent respectivement en K et L la parallèle à BC menée par A. 

1° Démontrer que À est le milieu de KL, que (BDJK) = (CEJL) = — 1 et que 
le triangle JKL est conjugué par rapport au cercle I (r). 

20 Montrer que le cercle JKL est orthogonal aux cercles de diamètres BD et CE 
ainsi qu’au cercle I (ry 2}, puis que ces trois cercles font partie d’un méme faisceau 
admettant pour axe radical la hauteur AA’. 

8° Établir la relation : HA.HA’ = HI? — 2r?. 
© 419. Déduire de la formule établie au 3° de l’exercice précédent que : 


1° Lorsqu'un triangle ABC est conjugué par rapport à un cercle œ (p), ce cercle 
est orthogonal aux cercles orthoptiques des cercles inscrit et exinscrits au triangle 
ABC 


2° Lorsqu'un quadrilatère complet ABC A’B’C’ est circonscrit à un cercle O, le 
cercle orthoptique du cercle O fait partie du faisceau des cercles ayant pour dia- 
mètres les diagonales AA’, BB’, et CC’ du quadrilatère complet. 

3° Le centre O d’un cercle inscrit dans un quadrilatère ABCD est situé sur la 
droite qui joint les milieux I et J des diagonales AC et BD. 


@ 420. On considère deux cercles O(R) et «w (ẹ) tels que Ou? = p? + 2R2, 

1° Soit A un point quelconque du cercle w, intérieur au cercle O, La polaire de 
A par rapport au cercle O coupe le cercle w en B et C. Démontrer que le triangle 
ABC est conjugué par rapport au cercle O. 

20 On construit un triangle ABC circonscrit au cercle O en se donnant la droite 
AB tangente à ce cercle, le point C pôle de cette droite par rapport au cercle w, 
puis on achève le trapèze BCDE circonscrit au cercle O. En utilisant la propriété 
établie au 29 de l’exercice n° 418 qui indique que les cercles de diamètres BD, CE et 
le cercle O (RV2) ont pour axe radical commun la hauteur AA’ du triangle ABC, 
démontrer que le triangle ABC est conjugué par rapport au cercle w. 
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30 En déduiré que si le cercle  (e) est orthogonal au cercle orthoptique du cercle 
O (R) Il existe une Infinité de triangles inscrits dans le cercle o et conjugués par rap- 
port au cercle O et une infinité de triangles circonscrits au cercle O et conjugués 
par rapport au cercle œ : Le cercle « esl dil harmoniquement circonscrit au cercle O 
el le cercle O harmoniquement inserit au cercle à. 


© 421. On donne deux points fixes A et B d’un cercle de centre w et un point J 
varlable sur ce cercle. 
1° Construire ic quadrangle harmonique ABMN tel qué J soil le milieu de MN. 
20 Lieu géométrique des points M et N lorsque J décrit tout lc cercle a. 


© 422. Trois cercles de centres O, P, Q sont deux à deux orthogonaux. Les cercles 
Oet P se coupent en A et B et coupent respectivement le cercle Q en C et D et en 
E et F. On désigne par I, J et K les milieux de AB, CD et ET. 
1° Démontrer que les quadrangles ABCD, ABEF et CDEF sont harmoniques. 
2° Montrer qu'i cn cest de mêmc des quadrangles ABJK, CDKI et EFIJ. 


@ 423. Dans un quadrangle liarmonique ABCD inscrit dans un cercle O on désigne 
par I et J les milieux de AB et CD, par B’ le symétrique de B par rapport à OJ et 
par D’ le symétrique de D par rapport à OI. 


1° Comparer les arcs AB’ et D'C, puis les deux sommes IC + ID et JA + JB. 

20 Démontrer que les droités JA, JB, IC, ID sont tangentes en A,, B}, C et D; 
à un cercle de centre O puis que les quadrangles ABCD ct B,A,D,C, sont inverse- 
ment semblables. 

30 Démontrer que les tangentes au cercle ABCD en A, B, C et D découpent une 
division harmonique sur toute autre tangente à ce cercle. Que peut on dire des 
intersections a, B, y, 8 d’unc tangente au cercle A,B,C,D, avec les droites JA, JB, 

et 


© 424. Les sphères qui admettent deux points donnés A et B pour points conju- 
gués sont orthogonales à la sphère de diamètre AB : 

1° Trouver le lieu géométrique des centres des sphères admettant deux couples 
donnés (A, B) et (C, D) comme points conjugués. Même problème pour trois couples 
donnés (A, B), (C, D) et (E, F)? 

20 Déterminer, lorsqu'elle existe, une sphère admettant quatre couples donnés 
de points conjugués. Peut-il y en avoir une infinité? 


© 425. 1° Trouver le lieu des centres des sphères passant par un point donné A et 
admettant le couple de points (C, D) comme points conjugués. 

20 Construire une sphère passant par deux points donnés A et B et admettant 
les couples (C, D) et (E, F) comme couples de polnts conjugués. 


© 426. 1° Déterminer le rayon d’uné sphère de centre donné O sachant que 
i plan polaire du point donné A est un plan donné P perpendiculaire à OA. 
Discuter. 

20° Déterminer le centre O d’une sphère de rayon donné R, admettant un point 
donné A et un plan donné P pour pôle et plan polaire ou admettant deux droites 
orthogonales A et A’ pour droites conjuguées. 


© 427. 1° Montrer que si deux droites A et D sont dans un même plan v leurs 
conjuguées par rapport à une sphère O se coupent au pôle P du plan 7. Cas où le 
plan x passe par le centre O de la sphère. 

20° Une droite D coupe deux droites conjuguées A et A’ en A et B. Montrer que la 
droite D’ conjuguée de D coupe en général A et A’ en deux points A’ et B’ et que 
le tétraèdre ABA'B’ est conjugué par rapport à la sphère O. 


© 428. On considère une sphère O (R), une sphère concentrique de rayon a et le 
cône (T) de révolution de sommet S circonscrit à la sphère O (a). 

k A emage des pôles, par rapport à la sphère O(R) des plans tan- 
gents à ` 

2° Enveloppe des droites A’ conjuguées par rapport à la sphère O (R), des géné- 
ratrices A de (r). 


@ 429. Deux droites A et A’ sont conjuguées par rapport à la sphère O (R). 

1° Montrer que tout plan issu de A’ coupe la sphère O suivant un cercle y et que 
y est le cercle de contact d’un cône dont le sommet S appartient à A. 

2° Montrer que les cercles y et les cercles y’ dont les plans sont issus de A forment 
que la Rue O deux familles de cercles orthogonaux. Cas où A et A’ sont tangentes 

a sphère. 
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@ 430. 1° D'un point donné A on construit quatre tangentes AM, AN, AP et AQ 
à la sphère O (R) et soit BCD le triangle diagonal du quadrangle MNPQ. Démontrer 
que le tétraèdre ABCD est conjugué par rapport à la sphère O. 

2° Démontrer que la sphèrè « (p) circonscrite au tétraèdre ABCD est orthogonale 
à la sphère O (R y3). Cette sphère O (R y 3) appelée sphère orthoptique de la sphère 
O (R est le lieu des points d’où on peut lui mener trois plans tangents formant 
un trièdre trirectangle. 

3° Montrer qu’il existe une infinité de tétraèdres inscrits dans la sphère «w et 
conjugués par rapport à la sphère O (R). 


© 431. On donne dans un plan un point fixe F et une droite fixé A ne passant pas 
par F, Sur A on prend un point quelconque w et l’on considère le cercle T de centre 


©, de rayon 3 oF. 


1° Montrer que les cercles r sont vus du point F sous un angle constant. K étant 
le pled de la polaire de F par rapport au cercle T, établir que le point K décrit une 
droite D. Montrer que pour tout point P de r on a PF = 2PK. 

20 Deux cercles T et I” se coupent en P et P’. Établir que P et P’ sont sur la 
médiatrice de KK’. Le cercle r restant fixe, le cercle r’ se rapprochant indéfinl- 
ment de T, donner une construction simple des positions llmites M et M’ des points 
P et P’ connaissant T. (Nancy. ) 


© 432. On désigne par F la famille des cercles d’un plan P qui sont vus d’un point 
fixe O de ce plan sous un angle constant. Soit C un cercle de la famille F, soient 
A et B les extrémités du diamètre de C passant par O et I le conjugué de O par 
rapport à A et B. i 

10 vpamer que la connaissance de I détermine le cercle C que l’on désignera 
par C(I). 

20 Montrer que l'axe radical des cercles C(L) et C(I) est la médiatrice du 
segment 

3° Montrer ue sl C(I) est orthogonal à un cercle fixe (L) de centre L, le point 
1 décrit un cercle de centre L. (Strasbourg.) 


© 433. On considère un cercle fixe (O) de centre O, de rayon R et un point fixe I 
intérieur à ce cercle et distinct de O; on désigne par CD la corde du cercle perpen- 
diculaire à OI. Un rayon lumineux issu d’un point A du cercle se réfléchit en Î sur 
le diamètre OI et recoupe le cercle en B. 

1° Montrer que AB passe par un point fixe P lorsque A varle sur le cercle (O). 
M désignant le milieu de AB, montrer que AB est blssectrice de l’angle CMD. 

29 On désigne par y et 5 les intersections du cercle O avec le dlamèêtre OM. Les 
droites Cy et D8 se coupent en a; les droites Cë et Dy se coupent en'8. Montrer que 
les points a, B, y, à sont les centres des cercles inscrit et ex-inscrits au triangle CMD. 
Lieux de ces points lorsque A décrit le cercle (O). (Nancy.) 


© 434. On donne trols points fixes A, C, B alignés dans cet ordre, 
1° Lieu géométrique des points M du plan d’où l’on voit AC et CB sous des angles 
égaux. 

85 Les cercles variables r passant par A et B coupent le lieu de M en deux points 
P et Q. Montrer que la droite PQ passe par un point fixe E quand r varie. Lieu 
géométrique du point E’ conjugué harmonique de E par rapport à P et Q. 

3° Si H est le milieu de AB déterminer les bissectrices des angles (HP, HQ) et 
montrer que le produit HP.HQ est constant. ( Grenoble.) 


© 435. Soient A, B, C trois points alignés, O le milieu de BC, A la médiatrice de 
BC. On pose OB = OC = R; OA = a et on suppose a >> R. Un point M variable 
décrivant A on appelle M'le point où le cercle r circonscrit au triangle MBC recoupe A. 

1° Construire l’orthocentre H du trlangle AMM’ et montrer que H reste fixe. 
Calculer OH en fonction de a et R. Construire le lieu C des pieds P et P’ des hauteurs 
du triangle AMM’ issues respectivement de M’ et M. 

20 Montrer que PP” passe par un point fixe D quand M décrit A. 

30 Construire les points M et M’ connaissant l’angle MAM’ = a. Limites de cosa 
pour que le problème solt possible. {(Montréal.) 


© 436. On donne un trtangle ABC et son cercle circonscrit (O). Soient D et D’ 
ies pieds respectifs sur BC des bissectrices intérieure et extérieure de langle À du 
triangle, I le milieu de DD’ et (I) le cercle de diamètre DD’. 
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1° Montrer que le cercle (I) est orthogonal au cercle (0). En déduire que AI est 
tangente au cercle (O). 

29 M étant le milieu de BC, la drolte symétrique de AM par rapport à AD coupe 
BC en S et le cercle (O) en S’. Montrer que l’on a : 


poppan FA 2 1 1 
S.IM = IB.IC et TS GE 

8° Déterminer la polaire de I par rapport au cercle (O). Quelle est la seconde 
tangente menée de I à ce cercle? 

40 Montrer que la droite AS passe par un point fixe H quand B, C et le cercle 
(0) restant fixes, A varle sur ce cercle. 

° Montrer que les droites MA et MS’ sont symétriques par rapport à BC et que 

l’on a : MA.MS’ = MBi, (Clermont. } 


© 437. On donne un cercle fixe (F) de centre F et de rayon R et un point F’ de 
son plan, non situé sur (F). Solent M un point variable du plan, (u) sa polaire par 
rapport à (F), m le centre du cercle (m) qui passe par F” et qui appartient au faisceau 
définl par le cercle (F) et par la droite (x). On désigne par (T) la transformation 
ponctuelle qui transforme M en m et par (T’) la transformation inverse qui tran s 
forme m en M. k 
19 a) H désignant le point d’intersection de FM et de (u), construire le deuxième 
oit iis HF’ coupe le cercle (m). En déduire la construction de m, connaissant M. 
scuter. 

Montrer que M et m sont alignés avec F. Montrer que le lieu des points M qui 
n’ont pas de transformés dans (T) est la polaire de F’ par rapport au cercle (F). 

b) Inversement, connaissant m, indiquer les constructions qui permettent 
d'obtenir le point M correspondant. Discussion. Trouver le lieu des points m qui 
n'ont pas de transformés dans la transformation (T^). 

20 a) Montrer que la transformée d’une droite D dans la transformation (T) est 
une droite d. Examiner : . 

a) le cas où D passe par F; 

i DA cas où D ne passe pas par F. Remarquer, dans ce cas, que lorsque M décrit 
a 
b 


Conséquence? 


oite D, (u) passe par un point fixe. 
) Quelle est la transformée d’une droite donnée d dans la transformation G 
9 Déduire de ce qui précède que, dans chacune des transformations (T) ou (T 
ne division harmonique portée par une droite ne passant pas par F se trans- 
forme en une division harmonique; un faisceau harmonique se transforme en un 
faisceau harmonique, puis, qu’une division harmonique portée par une droite passant 
par F se transforme en une division harmonique, (Bordeaux. ) 


| QUINZIÈME LEÇON | 


INVERSION 


o 368. Définition, — Etant donnés un point fixe O et un nombre algébrique 
non nul À : 


On appelle inversion la transformation ponctuelle qui „å 
tout point M du plan ou de l’espace, fait correspondre le point 


M' de la droite OM tel que OM.OM' = k. 


Le point O est appelé centre (ou pôle) de l'inversion (O, k). Le nombre k 
est le module ou la puissance de cette inversion qui est dite positive ou négative 


suivant que k est positif (fig. 317) ou négatif (fig. 318). 


(F) 
(M') M 
; Ô 
(F) 
Fig. 317. Fig. 318. 


Il est clair que l’homologue de M’ est le point M. La transformation est donc 
réciproque et les deux points M et M’ sont dits inverses l'un de l’autre. De 
même deux figures F et F’ homologues dans l'inversion sont dites inverses 
par rapport à O. 

Lorsque le point M décrit une droite ou un plan passant Oil en est de 
même de M’ : Toute droite et tout plan passant par le centre O sont globalement 
invariants. 

Si le point M’ s'éloigne indéfiniment sur la droite Ox le point M vient en O. 
Pour qu'à un point donné ne corresponde qu'un seul transformé nous convien- 
drons, dans cette étude, de dire que l'inverse du centre O d'une inversion est 
un point unique appelé point à l'infini. 


o 369. Cercle et sphère d’inversion. — Pour qu'un point P soit invariant 
dans l'inversion (O, Ñ) il faut et il suffit que OP? = k. Ceci n'est possible que 
si k est positif et on a alors OP = ÿ/k. Donc : 
1° Le lieu des points doubles d’une inversion positive (O, k) 
est le cercle O (Vk) dans le plan, la sphère O (vh) dans l’espace 
que l’on nomme respectivement cercle et sphère d’inversion. 
En désignant par R le rayon vk de ce cercle (fig. 319) ou de cette sphère (T) 
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on voit que deux points homologues quelconques M et M' sont tels que 
OM.OM' = R2. Les points M et M' divisent harmoniquement un diamètre 
de (T) et l’un d'eux est le pied de la polaire (ou du plan polaire) de l'autre par 
rapport à (T°). On dit que M et M' sont inverses par rapport à (T). 
2 Si l'inversion est négative il n’y a pas de point double. 

e 370. Théorème. — Tout cercle passant par deux points homo- 
logues distincts À et A' d’une inversion est globalement 
invariant dans cette inversion. 


Soit Mun point variable sur le cercle passant par A et A' (fig. 319 
et 320). La droite OM recoupe le cercle œ en un point M’ tel que 


Fig. 319. Fig. 320. 


OM.OM' = OA.OA' = k. Le point M! est donc l'homologue de M dans 
l'inversion envisagée et décrit le cercle w en même temps que M. On obtient 
ainsi une construction simple de M’ à partir de O, A et A’. 


e 371. Remarques. — 1° Pour qu'un cercle © soit invariant dans l'inversion 
o. H) il suffit que son plan passe par O et que l'on ait £.(0) = OM.OM' = k. 

nc : si à = Rè le cercle « est orthogonal au cercle (ou à la sphère) d'inver- 
sion O (R) (fig. 319). Si k = — R? le cercle ù coupe diamétralement le cercle 
(ou la sphère) O (R) (fig. 320). 

20 Toute sphère t par À et A’ est de même globalement invariante 
dans l'inversion O (k) et deux cercles invariants passant par A et A’ appartien- 
nent à un même plan invariant ou à une même sphère invariante. 


e 372. Propriété fondamentale. — Dans toute inversion deux 
couples de points homologues distincts non alignés appar- 
tiennent à un même cercle. 


Lorsque les points O, A, B ne sont pas alignés (fig. 321), la relation 
OA.OA'= OB.OB' = k montre que les quatre points A, A’, B, B’appartien- 
nent à un même cercle du plan OAB, globalement invariant dans l'inversion 
considérée O W. Il en résulte que le transformé M' de tout point M appartient 
aux deux cercles coplanaires ou cosphériques AA'M et BB'M. C'est donc leur 
second point commun. 


e 373. Réciproque. — Toule transformation ponctuelle dans laquelle deux couples quel- 
conques de points homologues distincts appartiennent à une même droite ou à un même cercle 
esl en général une inversion, éventuellement une symétrie-plan dans l'espace ou une symétrie- 
droite dans le plan. 
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Désignons par (À, A’) et (B, BI deux couples fixes d'un même cercle et par (M, M’) 


un couple quelconque de points: 


omologues. Les points AA'BB’ sont dans un même 


B 


p 
Fig. 321. Fig. 322 


plan et par hypothèse les deux cercles AA’M et BB'M se recoupent en M’ (l'un de ces 
deux cercles pouvant se réduire à une droite). 

1° Si les droites AA’ et BB’ sont concourantes en O (fig. 321), on a : 

OA.OÀ' = OB.OB' = k40. 

L'inversion O (k) transforme A en À’, B en B'et transforme Men le second point commun 
aux cercles AA'M et BB'M, c'est-à-dire en M’. La transformation envisagée est donc 
l'inversion O (k). 

2° Si AA' et BB' sont parallèles (fg. 322) les points A et A’, B et B' sont symétriques 
par rapport au plan (x) médiateur des segments AA’ et BB’. Il en est de même des cercles 
AA'M et BB'M, donc de M et M’. La transformation envisagée est alors la symétrie par 
rapport au plan (x) dans l'espace. Elle se réduit à une symétrie-droite A dans le p. 


Nous considérerons cette symétrie comme le cas limite d'une inversion positive dont le 
centre est rejeté à l'infini. La sphère (ou le cercle) d'inversion ayant pour limite le plan 
(ou l'axe) de cette symétrie. f 


ə 374. Théorème. — Toute inversion est déterminée par deux 
couples de points homologues distincts situés sur une même 
droite ou sur un même cercle. 

Si les deux couples donnés À, À’ et B, B’ appartiennent à un même cercle, 
le centre O de l'inversion est le point de rencontre de AA’ et BB’ et sa puis- 
sance k est égale à OA.OA' ou OB .OB'. 

Si les deux couples appartiennent à une même droite, le centre O est le point 
de cette droite tel que OÀ.OA' = OB.OB:. Il se trouve sur l'axe radical de 
deux cercles sécants l'un passant par À et A’ l'autre par B et B’. C'est d'ailleurs 
le centre d'homothétie des vecteurs AB et B'A’, 

Dans les deux cas si les segments AA’ et BB’ ont même plan médiateur 
l'inversion dégénère en une symétrie-plan (ou une symétrie droite). 


ə 375. Inversions de même centre. — Soient M; et M3 les transformés 
d'un point M dans les inversions concentriques (O, kı) et (O, ka) (fig. 323). 
Les points O, M, M1, M: sont alignés et on a: OM.OM, = kı; OM.OM = kə. 


Donc : OM h k 
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1° Deux figures F, et F, inverses de la figure F par rapport au 
même point O sont homothétiques par rapport à O. 


Fig. 324. 


20 D'autre part le produit de l'inversion (O, kı) par l’homothétie (o. ka) 
transforme M en M; : 
Toute inversion (O, k) est. le produit de l'inversion (O, kı) par 
l'homothétie (0, $). 

1 

3° En particulier : 

Toute inversion négative (O, — k) est le produit de l'inversion positive (O, k) 
par la symétrie-point de centre O. 


e 376. Relations métriques dans l'inversion. — 1° Soient (fig. 324) deux 
couples de points cocycliques À, A’ et B, B', homologues dans l'inversion (O, $). 
Les triangles OAB et OB'A’ sont inversement semblables. Donc : 


A'B'_OA'_OAOA' _ Ikl cu. 
BA ~ OB  OA.OB  OA.OB °°: 


2° Cette relation est valable si les points O, A, A’, B, B' sont alignés. La 
relation OA.OA' = OB.OB' permet d'écrire : 


Où _ OB _ ON — OB __AB OAON_ k 
OB OA OB — OA AB OA.OB  OA.OB 
D'où la relation algébrique plus précise : À'B' = — a, (2) 
30 Si M et M’ sont homologues dans l'inversion (&, k) on peut écrire : 
oM aM _ oMoM k © m-t ğ 
M M M Me t Moga O 


Cette relation permet de déterminer les coordonnées de M’ connaissant celles du centre 
d'inversion 9 et celles du point M. 
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e 377. Tangentes aux courbes inverses. — 1° Lorsqu’une courbe (y 
admet une tangente en À, sa transformée par inversion (Y 
admet une tangente au point À’ homologue de À. 


20 Les tangentes à deux courbes inverses (Y) et (y') en deux 
points homologues À et À’ sont symétriques par rapport au 
plan médiateur du segment AA’. 

Désignons (fig. 325) par À et M deux points de la courbe (y), par A’ et M’ 
leurs homologues de la courbe (y’) transformée de la courbe (y) dans l'inver- 
HAO h). Les quatre points A, À’, M, M' sont sur un même cercle du plan 
OAM et dans ce plan, on a (à kr près): (AM, AM’) = (A'M, A'M’). 

Lorsque le point M, se déplaçant sur la courbe (y) vient se confondre avec 
le point A, le point M’ se déplace sur la courbe (y’) et vient se confondre avec 
le point A’. Dans cette opération la droite AM a, par hypothèse, pour position 


Fig. 325. Fig. 326. 


limite la tangente AT à la courbe (y) et le plan OAM vient se confondre avec 
le plan OAF. L'angle (AM, AM) a pour limite l'angle (AT, AA’), Son égal 
(A'M, A'M') a donc dans le plan OAT, une limite (A'A, A'T") égale à (AT, AA’). 
Ceci montre que la sécante A'M’ admet une position limite A'T’ qui est, par 
définition, la tangente en A’ à la courbe (y’). De l'égalité (AA’, A'T')= (AT, AA’) 
ou (AA’, A'T’) = — (AA', AT) il résulte que dans le plan OAT, les tangentes 
AT et A'T’ sont symétriques par rapport à la médiatrice de AA’. Elles sont 
donc symétriques par rapport au plan médiateur de. AA’, 


e 378. Plans tangents aux surfaces inverses. — 1° Lorsqu'une sur- 
face È admet un plan tangent en À, sa transformée par inver- 
sion (S') admet un plan tangent au point À’ homologue de À. 


2° Les plans tangents à deux surfaces inverses (S) et (S')en 
deux points homologues À et À’ sont symétriques par rapport 
au plan médiateur du segment AA. 

Le plan (x) tangent en A à la surface (S) (fig. 326) est le lieu des tangentes AT 
aux différentes courbes (y) tracées sur S et passant par À. Les tangentes A'T’ 
aux courbes homologues (y) de la surface inverse (S’) ont pour lieu le plan (x) 
symétrique de (7) par rapport au plan médiateur de AA’. Ce plan (x) est, 
par définition, le plan tangent en A’ à la surface S’. 


e 379. Théorème. — L’angle de deux cearbes y et yı, en un point 
commun À est égal à l’angle de leurs inverses Y' et y’, au point 
A' homologue de A. 
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Soient AT et AT, les tangentes aux courbes y et Y; se coupant en À (fig. 327). 

courbes inverses y’ et Y'1 admettent au point À’ homologue de À, des 

tangentes A'T’ et AT, raporivement symétriques de AT et AT, par rap- 
port au plan médiateur de AA’. Les angles TAT; et T'A'T’; sont donc égaux. 


TH 


Fig. 327. Fig. 328. 


REMARQUE. — Dans le plan, les angles (AT, AT:) et (A'T’, A'T’), symétriques 
par rapport à la droite À médiatrice de AA’, sont opposés. 


Si les courbes Y et yı sont orientées (fig. 328) les angles (AŤ, AT) et 


(AT, AT ) sont également opposés. Ils se SE Ho en effet dans la 
symétrie droite d'axe À si l'inversion est positive, dans le produit d'une symétrie- 
roite et d’une symétrie-point si l'inversion est négative (n° 375 30). 


o 380. Généralisations. — On démontre comme ci-dessus en utilisant 
la symétrie par rapport au plan médiateur du segment AA que : 


L'angle de deux surfaces ou langle d’une courbe et d’une 
surface en un point commun À est égal à l’angle de leurs 
inverses au point A' homologue de A. 

On résume les deux théorèmes précédents en disant que : 


L’'inversion conserve les angles. 


e 381. Applications. — 1° Lorsque deux courbes, deux surfaces, une courbe 
et une surface sont soit tangentes, soit orthogonales en un point commun 
il en est de même de leurs inverses au point A’ homologue de A. 

2° Si A et A’ sont deux points homologues sur deux courbes inverses y et y’, 
tout cercle invariant œ passant par À et A’ coupe ces deux courbes sous le 
même angle. S'il est tangent à l’une, il est tangent à l’autre. 

3° Dans une inversion positive le cercle d'inversion T fait en un point A 
des angles égaux avec deux courbes inverses y et y’ passant par À. 


INVERSION DANS LE PLAN 


e 382. Inverse d’une droite, — Si une droite À passe par le centre d'inver- 
sion O elle est globalement invariante (n° 368). Ce cas écarté montrons que : 
L’inverse d’une droite ne passant pas par le centre d’inver- 
sion est un cercle passant par ce centre. 
Pagie par H la projection du centre d'inversion O sur la droite donnée A 
(fig. 329 et 330) par A son homologue dans l'inversion (O, k) et par M un point 
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variable de la droite A. Pour que le point M’ de la droite OM soit le transformé 
de M il faut et il suffit (n° 372) que les quatre points A, H, M, M' soient cocy- 


cliques, donc que : 


(M'A,M'M) = (HA,HM) c'est direque  (M'A,M'O) = F 


A 


Fig. 329. Fig. 330. 


Le lieu du point M' est donc (n° 58) le cercle © de diamètre OA. 


o 383. Inverse d’un cercle passant par le centre d’inversion. — La 
transformation étant réciproque, l'inverse du cercle de diamètre OA est la 
droite A perpendiculaire à OÀ au point H, homologue de A dans l'inversion 
(O, k) envisagée. 

L’'inverse d’un cercle passant par le centre d’inversion est 
une droite perpendiculaire au diamètre issu de ce centre. 

L'inverse w’ du centre du cercle w est le point de la droite OA tel que : 

Ov'.0o = OÀ.OH = 20w.0H donc Ow = 20H. 

Le point o’ est donc le symétrique du centre d'inversion O par rapport à 
la droite A (fig. 330). 


o 384. Théorème. — Un cercle et une droite se correspondent en 
général dans deux inversions, dans une seule lorsque la droite 
est tangente au cercle. l 

Si un cercle de centre O et une droite A se correspondent dans une inversion 
(fig. 331 et 332), le centre de celle-ci ne peut être que l'une des extrémités du 


A A A 


Fig. 331. Fig. 332. Fig. 333. 


diamètre IJ de ce cercle, perpendiculaire en H à la droite A. Si H est distinct 


de l et de J, les deux inversions (I, IJ- IH) et (J. Ji. JH) échangent effecti- 
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vement la droite A et le cercle de diamètre 1J. Si le point Hesten J (fig. 333), 
c'est dire si À est tangente au cercle O, l'inversion de centre J disparaît. 
Notons que les deux i nee l et J sont positives si la droite A coupe le 
cercle O, l'une est positive, l’autre négative si À est extérieure au cercle O. 
Enfin l'inversion (I, i ) est positive lorsque À est tangente en J au cercle O. 


o 385. Inverse d’un cercle quelconque. — Soit à déterminer (fig. 334) 
le transformé, dans l'inversion (O, D, ve Eee © 9 ne passant pas par ©. 
Désignons par P la puissance non nulle du point O par rapport au cercle o. 
L'inversion (O, Å) est équivalente (n° LA 2°) au produit de verbes (O, 2) 


qui laisse le cercle & invariant, par l'homothétie (o. z) qui itransforme le cercle w 


R: 


en un cercle & de rayon R' = F 

L’'inverse d’un cercle ne passant pas par le centre d’inversion 
est un cercle analogue. Le centre d’inversion est un centre 
d’homothétie des deux cercles. 


On vérifie d'ailleurs, en désignant par M et M’ deux points homologues des 
ee o et w et 
N e point où 

Poc OMM' re- 
coupe le cercle o, 
que les relations 


OM.OM' = k et 
. —= & 
entraînent : 
OM _ k su 
OM + 
Fig. 334. OM = È M. 


Le cercle w est donc l’homologue dans l’homothétie (o. à) du cercle w. 


Il résulte d'autre part de cette homothétie que D = = D 7< l. LepointO 


est donc soit intérieur, soit extérieur aux deux cercles. 
o 386. Remarque. — Les centres © et w’ des deux cercles ne sont pas homo- 


logues dans l'inversion (O, k). L'inversion (O, €) transforme le point © en un 
point H tel que Ow.OH = OA. OB, c'est-à-dire (n° 261) conjugué harmonique 


de O par rapport à A et B. L'homothétie (o, Ry 


de O par rapport à A' et B’, donc pied de la polaire de O par rapport au cercle w’. 
L'inversion étant réciproque on peut dire que : 


à) transforme H en H’ conjugué 


Lorsque deux cercles se corres ondent dans une inversion 
l’homologue du centre de l’un est le pied de la polaire du centre 
d’inversion par rapport à l’autre. 
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On vérifie cette propriété en remarquant qu'un diamètre quelconque à du 
cercle w est transformé en un cercle y' passant par O et orthogonal au cercle w. 
Ce cercle y’ recoupe la droite Oo en un point H’, homologue de w et (n° 306) 
conjugué harmonique de O par rapport à À’ et B'. 


e 387. Théorème. — Deux cercles donnés se correspondent dans 
deux inversions s’ils ne sont pas tangents , dans une seule inver- 
sion lorsqu’ils sont tangents. 


Siune inversion fait correspondre deux cercles inégaux donnés O (R) et O' (R’) 
(fig. 335 et 336) elle admet pour centre l'un des points I ou J, centres d'homo- 
thétie positif et négatif de ces deux cercles. Désignons par Ÿ et £: les puissances 
respectives de I et de J par rapport au cercle O, par MM une sécante variable 
au cercle O issue de I et par M’ le point du cercle O’ homologue du point M, 
dans l’homothétie de centre I. On a : 


R R' 


M.M =Æ€ e IM = R M donc : IM. IM = € R 


Fig. 335. Fig. 336. 


i ; : > R 
L'inversion de centre I et de puissance À = $ R transforme M en M’. Elle 
échange donc les cercles O et O’.'Il en est de même de l'inversion de centre J 
+ 
et de puissance k, = — £ R L'une de ces deux inversions disparaît lorsque £ 


ou F ,est nul c'est-à-dire lorsque les cercles O et O' sont tangents. Si les deux 
cercles O et O’ deviennent égaux, l'inversion (Í, k) dégénère en la symétrie 
par rapport à la médiatrice de OO 


o 388. Remarque. — Les deux inversions (I, $) et (J, kı) sont respective- 
ment du signe de ‘ et de — F1 : 

1° Si les cercles O et O’ sont extérieurs, © et F, sont positifs donc k est positif 
et kı est négatif. Lorsque ces deux cercles deviennent tangents extérieurement 
seule subsiste l'inversion positive (I, k). 

2 Si les cercles O et O’ sont sécants, est positif, 1 est négatif. Les deux 
inversions Í et J sont toutes deux positives. 

30 Si les cercles O et O' sont intérieurs $ et F1 sont négatifs, donc kı est positif 
etk négatif. Lorsque ces deux cercles deviennent tangents intérieurement seule 
subsiste l'inversion positive (J, k). 

Finalement l'une au moins, des inversions I ou J, est positive. Donc : 
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Deux cercles donnés admettent deux cercles d’inversion 
s'ils sont sécants, un seul dans les autres cas. 


Si les deux cercles donnés O et O’ sont égaux leur axe de symétrie remplace 
un cercle d'inversion. 


e 389, Points inverses sur deux cercles. — Un point M du cercle O et 
un point M’ du cercle O’ sont dits inverses sur ces deux cercles s'ils sont homo- 
logues dans une 
inversion échan- 
geant les deux 
cercles. 

Pour qu'il en 
soit ainsi (fig. 337) 
il faut et il suffit 
que la droite MM’ 
recoupe le cercle 
O en un point M, 
homologue de M’ 
dans une homo- 
thétie faisant cor- 

Fig. 337. respondre le cer- 

cle Oau cercle O’, 

donc tel que OM et O'M’ soient parallèles. Le triangle OMM, étant isocèle, 

cette condition équivaut à la relation : (MM', OM) = — (MM, O'M’) ou, 

en désignant par © le point commun aux tangentes et M'T’ aux cercles 
O et O’, à l'une des relations : 


(MM, MT) = —(MM,M'T) et M= oM’. 


Cette dernière montre que le point œ doit appartenir à l'axe radical des deux 
cercles (n° 288) : 


Pour que deux points soient inverses sur deux cercles don- 
nés il faut et il suffit que les tangentes en ces deux points se 
coupent sur l’axe radical de ces deux cercles. 


D'autre part si M et M’, N et N’ sont deux couples de points inverses relatifs 
à la même inversion sur les cercles O et O’, les quatre points M, M’, N, N’, 
appartiennent à un même cercle (n° 372). Le point K, commun aux droites MN 
et M'N’ est le centre radical des cercles O, O’ et MNM'N’. Il appartient à 
l'axe radical des cercles O et O’. 


Deux cordes dont les extrémités sont respectivement homo- 
logues dans une inversion échangeant deux cercles se coupent 
sur laxe radical des deux cercles, 


Il en résulte que si deux sécantes issues de deux points inverses M et M' se 
coupent sur l'axe radical des deux cercles, elles recoupent respectivement ces 
ue mea en deux points N et N’ homologues dans l'inversion qui échange 

et M. 
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INVERSION DANS L'ESPACE 


o 390. Inverse d’un plan. — Si un plan P passe par le centre d'inversion O, 
il est globalement invariant (n° 368). Ce cas étant écarté montrons que : 


L’inverse d’un plan ne passant pas par le centre d’inversion 
est une sphère passant par ce centre. | 

Désignons (fig. 338) par H la projection du point O sur le plan P et par À son 
homologue dans l'inversion (O, k). Le 
plan P est engendré par la révolution 
autour de OH d’une droite A perpendi- 
‘culaire en H à OH. L'inverse de A est 
un cercle T de diamètre OA qui par 
révolution autour de OH engendre la 


sphère S de diamètre OA. 


© 391. Inverse d’une sphère passant 
par le centre d’inversion. — L'in- 
version étant réciproque l'inverse de la 
sphère S de diamètre OA est le plan P 

rpendiculaire à OA au point H homo- Fig. 338. 
ogue de À dans cette inversion (fig. 338) : 

L'inverse d’une sphère passant par le centre est un plan 
perpendiculaire au diamètre issu de ce centre. 

On démontre comme au n° 383 que l'homologue w’ du centre w de la sphère S 
est le symétrique du centre d’inversion O par rapport au plan P. 


e 392. Théorème. — Une sphère et un plan se correspondent 
en général dans deux inversions, dans une seule lorsque le 
plan est tangent à la sphère. 

Si IJ est le diamètre de la sphère S perpendiculaire en H au plan P, les deux 
inversions (I, 1J.[H) et (J, JI. JH) échangent la sphère S et le plan P. L'inver- 
sion de centre J disparaît si le plan P est tangent en J à la sphère S. 


o 393. Inverse d’une sphère quelconque. — Désignons par © (fig. 339) la 


Fig. 339. 


puissance du centre d'inversion O pe rap ort à lasphère donnée o (R). L'inver- 
sion (O, k) est équivalente au produit de l'inversion (O, £) qui laisse invariante 
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la sphère , par l'homothétie (o. à) (n° 375). L’inverse de la sphère © (R) est 
donc son homologue ©’ (R° dans l’homothétie (o 


$ F : 

„L'inverse d’une sphère ne passant pas par le centre d’inver- 
sion est une sphère analogue. Le centre d’inversion est un 
centre d’homotkhétie des deux sphères. 


Cette inversion (O, k) échange les grands cercles T et I” des sphères œ et œ’ 
situés dans un même plan issu de Ow. L'inverse du point w est donc le pied H' 
de la polaire du point O par rapport à T”, c'est-à-dire le pied du plan polaire 
de O par rapport à la sphère w. 


Lorsque deux sphères se correspondent dans une inversion, 
l’homologue du centre de l’une est le pied du plan polaire da 
centre de l’inversion par rapport à l’autre. 


D'autre part les inversions qui échangent deux sphères données « et w’ sont 
celles qui échangent leurs grands cercles d'intersection I et I” par un plan 
issu de ww’, Donc : 


Deux sphères données se correspondent dans deux inver- 
sions si elles ne sont pas tangentes, dans une seule lorsqu'elles 
sont tangentes. 


Une au moins de ces inversions est positive. Elles sont toutes deux positives 
lorsque les sphères sont sécantes. 


o 394. Inverse d’un cercle dans l’espace. — Soit à déterminer, dans l’inver- 
sion (O, À), le transformé d’un cercle y dont le plan P ne passe pas par le point O 
(fig. 340). Ce cercle y peut être considéré comme l'intersection du plan P et 
de la sphère S passant par O et contenant Y. Le plan P a pour inverse une sphère S' 
passant par O et la sphère S a pour inverse un plan P’ parallèle au plan tangent 


`~ 


LES - 
Mis das 


LES 
\ 

\ 
PAN 
N 
< 


Fig. 340. Fig. 341. 


en O à la sphère S. L'inverse du cercle y est le cercle y' interse cticn du plan 
et de la sphère S’. 
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L’inverse d’un cercle y dont le plan ne passe pas par le 
centre d’inversion O est un cercle y’ dont le plan est parallèle 
au plan tangent en O à la sphère S déterminée par le centre 
d’inversion O et le cercle donné y. 


L'inversion étant réciproque, le plan P du cercle y est parallèle au plan tan- 
gent en O à la sphère S’ définie par le point O et le cercle y’. 


e 395. Propriétés de deux cercles inverses, — 1° Toute sphère contenant 
l'un des deux cercles inverses y ou y’ est l'homologue d'une sphère contenant 
l'autre. En particulier (fig. 342) la sphère £ qui contient le ank y et un point 

uelconque M’ de Y’ passe par l'homologue M de M’: Elle est donc invariante 
Tas l'inversion (n° 371) et contient par conséquent le cercle y’ : 


Deux cercles inverses dans l’espace appartiennent à une 
même sphère. 

2° Le centre o du cercle y’ (fig. 340) est le centre de la sphère 0) ortho- 
gonale suivant y’, au plan P’. La sphère (s’) est l'inverse de la sphère (s) ortho- 

nale à la sphère S suivant y et dont le centre K est (n° 359) le pôle du plan P 
ie Y par rapport à la sphère S. Les trois points O, K et «’ sont donc alignés : 


Le centre de l'inverse d'un cèrcle donné est situé sur la 
droite joignant le centre d’inversion au pôle du plan de ce 
cercle par rapport à la sphère passant par ce cercle et le centre 
d’inversion. 

Notons que le point w n’est pas l'inverse du centre w du cercle y. Il est 
l'inverse du point L où la droite Ow'K recoupe la sphère S. 


© 396. Remarque. — Le plan x déterminé par le point O et l'axe du cercle y 
est un plan invariant dans l'inversion, orthogonal en À et B au cercle y (fig. 341). 
Il est donc orthogonal au cercle Y'en A’ et B' homologues de À et B. Ce plan (x 

qui est un plan de symétrie de la figure est orthogonal à tout plan ou toute 
sphère contenant y ou y’. 


e 397. Théorème. — Deux cercles cosphériques se correspondent 
en général dans deux inversions. 

Soient y et y’ deux cercles inégaux d'une sphère E. Le plan (x) qui contient 
les axes de ces deux cercles (fig. 343) coupe orthogonalement y en A et B, 
Y'en A' et B'. Désignons par I le point commun à AA’ et BB’, par J le point 
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commun à AB’ et BA’, et par 2 et % les puissances de I et J par rapport à la 
sphère È. 

Si une inversion échange Y et y’ elle admet (n° 396) pour centre l ou J. 
Effectivement l'inversion (1, ‘T) échange À et A’, B et B’ et transforme le cer- 
cle y en un cercle orthogonal en A’ et B’ au plan (x), donc confondu avec Y’. 
De même l'inversion (J, ‘£:) échange A et B’, B et A’ et transforme également 
Yen Y. 

Lorsque les cercles y et y’ sont tangents en J, l'inversion de centre J disparaît. 
Si les deux cercles y et y’ sont égaux l'inversion positive I fait place à une symé- 
trie-plan. 


o 398. Cône à base circulaire. — Le cercle y’ (fig. 340) est situé sur le 
cône T de sommet O et de base y. Par homothétie de centre O on voit qu'il 
existe sur un tel cône deux familles de cercles dont les plans sont respective- 
ment parallèles aux plans P et P’ de y et y’. Les quatre points À, B, A, B' étant 
situés sur un même cercle du plan ~ (fig. 341), les droites AB et A'B’ sont 
antiparallèles par rapport à OA et OB. Les plans P et P’ sont dits antiparallèles 
par rapport au'cône T : 

Sur tout cône oblique à base circulaire, il existe deux 
familles de cercles dont les plans sont parallèles ou anti- 
parallèles à celui de la base. 

Si on fait varier la puissance de l'inversion (O, k) qui transforme y en Y’ 
le cercle y’ engendre une des deux familles. Les cercles de cette famille sont 
donc les intersections du cône T p les sphères contenant y, Lorsque le cône T 
est de révolution, les deux familles de cercles sont confondues. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Produit d'une inversion et d'une homothétle de même centre. Réci- 
proque. Application à l'inversion plane d’un cercle ne passant pas par le 
centre d’inversion. (Bordeaux, ME et MT.) 

— Figure inverse d’un cercle dans le plan. (Besançon, ME.) 

— Inversions transformant l'un en l’autre deux cercles d’un même plan. 

(Nancy, ME et MT.) 

— Étude de la figure inverse C’ d’un cercle C dont le plan ne passe pas par le 
centre d'inversion S. Sa nature; sa disposition précise en utilisant le 
plan de symétrie de la figure formée par C et S. (Paris, ME.) 

— C étant une courbe quelconque et C’ sa transformée dans une inversion 
de centre O, montrer que si C possède une tangente en M, la courbe C’ 

possède une tangente en M’ transformé de M. Étudier la position de 

ces tangentes par rapport à la droite OMM’, (Clermont, ME et MT.) 
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EXERCICES 


© 438. Démontrer que la polaire du point P par rapport au cercie O (R) est l’homo- 
logue du cercle de diamètre OP dans inversion (O, Rê?) ou dans Pinversion 
(P, PO? — R3). C’est aussi l’homologue du cercle de centre P, passant par O, dans 
l’inversion (O,2R?). 


© 439. On donne un cercle O (R) et un point M. Le cercle de centre M passant 
par O coupe le cercle O en A et B. Les cercles de centres A et B passant par O se 
recoupent en M’. Démontrer que M’ est l’homologue de M dans l’Inversion (O, R?). 


e To: Solent A’, B’, M’ les homologues des points A, B, M du plan dans l’inversion 
(0, ) : — —> —e > — 

1° Démontrer que (M'A’, M'B') = (OA , OB) — (MA , MB). En déduire le lieu de 
M’ lorsque M décrit la drolte AB, le cercle OAB ou un arc de cercle d’extrémités 


A et B. 
M'A’ MA OA. P 
20° Démontrer que ME ~” MB : © En déduire le lleu de M’ lorsque M décrit 


la médiatrice de AB ou un cercle du faisceau de points limites A et B. 


© 441. 1° Déterminer le lleu des centres d’inversion O transformant dans le plan 
trois points A, B, C en trois points A’, B’, C' tels que le triangle A’B'C' soit rectangle 
en À’ ou Isocèle de sommet A’. | ` 

2° Montrer qu’on peut déterminer le point O d’une façon unique de telle sorte 
que le trlangle 4/B’C’ solt directement semblable à un triangle donné. 


© 442. On considère quatre points A, B, C, D du plan et leurs homologues A’? 
B’, C', D’ dans Pinversion (O, k). Démontrer que : 
C'A' D'A' _ CA, DA 
C’B'‘D'B’ CB'DB 
et (C'À’, CB) — (D'À, DB) =— [(CÀ, CB) — A, DB]. 
(On pourra comparer (CA , CB) — (DÀ , DÉ) à l'angle en A des arcs ACB et ADB). 


© 443. Montrer, par inversion, que Tangle aigu des deux cercles ABC et ABD est 
égal à l’angle aigu des cercles ACD et-BCD. 


- Cote 3 Come 
Préciser la relation entre l’angle en A des arcs ABC et ABD et l’angle en C des 
arcs CDA et CDB. f 


© 444. Soient trols polnts fixes A, B, C et un point M mobile sur un cercle O 
passant par B et C. Démontrer que l’angle en A, des cercles AMB et AMC est cons- 
tant. Comparer sa valeur à celle de l’angle en B des cercles ABC et MBC. 


© 445. Un cercle variable « passe par les polnts fixes B et C et coupe la média- 
trice de BC en M et N. Solt A un point fixe de la droite BC. Les droltes AM et AN 
recoupent le cercle « en M’ et N’. Trouver le lieu géométrique de M’ et N’. 


e a On mène d’un point fixe P deux sécantes varlables PAB et PCD à un 
cercle O. - ' 

1° Démontrer que le lieu du point de rencontre M des cercles PAC et PBD et 
du point de rencontre N des cercles PAD et PBC est le cercle de diamètre OP. 

2° Etablir que la droite MN passe par un point fixe I de la droite OP, 


© 447. On donne un cercle fixe O (R), un point fixe A et un point variable M sur 
m groe fixe A. Le cercle OAM coupe le cercle O en B et C. La droite BC coupe 
en M’. 


Démontrer que OM , OM’ = R? et déterminer le lieu du point M’. 


© 448. Deux cercles orthogonaux O(R) et O'(R’) se coupent en A et B. Solent 
p D Q pim ansformés d’un point M de la drolte AB dans les inverslons (O, R3 
e A . 

1° Déterminer le lieu géométrique des points P et Q. 

2° Montrer que OQ et O'P se coupent en un point N de la droite AB et que la 
division (ABMN est harmonique. 


252 GÉOMÉTRIE 


© 449. Deux cercles orthogonaux variables w et œ’ se coupant en M et M’ sont 

respectivement tangents aux points fixes A et B à la droite AB, Es 
1° Trouver les lieux de P et P’ homologues de M et M’ dans l'inversion (A, AB3). 
2° En déduire les lieux de M et de M’. 


© 450. Soit un angle rOy, un point fixe A de Ox et un point fixe B de Oy. Deux 
cercles orthogonaux variables w et œ sont respectivement tangents en À à Ox, 
en Bà Oy et se coupent en M et M’. Soient P et P’ les homologues de M et M’ dans 
l’inversion (A, ABS). 

1° Déterminer les lieux de P et P’ et en déduire ceux de Met M’. 

2° Etudier le cas où langle xOy est drolt. 


© 451. On considère les tangentes fixes AP et AQ au cercle I (R) et une tangente 
variable qui coupe AP en B et AQ en C. 

1° Montrer que, dans l’inversion (1, R3), les transformés de AB, BC, CA et du 
cercle ABC sont quatre cercles égaux. 

2° En déduire l’enveloppe du cercle ABC lorsque BC varie. 


© 452. Un cercle variable w passe par deux points fixes O et P et coupe en A et B 
un cercle fixe de centre I. Trouver le lieu du point M du cercle «w tel que le faisceau 
O (ABPM) soit harmonique. Cas où le point P est sur le cercle de diamètre OI, 


©453. On donne un cercle O (R) et un point fixe A, Solt B le pled de la polaire de A 
par rapport au cercle O. Un cercle variable w passant par A, tangent en M au 
cercle O, recoupe MB en P et le cercle OMB en Q. Trouver les lleux géométriques 
des polnts P et Q. 


© 454. On donne une drolte A et deux points A et B. Soient M et M’ les points de 
contact avec Ades cercles w et w tangents à A et passant par A et B. En constrult 
les symétriques C et D de A par rapport à A et par rapport au point I commun à 
Ae . 

1° Montrer, par une inversion de centre A, que M et M’ appartiennent au cercle 


20 Justifier cette propriété par des considérations angulaires ou autres. 


© 455. On désigne par M et M’ les points de contact, avec un cercle O donné, des 
cercles w et «’ passant par deux points donnés A et B, Le polaire de A par rapport 
au cercle O coupe AO en C et AB en D. 

1 re par une inversion de centre A que M et M’ appartiennent au 
cercle . 

2° Montrer que les droites CM et CM’ recoupent respectivement les cercles « et 
w en deux points N et N’ alignés avec A, sur la polaire de C par rapport au cercle O. 


© 456. On considère un cercle fixe O et un al fixe A extérieur, Une sécante 
variable BC à ce cercle passe par le point fixe I. 

1° Démontrer que le cercle ABC passe par un second point fixe P. 

2° Les droites AB et AC recoupent le cercle O en D et E. Démontrer que la 
droite DE et le cercle ADE passent respectivement par deux points fixes J et Q. 

8° Trouver le ileu géométrique du point de rencontre M des droites BC et DE 
ainsi que du point de rencontre N des cercles ABC et ADE. 


© 457. On donne un cercle fixe O et un point F intérieur. Un cercle variable de 
centre M, passant par F, est tangenten I au cercle O et la droite FI recoupe ce cercle O 


en J. 

1° Montrer que la tangente en J au cercle O est perpendiculaire en K à la droite 
MF et que : 2 FK.FM = FLFJ, 

20° Soit « le pôle de la droite FI par rapport au cercle M. Montrer que le cercle 
de centre « passant par F engendre un faisceau de cercles. 

3° Le cercle de centre J passant par F, recoupe le cercle w en D et les droites Mo et 
OJ se coupent en E, Démontrer que les points D, E, F sont alignés et que les points 
a, I, J, D, E appartiennent à un même cercle. 


© 458. Soient B et D les points de contact avec un cercle fixe (C) des tangentes 
à (C) issues d’un point fixe À ; M étant un point de la droite BD, on effectue l’inver- 


sion de centre M et de puissance MB. MD. 
1° Quels sont les transformés C, et Ca des droltes ABet AD? Trouver le lieu du 
point P commun à G; et C}, et autre que M, lorsque M décrit la droite BD. 
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2e Soit (I) le cercle inscrit au triangle ABD. Construire son transformé T dans 
l'inversion considérée. Lieu des points de contact du cercle r avec C, et Cg quand 
M décrit la droite BD. (Lille. ) 


© 459. On considère dans un plan deux points M et M’ variables sur une droite 
D et un cercle C non tangent à cette drolte. Soit SS’ le diamètre du cercle C perpen- 


diculaire à D. Les droites SM et SM’ recoupent C en m ét m’. 


1° A étant un point fixe de D, on suppose que ÀM. AM’ = k, où k est une constante 
donnée, Montrer que le cercle SMM’ passe par un second point fixe I et que la droite 
run passe par un point fixe K situé sur SA et extérieur ou intérieur à C selon que 
k est positif ou négatif. Qu’arrive-t-il si k — 0? Montrer que, réciproquement, 
sl la droite mm’ passe par un point fixe, non situé sur la tangente en S à C, il existe 
un point A de D tel que AM. AM’ = k, où k est constant. 
2° On suppose maintenant que M et M’ sont symétriques par rapport à un point 
O de D. Montrer que le cercle SMM’ passe encore par un point fixe I et que la droite 
mm’ passe par un point fixe K situé sur la tangente en S à C. Montrer que récipro- 
quement, si la droite mm’ passe par un point fixe situé sur la tangente en S à C, les 
points M et M’ sont symétriques par rapport à un point fixe de D. 
(Clermont. ) 


@ 460. On considère une sphère S et deux points extérieurs A et B, On mène par A 
une tangente AM à la sphère S eton trace BM qui recoupe la sphère en N. 

1° Lieu de N quand la tangente AM varie. Déterminer les polnts où M et N 
peuvent être confondus. 

2° On suppose que la sphère S varie en passant par un cercle fixe C dont le plan 
contient A et B. Lieu de N dans ces conditions. Quel est le lieu de B pour que le 
licu de N soit un plan? 

3° Montrer que lorsque B décrit le lieu trouvé le plan correspondant tourne 
autour d’une droite fixe. (Alger.) 


@ 461. On donne dans le plan deux points fixes A et A’, O le milieu de AA’, D la 
médiatrice de AA' et l’on pose OA = a, A tout point M du plan on fait correspondre 
son symétrique M, par rapport à la droite AA’ puis l'inverse M’ de M, dans l’inver- 
sion de pôle O, dè puissance aî, 

is Montrer qu’on peut aussi passer de M à M’ par une symétrie par rapport à 
la droite D suivie d’une inversion de pôle Ọ dont on déterminera la puissance. 
Montrer que les points M, M’, A, A’ sont en général sur un même cercle. 

2° Quels sont les points M qui coïncident avec leurs homologues M’? Quelles sont 
les droites telles que si M décrit l’une d’elles, M’ décrit la même droite? 

3° Montrer qu’il existe une double infinité de cercles tels que si M décrit l’un 
d'eux, M’ décrit le même cercle. 

4° Montrer que MA.M'A' = MA’. M'A. (Lyon.) 


@ 462. On donne un diamètré A'D d’un cercle (A) de centre A, de rayon R et 
un point I du segment AD tel que AI = 3° Une drolte variable passant par I coupe 


le cercle (A) en Met N. 
1° Les tangentes en M et N au cercle (A) se coupent en E. Lieu du point E. 


2° Dans l'inversion (I) de pôle I, de pulssance IA . IA’ les homologues de M et 
N sont M’ et N’. Trouver le lieu (B) de ces points. Quel est le centre de (B)? 
3° Les tangentes en M’ et N’ au cercle (B) se coupent en F. Montrer que E, I, 
F sont alignés. Lleu de F. 
4° Montrer qu’il existe un cercle tangent en M au cercle (A) en en M’ au cercle 
(B) et que ce cercle reste orthogonal à un cercle fixe lorsque M varie. 
(Besançon. ) 


@ 463. Soit un triangle ABC dont le côté BC est porté par une droite fixe D, dont 
l’angle A a une valeur constante a < 12 et dont l’orthocentre H est fixe. On désigne 
par k la distance de H à D et on considère l'inversion (I) de pôle H, de puissance 

1° Montrer que le cercle ABC passe par un point fixe. Si B’ et C' sont les homo- 
logues de B et C dans l'inversion (I), déterminer l'enveloppe de la droite B'C' et 
montrer que le cercle HBC reste tangent à un cercle fixe dont on calculera le dia- 
mètre en fonction de k et «à. 

2° Montrer que le cercle ABC reste tangent à un cercle fixe. 

3° Montrer que le cercle de diamètre BC reste tangent à deux cercles fixes symé- 
triques par rapport à BC. (Strasbourg. ) 
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© 464. On donne dans un plan le cercle C (O,R). 

1° M étant un point quelconque du plan et D une droite quelconque passant eu 
M dans le plan, construire les cercles « et 6 passant par M et tangents à la droite D 
et au cercle C (On pourra utiliser une inversion de pôle M). A et B, étant les points 
de contact avec C, montrer que le cercle ABM est orthogonal à la droite D et au 
cercle C. 

2° Soit M’ le point diamétralement opposé à M sur le cercle ABM. Montrer que 
le lieu de M’ quand la droite D tourne autour de M supposé fixe est une droite m. 
Quel est dans les mêmes conditlons, le lieu du point de rencontre des tangentes 
en A et B au cercle C? {Paris.) 


© 465. Soient C et C’ des cercles de rayons R et R’, de centres O et O’ tangents exté- 
rleurement en S. Ces cercles coupent la droite OO’ en S et respectivement en A et A’. 
Une tangente commune autre que la tangente D au point S coupe D en P et la ligne 
des centres en S’. Les points de contact sont M et M’ et T est le milieu de OO’. 

1° Montrer que le cercle de diamètre OO’ est tangent en P à MM’. Evaluer SS' 
et ST en fonction des rayons. 

2° Montrer que A, A’, M, M’ sont sur un même cercle T dont le centre w est 
dlamétralement opposé à P sur le cercle de diamètre OO’ et que les droites AM et 
A'M’ se coupent en P’ sur D. Soient « et p les projections de ù sur OO’ et sur D. 
Montrer. que les quatre points S'PTB sont sur un même cercle ainsi que les quatre 

oints S'P'af. 

p 3° Les droites SM et SM’ recoupent T en N et N’. Montrer que la droite NN’ est 
perpendiculaire à D et que sa distance à S vaut 2 SP. Montrer que S'P’ est l'axe 
radical de r et du cercle-point S. 

4° En supposant la droite OO’ et le pomt S fixes et les rayons variant de manière 
que R — R' = d, longueur donnée, déterminer le lieu de «. (Dijon.) 


| SEIZIÈME LEÇON | 


APPLICATIONS DE L’INVERSION 


e 399. Méthode de résolution par inversion, — L'inversion constitue 
un moyen remarquable de démonstration. Outre les relations géométriques 
qu'elle entraîne entre les éléments de deux figures homologues : 


L’inversion permet de déduire de toute proposition relative 
à une figure donnée une proposition correspondante relative 
à la figure transformée. 

Ainsi pour démontrer une proposition À de la figure F, on peut transformer 
cette figure par une inversion convenablement choisie ramenant la proposition 
à une proposition A’ de la figure transformée F’, évidente ou plus facile à établir. 

Donnons quelques applications de ce procédé de démonstration par inversion, 


e 400. Théorème de Ptolémée. — Pour qu'un quadrilatère convexe ABCD 


soit ygs dans un cercle (fig, 344) il faut et il suffit que l'inversion posi- 


tive (D, 4) transforme les trois points A, B, C, 
en trois points A’, B', C' alignés dans cet ordre, 
donc tels que : 
A'C'= A'B' + BC. (a) 
Or (0376) : AC = RAC, 


m — _kAB w > RBC 
AB'=pADs ¢ BC = pBDC 
La relation (1) est donc équivalente à : 


kAC _ kAB | kBC 
DA.DC  DA.DB * DB.DC 


Soit à : AC.BD = AB.CD + AD.BC (2) 


Pour qu’un quadrilatère convexe soit inscriptible dans un 
cercle il faut et il suffit que le produit de ses diagonales soit 
égal à la somme des produits de ses côtés opposés. 

„La relation (2) est la transformée de la relation (1) relative aux trois points 
alignés A’, B', C’ dans une inversion de centre D. 
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o 401. Anneau orthogonal. — Considérons (fig. 345) une division harmo- 
nique ABCD et deux cercles T' et T, de diamètres respectifs AB et CD situés 
dans deux plans perpendiculaires. La figure formée par T et T} est appelée 
anneau orthogonal. 
Soit O le milieu de AB. Comme DA. DB = DC. DO l'inversion (D, DA. DB) conserve 
le cercle T' et transforme T, en l'axe A du cercle T (fig. 346). La figure formée par T et A 
e les propriétés évidentes suivantes : 


A 


Fig. 345. Fig. 346. 


La droite A est orthogonale à toute sphère S passant parT. Le cercle T est orthogonal 
à tout plan P issu de A. Toute sphère S est orthogonale à tout plan P et leur intersection y 
est un cercle à la fois orthogonal àT et A. 

On en déduit les propriétés suivantes de l’anneau orthogonal (T, T). 

Le cercle T; est orthogonal à toute sphère S passant par à et le cercle T est orthogonal à 
toute sphère S, passant par T1. Toute sphère S est orthogonale à toute sphère S, et leur inter- 
section Y, est un cercle à la fois orthogonal à T' et T. 

D'autre part pour qu'une droite A soit l'axe du cercle T il faut et 1l suffit que le cercle 
T soit orthogonal à deux plans distincts P4 et P3 issus de A. Donc : 

Pour que deux cercles T et T, forment un anneau orthogonal il faut et il suffit que l'un d'eux 
soit orthogonal à deux sphères passant par lautre. 

Cette propriété se conservant par inversion on en déduit que : 

L'inverse d'un anneau orthogonal est un anneau orthogonal ou un cercle et son axe. 


o 402. Théorème de Feuerbach. — Le cercle d’Euler d’un triangle 
est tangent au cercle inscrit et aux cercles ex-inscrits à ce 


triangle. 

Dans un triangle ABC (fig. 347) 
désignons par M, D et A’ les 
pieds de la médiane, de la bissec- 
trice intérieure et de la hauteur 
issues de À, par G le centre de 
gravité, par I le centre du cercle 
inscrit, par J le centre du cercle 
ex-inscrit dans l'angle À et enfin 
par E et F les points de contacts 
des cercles I et J avec le côté BC. 
On sait (n° 259) que la division 
ADIJ est harmonique et que le 
milieu de IJ est sur la médiatrice 
de BC. Par projection sur BC, on 
voit que la division A'DEF est 

armonique et que M est le milieu 
de EF; c'est-à-dire (n° 261) que : 
Fig. 347. ME? = MF? = MD. MA’. 


Œ— 


+ 


LE 
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L'inversion (M, ME?) laisse invariants le cercle I et le cercle J, et transforme 
A' en D. Le cercle d'Euler © du triangle ABC passant par M et A’ est trans- 
formé en une droite å passant par D et parallèle à la tangente en M au cercle w. 
Or dans l’homothétie (G, 12) le cercle œ est l’homologue du cercle ABC et le 
point M est l’homologue du point A. La tangente en M au cercle w est donc 
parallèle à la tangente en À au cercle ABC et par suite antiparallèle à BC par 
rapport aux droites AB et AC (n° 62). Il en est de même de la droite À qui est par 
ei Ei symétrique de BC par rapport à la bissectrice AD. La droite A est 
donc la deuxième tangente commune intérieure EF’ aux cercles I et J. 

Il en résulte que le cercle & est tangent aux cercles I et J aux points S et T 
où ME’ et MF’ recoupent ces cercles. 


o 403. Inverse d’un faisceau de cercles. — Dans le plan, l'inverse 
d’un faisceau de cercles est en général un faisceau de cercles 
de même nature. 

Dans une inversion de centre O : 

1° Un faisceau de cercles sécants en À et B se transforme en un faisceau 
de cercles sécants en A’ et B’ respectivement inverses de A et B. Toutefois 
si le centre de l'inversion est en À, on obtient le faisceau des droites issues de B’ 
et réciproquement le faisceau des droites issues de B’ a pour inverse un fais- 
ceau de cercles sécants. 

20 Un faisceau de cercles tangents en À, se transforme en un faisceau de 
cercles tangents en À’ inverse de À. Cependant si le centre d’inversion est en A 
on obtient une famille de droites parallèles à l’axe radical du faisceau. Réci- 
proquement une famille de droites parallèles a pour inverse un faisceau de 
cercles tangents. 

3° Un faisceau F à points limites I et J est orthogonal au faisceau ® des 
cercles sécants en I et J. Ce dernier se transforme par inversion, en un fais- 
ceau 2’ de cercles sécants en I’ et J’ inverses respectifs de I et J. Le faisceau F’, 
transformé de F, est orthogonal au faisceau ®’ et admet donc I’ et J’ pour 
points limites. 

Si le centre d’inversion est en I, le faisceau D’ est celui des droites issues de J’ 
et le faisceau F” celui des cercles de centre J’. Réciproquement un faisceau de 
cercles concentriques a pour inverse un faisceau à points limites, 

REMARQUE. — Notons que lorsque le faisceau transformé est effectivement 
un faisceau de cercles : 

L'axe radical du faisceau transformé est l’homologue du cercle du faisceau donné, 
passant par le centre d’inversion. 


o 404. Théorème. — L’inverse, par rapport à un point de son 
support ^, d’une division harmonique AB est une divi- 
sion harmonique A'B'C'D'. 


En effet les cercles de diamètres 
AB et CD (fig. 348) sont orthogo- 
naux (n° 306) et ils se transforment 
en deux cercles orthogonaux de 
diamètres A'B’ et C'D’. Donc A D 
(A'B'C'D’} = — 1.Si le centreO 
de l'inversion est en D, le point D’ 


est rejeté à l'infini et le point C’ 
est le milieu de A'B’. Fig. 348. 
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Si le centre O de l'inversion est extérieur au support À de la division harmonique on 
pourra montrer que son inverse est un quadrangle harmonique A'B'C'D’ (n° 354). Réci- 
proquement l'inverse d'un quadrängle harmonique par rapport à un point O du cercle 
arconscrit à ce quadrangle est une division harmonique car le faisceau O(A'B'C'D') est 
Karmonique. 


o 405. Cercles orthogonaux à deux cercles du plan. — Soit & le centre 
d'un cercle orthogonal en M et N au cercle O, en M' et N’ au cercle O' (fig, 349). 

droites “M et oN sont tangentes au cercle O, les droites oM’ et oN’ sont 
tangentes au cercle O’ et le point œ appartient å l'axe radical des deux cercles. 
Il en résulte a 389) que les couples (M, M’), (M, Ai (N, M’) et (N, N’) sont 


n 
des couples de points inverses sur les deux cercles. Les droites MM’ et NN' 


Fig. 349. 


concourent au centre d'inversion I tandis que MN’ et NM’ concourent au 
centre d'inversion J. Donc (n° 370) : 


Tout cercle orthogonal à deux cercles donnés est invariant 
dans chacune des inversions qui échangent les deux cercles. 


REMARQUES. — 1° Le cercle œ est donc orthogonal à tout cercle d'inversion T 
des cercles donnés (n° 371). Ce cercle T fait donc partie du faisceau (O) (0) 
conjugué de celui des cercles o : 

Tout cercle d'inversion de deux cercles donnés appartient au faisceau défini par 
ces deux cercles. 

20 Si les cercles O et O’ sont sécants en A et B, il y a deux cercles d'inver- 
sion Ty et Ty. Chacun d'eux fait en A (ou en B) des angles opposés avec les 
cercles O et O’ (n° 381) : 

Les cercles d'inversion de deux cercles sécants sont appelés leurs cercles bissecteurs. 

On voit d’ailleurs (n° 220) que Al et AJ sont les bissectrices de l'angle 


(AO, AO’) 


e 406. Cercles tangents à deux cercles du plan. — Soit ù le centre d'un 
cercle tangent en M au cercle O, et en M’ au cercle O’ (fig. 350 et 351). Les 
tangentes communes en M et M’ se coupent en K tel que KM = KM’. 
point K est un point de l'axe radical des deux cercles et (n° 389 et 370) : 
Lorsqu'un cercle œ est tangent à deux cercles donnés les 


points de contact sont inverses sur les deux cercles et le cercle 
o est invariant dans l'inversion correspondante. 
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Réciproquement le cercle qui passe par deux points inverses M et M’ et 
qui est tangent en M au cercle O est un cercle invariant. Il est donc (n° 381) 
tangent en M’ au cercle O’ : 


Fig. 350. Fig. 351. 


Íl existe donc deux familles de cercles tangents à deux cercles donnés selon que 
les points de contact sont homologues dans l'inversion 1 ou dans l'inversion J. 

Si les cercles O et O’ sont tangents l’une des familles est constituée par le 
faisceau défini par ces deux cercles. : 

REMARQUE. — Si I est le centre d'homothétie positif des cercles O et O’, tout cercle w 
de la famille correspondante est tangent soit intérieurement soit extérieurement aux deux 
cercles O et O’, car les homothéties de centres M et M’ qui transforment w en O et en O’ 
sont de même signe (n° 215). On dit que les contacts sont de même nature. 

Si J est le centre d’homothétie négatif, tout cercle w de la famille correspondante est 
tangent intérieurement à l’un des cercles O et O’, extérieurement à l’autre car les homo- 
théties M et M’ sont alors de signes contraires. Les contacts sont de natures différentes. 


o 407. Cercles tangents à un cercle et à une droite. — Soit w le centre 
d'un cercle tangent en M au cercle donné O et en M’ à la droite donnée A 
(fig. 352 et 353). Le point M étant un centre d’homothétie des deux cercles O 


I 


Fig. 352. Fig. 353. 


et ©, la droite MM’ passe par l'une des extrémités du diamètre IJ du cercle O 
perpendiculaire à A, c'est-à-dire par l’un des centres d’inversion du cercle O 
et de la droite A : 

Lorsqu'un cercle « est tangent à une droite et à un cercle, 
les points de contact sont inverses sur la droite et sur le cercle, 
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Réciproquement le cercle © qui passe deux points M et M' homologues 
dans l'une des inversions qui échangent la droite et le cercle et qui est tangent 
en M au cercle O est un cercle invariant dans cette inversion. Il est donc tangent 
en M' à la droite À (n° 381, 2°). Il en résulte l'existence de deux familles de 
cercles tangents à un cercle et à une droite. 


e 408. Propriétés invariantes par inversion. — Les propriétés signalées 
aux n% 380, 401, 404 en donnent des exemples. Démontrons le théorème 
suivant : 

Lorsque deux figures F et F' sont inverses par rapport à un point l, toute 
inversion de centre O les transforme en deux figures f et f’ inverses par rapport 
à un point J de la droite OI. 

L'inversion l est définie par deux couples de points homologues À, À’ et B, B’ aligné 
ou sur un cercle (fig. 354). L'inversion O les transforme en deux couples a, a’ et b, b 
alignés ou sur un cercle qui définissent une inversion de centre J. Deux points M et M 
homologues de F et F’ sont communs à deux cercles AA' MM’ et BB'MM' (n° 372) 


Leurs transformés m et m' dans l'inversion O sont communs aux cercles aa'mm’ et bb'mm 


Fig. 354. 


transformés des précédents. Donc m et m’ sont homologues dans l'inversion J. Si le point M 
appartient à la droite OI, il en est de même de M’, m et m'. Comme mm’ passe par J, le 
point J appartient à la droite OI (invariante dans les trois inversions). 

Les inversions l et J sont de même signe car à tout point double de l'une correspond 
un point double de l'autre. 1] en résulte que les cercles (ou sphères) d'inversion I et J, 
lorsqu'ils existent, sont homologues dans l'inversion O. 


è 409. Corollaire. — Deux figures F et F’ homologues dans une inversion posi- 
tive peuvent, par inversion, être transformées en deux figures symétriques. 
Si on prend le point O sur le cercle (ou la sphère) d’inversion T de l'inversion I qui 
e F et F’, fs figures { et f’ sont alors symétriques par rapport à la droite (ou au 

plan) homologue de T dans l'inversion O. 

Ainsi deux cercles donnés © et ©’ d’un même plan admettent toujours au moins un 
cercle d'inversion T (n° 388). En les transformant par une inversion dont le centre O 
appartient à T, on obtient deux cercles symétriques par rapport à la droite À, inverse de T. 

On peut, par inversion, transformer deux cercles quelconques du plan en 
deux cercles égaux. 


e 410, Inverseurs de Peaucellier et de Hart. — 1° L'inverseur de Peaucellier (fig. 355) 
est composé d’un losange articulé AMBM' de côté a auquel sont articulées deux tiges 
OA et OB de même longueur d. Les points O, M, M’ sont alignés sur la médiatrice de AB 
et le produit OM.OM /, puissance de O par rapport au cercle À (a), est égal à d? — aœ. 
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Si le point O est fixe, les points M et M’ restent homologues dans l'inversion (O, d? — a?) 
et la pointe traçante M’ dé écrit la figure inverse de la figure que l'on fait décrire à la 
pointe sèche M. 


Fig. 355. Fig. 356. 


20 L'inverseur HA Hart pee 559 356) s un quadrilatère croisé articulé ABCD tel ue 

triangles ABC et CDA étant égaux le quadri- 
latère ACBD aaan un tapie AE Les points O, M et M’ milieux respectifs de AD, 
AB et CD restent alignés sur la base moyenne de ce trapèze et OM.OM' est le quart 


de AC. DB. Achevons le parallélogramme ADBE. On a : AC. DB = AC .AE = a — b$, 


uissance de À par rapport au cercle B (b). Le produit OM. OM’ est donc constant. Si 
k point O est fixe, les points M et M’ décrivent deux figures inverses, 


o 411. Lieux géométri iquen i et enveloppes. — L'inversion permet parfois 
de ramener la recherche d'un lieu géométrique ou d'une enveloppe à un pro- 
blème plus simple. 


EXEMPLE l. — On considère trois points fixes À, B et C. Trouver le lieu ar ane 
trique du point M commun à deux cercles orthogonaux variables ABM et A 


Une inversion de centre À transforme B et C en B’ et C’ et les deux cercles 
et ACM en deux droites rectangulaires B'M' et C'M'. Le lieu de M’ étant 
le le de diamètre B'C’, on en déduit que le lieu de M est le cercle orthogonal 
en B et C au cercle 
Lorsque l'angle BAC est droit, ce lieu devient la droite BC. 


ExEMPLe II. — On donne un:cercle fixe T et un point fixe À non situé sur le 
cercle. Trouver l'enveloppe des cercles u passant par À et coupant le cercle T sous 
un angle donné z, 


Une inversion de centre À transforme le cercle T en un cercle I” et les 
cercles & en droites u’ coupant T” sous l'angle œ. L'enveloppe des droites u’ 
étant un cercle C' concentrique à T”, l'enveloppe des cercles est un cercle du 
faisceau défini par le cercle point A et k ak T (n° 403). 


o 412. Problèmes de construction. 


EXEMPLE l. — Construire les cercles passant par deux points donnés À et B et tangents à 
un cercle donné O. 


Ce problème a déjà été étudié (n° 326). En voici une solution par inversi 

Transformons la figure dans l'inversion de centre À qui conserve le carele (0) fie an 

ous sommes ramenés à construire les tangentes au cercle O issues du point 
logue de B. Soient © et p’ les ponn de contact de ces tangentes. Les droites Aÿ et Ag 
recoupent le cercle O en M et M’, points de contact des cercles ABM et ABM’ avec 
cercle donné. 
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On peut traiter d'une façon analogue la construction des cercles passant par À et B 
et tangents à une droite À en utilisant l'inversion (A, AB'). 

Exemple II. — Construire les cercles passant par un point donné À et tangent à deux 
cercles donnés O et O’. 


Fig. 357. Fig. 358. 


1° Tout cercle ù tangent aux cercles O et O’ (fig. 358) est invariant dans l'une des 
inversions Í ou J qui échangent les deux cercles (n° 406). Le cercle w qui passe par À passe 
donc par le point B ou le point C homologues de A dans les inversions I et J, Nécioregue. 
ment tout cercle passant par À et B par exemple et tangent au cercle O, est tangent au 
cercle O’. Nous sommes donc ramenés à la construction des cercles passant par À et B 
(ou A et C) et tangents au cercle O. Au plus 4 solutions. 

2° En transformant la figure dans une inversion de centre À on se ramène à la cons- 
truction des tangentes communes à deux cercles. On peut aussi prendre pour centre 
d'inversion un point commun ou un point limite du faisceau (O, o) et se ramener à un 
problème plus simple. 


Exemple III. — Construire les cercles tangents à trois cercles donnés. 

10 Si deux des trois cercles O; et O; par exemple ont un point commun Å, une inversion 
de centre À nous ramène à la construction des cercles tangents à deux droites et à un cercle 
donnés (n? 234). Au plus huit solutions. f 

20 Si les cercles O1, Os et Os n'ont, deux à deux, aucun point commun on peut par 
inversion transformer O, et Ozen deux cercles concentriques O1 et O2. Comme tout cercle 
tangent à O’, et O'z a pour diamètre R'1 + R’; ou | R‘, — R’; | on est ramené à la cons- 
truction d'un cercle de rayon connu tangent à O’, et à O's. Huit solutions ou zéro suivant 
le cas de figure. 


e 413. Conseil pratique. — Les exemples précédents donnent un aperçu 
de l'efficacité de la méthode de résolution par inversion. C'est pourquoi : 
Lorsque la solution d’un problème n’est pas immédiate, on 
peut essayer de le transformer par inversion en un problème 
plus simple. 
Ce procédé est surtout utile dans le cas d’une figure composée de cercles et de droites 


se coupant sous des angles donnés. Il y a souvent avantage à choisir pour centre d'inversion 
un point commun à deux ou plusieurs cercles de la figure. Il est bon de savoir que l'on 


ut : 

1° Transformer deux cercles sécants ou tangents en À en deux droites concourantes ou 
parallèles par une inversion de centre À. 

2 Transformer deux cercles intérieurs ou extérieurs en deux cercles concentriques par 
une inversion ayant pour centre un point limite du faisceau défini par ces deux cercles. 
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3 Transformer deux cercles quelconques (ou un cercle et une droite) en deux cercles 
saun par une inversion ayant pour centre un point d'un cercle d'inversion des deux cercles 
onnés. 


PROJECTION STÉRÉOGRAPHIQUE 


e414, Définition. — Considérons (fig. 359) une sphère Z de centre O et de 
rayon R, un point P de cette sphère et le plan diamétral x perpendiculaire en O 
à OP. La droite PM qui joint le point P à un point quelconque M de la sphère Z 
coupe le plan % en m: 

Le point m est appelé projection stéréographique du point M de la sphère Z sur 
le plan x avec le point P comme point de vue. 

Or le plan ~ est le transformé de la sphère £ dans l'inversion (P, 2R?) et le 
point m est l'homologue de M dans cette inversion : 


La projection stéréographique de la sphère Z sur le plan r 
node grec le transformation de cette sphère dans linver- 
sion (P, ; 


N 


S 


. P'. 
Fig. 359. Fig. 360. 


Pratiquement on peut remplacer le plan x par tout autre plan perpendicu- 
laire en H à OP. Cela revient à changer le module de l'inversion précédente, 
c'est-à-dire à remplacer la projection ci-dessus par'une projection homothé- 
tique (n° p2 On utilise fréquemment le plan tangent en P’ diamétralement 
opposé à P. 

Cette transformation fait correspondre à toute figure F tracée sur la sphère Z 
une figure f du plan x. En particulier tout cercle T de la sphère est transformé 
en un cercle y du plan x sı T ne passe pas par P, en une droite à du plan x 
si I passe par P. Comme l'inversion conserve les angles il en est de même de 
la projection stéréographique. 


o 415. Application aux cartes géographiques. — Le problème de la 
cartographie consiste à représenter sur un plan une portion de la surface terrestre 
supposée sphérique. La projection stéréographique en constitue une solution 
correcte (ou conforme) car, ne déformant pas. les angles, elle conserve au voisi- 
nage de chaque point la forme des contours représentés. 


Désignons par N et S les pôles Nord et Sud du globe terrestre (fig. 360). 
Les méridiens sont les grands cercles passant par N et S et les parallèles sont 
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les cercles d’axe NS. Méridiens et parallèles constituent, sur la sphère terrestre, 
deux familles de cercles orthogonaux. La projection stéréographique transforme 
les méridiens en un faisceau de cercles du plan = ayant pour points de bases 


N 180 
O E 90 90 
S 0 
Fig. 361. Fig. 362. 


les homologues n et s de N et S. Elle transforme les parallèles en une famille 
de cercles orthogonaux aux précédents, c’est-à-dire en un faisceau de points 
limites n et s. Ainsi : 

19 Si le point P est un point de l'équateur terrestre, celui-ci est transformé 
en la médiatrice de ns et on obtient la disposition de la figure 361. 

2 Si le point P est en S les méridiens forment alors un faisceau de droites 
issues de n et les parallèles sont représentés par des cercles de centre n. On 
obtient la disposition de la figure 362, généralement utilisée dans les cartes du 
pôle Nord ou du pôle Sud. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Projection stéréographique. (Espagne, ME) 


— Représentation d’un hémisphère terrestre en projection stéréographique. 
(Egypte, ME) 


EXERCICES 


© 466. Solent quatre polnts À, B, C, D sur un axe. A partir des relations de Chasles 
et de Stewart, déduire par inversion les relations suivantes : 
1° AB.CD + AC. DB + AD.BC = 0. __ 
2° AB.BC.CA — BC. CD. DB + CD. DA. AC — DA.AB.BD = 0. 
© 467. Dans un quadrilatère convexe inscrlptible ABCD on pose AB = a, 
BC = b,CD = e, DA = d, AC = x et BD = y. Démontrer par inversion que : 
x __ad + be 


et calculer x et y en fonction de a, b, c et d. 


e 468. Dans un triangle ABC, on désigne par O(R) le cercle circonscrit, par 
I (r) le cercle inscrit et on pose OI = d. 

1° Démontrer que l'inversion (I, d? — R?) transforme les trois côtés du triangle ABC 
en trois cercles de rayon R. 

2° En déduire la reiation d’Euler : d? = R? — 2Rr, 
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© 469. 1° Transformer par inversion les sommets d’un quadrilatère convexe 
inscriptible ABCD donné en ceux d’un rectangle A’B’C'D’ du même plan où non. 

25 Démontrer que si quatre points A, B, C, D du plan vérlfent la relation 
AB.CD =AD.BC leurs inverses A’, B’, C’, D’ vérifient la relation analogue 
A'B'.C'D’ = A'D'.B'C'. Déterminer le centre d’inversion pour que le quadrl- 
latère A’B'C'D’ soit un losange, 


© 470. 1° Démontrer que toute inversion du plan ou de l’espace transforme en 
général les sommets du quadrangle harmonique ABCD en ceux d’un quadrangle 
harmonique A’B’C'D'. En déduire que les cordes A’B’ et C'D’ sont conjuguées 
par rapport au cercle A’B'C'D’. 

29 Lieu des centres d’inversion w pour lesquels le quadrllatère A’C'D'B/ est un 
carré. 


© 471. Soit O lc centre de la similitude plane directe qui transforme AB en DC 
et soient I et J les points de la bissectrice intérieure de l'angle AOC tels que : 
OI = OJ? = OA, OC. 

1° Nature des quadrangles IJAC et IJBD? Montrer que les cercles IAB et ICD 
sont tangents et qu’il en est de même des cercles IAD et IBC. 

2° Montrer que, dans une inversion de centre I ou J, les homologues de A, B, 
C, D sont les sommets d'un parallélogramme A’B'C'D’. 


© 472. On considère sur une sphère (S) deux cercles non sécants C et C’ et soient 
P et P’ les pôles de leurs plans par rapport à (S). 

1° Démontrer que la droite PP’ coupe (S) en deux points I et J et que tout 
plan issu de PP’ coupe (S) suivant un cercle orthogonal à C et à C’. 

29 En déduire que toute inversion de pôle I ou J transforme C et C’ en deux cer- 
cles coplanaires concentriques. 


© 473. 1° Démontrer que le lieu d’un cercle variable y orthogonal en deux points 
donnés A et B à un cercle C est une sphère £ et que le lieu du centre de y est un 
cercle C’ formant avec C un anneau orthogonal. 

2° Démontrer que tout point « de l’espace est le centre d’un cercle orthogonal 
à (C) en deux points. Construire ce cercle. 


© 474. 1° Par un cercle (C) on peut, en général, faire passer une sphère et une 
seule Z orthogonale à une sphère donnée (S). Cas d'exception. 
2° Etudier les cercles y orthogonaux à (C) et à (S). Lieu de leurs centres. 


© 475. 1° Montrer que le lieu des points de contact M, avec la sphère E de centre 
O, des sphères S de centre œ passant par A et B et tangentes à £, est un cercle (C). 

2° Montrer que (C) est aussl le lieu des points de contact des cercles y passant 
par A et B et tangents à £. 


© 476. Reprendre l'exercice prédédent en supposant que les sphères S et les 
cercles y sont tangents en A à une droite donnée Ar. 


© 477. Construire dans le plan, en utilisant une inversion de centre A : 

1° Les cercles passant par A orthogonaux ou tangents à ceux cercles donnés 
C, et C, (ou à un cercle C et une droite D). 

2° Les cercles passant par A, coupant C, sous l'angle aigu œ et coupant C} sous 
l'angle aigu B. 


© 478. 1° Construire les sphères passant par trois points A, B, C, orthogonales 
(ou tangentes) à une sphère S donnée. 

2° Construire les sphères passant par A et B orthogonales (ou tangentes) à 
deux sphères données S, et S}. 

3° Construire, les sphères passant par À orthogonales (ou tangentes) à trois 
sphères données S;, S3, S% 


© 479. On considère sur une sphère £ deux cercles C, et C, et on désigne par P, 
et P, les pôles de leurs plans par rapport à E et par I et J leurs centres d’inversion. 

1° Démontrer que les quatre points P}, Pa, I et J sont alignés et que tout cer- 
cle y de E orthogonal à C et C, est invariant dans chaque inversion I ou J. 

2° En déduire que tout cercle w tangent à C, et à C, est invariant dans l’une 
des inversions I ou J, Enveloppe des plans des cercles w. 

8° Construire les cercles tangents à trois cercles C}, Cz, C de la sphère E, 
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© 480. Un cercle « est dit isogonal à plusieurs cercles d’un même plan s’il les 
coupe sous le même angle aigu. 

1° Démontrer que les cercles Isogonaux à deux cercles donnés sont les cercles 
invarlants dans une des Inversions qui échangent les deux cercles. 

2° Les cercles lsogonaur à trois cercles donnés forment quatre falsceaux dont les 
axes radicaux sont les axes d’homothétie des trois cercles et dont les droites des 
centres passent par le centre radical des trois cercles. 

3° Etudier le cas où un des trois cercles précédents est remplacé par une droite. 


@ 481. Cercles tangenis à trois cercles donnés. — On donne dans le plan trois cer- 
cles O, O} et O,. A tout point M du cercle O on associe son homologue M, dans 
l’inverslon de centre I, qui échange les cercles O et O} et son homologue M, dans 
l’Inverslon de centre J qui échange les cercles O et O,. Le cercle MM,M, recoupe le 
cercle O en M’ et la droite MM’ coupe la droite IJ en K. 

1° Démontrer que le cercle MM,M, appartient à un faisceau de cercles d’axe 
radical IJ et que le point K reste fixe lorsque M décrit le cercle O. 

2° Solent À et B les points de contact des tangentes au cercle O issues de K. 
Démontrer que les cercles AAA, et BB.B, sont tangents aux trois cercles O, O, 


3°" Démontrer que les droltes AB, A,B, et A,B, sont concourantes en w centre 
radical des cercles O, O, et O,. En déduire une autre construction des cercles pré- 
cédents en montrant que AB passe par le pôle de la droite IJ par rapport au cercle O. 


© 482. Etendre les constructions de l'exercice prédécent à la construction des 
cercles tangents à deux cercles et à'une droite donnés. 


© 483. On donne un cercle fixe O et un point fixe extérieur P. Solt AB un diamètre 
varlable du cercle O. Les droltes PA et PB recoupent le cercle O en A’ et B’. 


1° Montrer que le cercle PAB passe par un deuxième point fixe I et que la droite 
A'B’ passe par un point fixe J. 

20 Montrer que le cercle PA'B' est orthogonal au cercle O et qu'il passe par un 
second polnt fixe K. Montrer que IO = OK et que (PKOJ) = — 1. 

30 Trouver le lieu de l’orthocentre H du triangle PAB et celui du second point 
d’intersection L des cercles PAB et PA'B’. Montrer que le cercle d’Euler du trlangle 
PAB passe par deux points fixes. 


© 484. On donne un cercle de centre O et de dlamètre AB. Un point M décrit la 
ne p perpendieuaire en H à AB. Les droltes MA et MB recoupent le cercle O 
en P et Q. 

1° Montrer que le cercle MPQ est orthogonal au cercle O et à la droite D et qu’il 
engendre un faisceau de cercles lorsque M varie. 

2° Démontrer que la droite PQ passe par un point fixe K et trouver le lieu du 
point N commun aux cercles MAB et MPQ. 


© 485. On considère un segment fixe AB de milieu J et sa médiatrice A : 

1° Construlre un cercle y passant par A et tangent à A, puis les deux cercles 
Yı et ys orthogonaux en A à y et tangents à A. Le cercle y recoupe y, en M et y, en P. 
Démontrer que lorsque y varie le lieu de M et de P est un cercle du faisceau de 
points limites A et B. 

20° Soit y, le cercle tangent en A à y et tangent à A. Il coupe y, en Q et y, en N. 
Démontrer que les quadrangles ABMN et ABPQ sont inscriptibles dans deux cer- 
ge orthogonaliz, puis que le point I est le centre de similitude directe de MP et 
de S 

3° Montrer que MN et PQ passent par un même point fixe K lorsque y varie. 


© 486. On considère une sphère S de centre O, de rayon R, un diamètre fixe 
AB de cette sphère et le plan P tangent en A à cette sphère. 

1° Dans l'inversion de pôle A, de puissance 4R3, quelles sont les transformées 
des sphères X tangentes à la sphère S et au plan P? 

20 On considère trois sphères X tangentes entre elles deux à deux et telles que 
leurs points de contact avec S soient dans un plan Q passant par B. Montrer que 
Tangle des plans P et Q est constant et en déduire que le plan Q reste tangent à un 
cône de révolution. 
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© 487. On donne une splière S de centre O, de rayon R, et un plan diamétral r 
perpendleulaire au diamètre PP’. On effectue de P la projection stéréographique 
de S sur z. 

1° Solent m et m’ deux points du plan r inverses par rapport à la sphère S et 
images respectives de deux points M et M’ de S dans la projection stéréographique. 
Montrer que les droites MM’ et mm’ sont perpendiculaires. 

2° Solent M et M’ deux polnts de S tels que MM’ soit parallèle à PP’. Les pro- 
jections stéréographiques m et m' de M et M’ sont-elles inverses l’une de l’autre 
par rapport à la sphère S. 


© 488. On considère un cercle fixe O(R) et un diamètre fixe AB de ce cercle. 
Un polnt M décrit la drolte D perpendiculaire en C à AB. Les tangentes MP’ et 
MQ” au cercle O coupent la tangente A en A respectivement en P et Q. Les droites 
BP’ et BQ’ coupent la droite A en P” et Q”. 

1° Montrer que la droite P'Q’ passe par un point fixe et que les points P et Q 
sont respectivement les milieux des segments AP” et AQ”. 

2° On considère l'inversion (B ,4R2). Montrer que le cercle transformé de la 
droite P’Q’ passe pe deux points fixes et que le produit AP.AQ est constant. 

3° La droite MO coupe le cercle T circonscrit au triangle MPQ au point L et O’ 
désigne le centre du cercle exinscrit au triangle MPQ dans l’angle M. Trouver les 
lieux géométriques des polnts O’ et L. 

4° Montrer que le cercle MPQ reste tangent à une droite fixe, qu’il est invariant 
dans une inversion de pôle A et en déduire qu’il reste aussi tangent à un cercle fixe. 


© 489. On donne un cercle O et une droite D ni sécants, nl tangents. Soit I l’un 
des pôles d’inversion transformant O en D, A le point diamétralement opposé à 
I sur le cercle O, M et M’ deux points inverses, M étant sur le cercle O. 

1° Montrer qu’ll existe un cercle T tangent en M à O et en M’ à D. 

2° La tangente en A au cercle O coupe T en P et Q. Montrer que les droites MP 
et MQ sont conjuguées harmoniques par rapport à MI et MA. En déduire que les 


droites M'P et M'Q coupent IA en deux points fixes et que le rapport S est cons- 


tant. (Nancy.) 


© 490. On considère un cercle fixe C tangent à une drolte fixe A en un point donné 
O de &tte droite. On étudie les cercles r tangents au cercle C en M et à la droite 
Aen N. | S 

1° Montrer que la droite MN passe par un point fixe I. En déduire que les cercles 
T restent orthogonaux à un cercle fixe. 3 

2° On effectue inversion de pôle O, de puissance ŌI?, Quels sont les transformés 
de la droite A, du cercle C, des cercles r? 

3° Utiliser cette inversion pour résoudre les questions suivantes : 

a) Lieux géométriques des points d’intersection de deux cercles T orthogonaux. 

b) On consläère une droite D passant par O; montrer qu'il existe deux cercles T, 
soient T} et Ta tangents à la droite D. Les construire. P, et P, désignant leurs 
points de contact avec D, montrer que le produit OP, , OP, est indépendant de la 
position de D. 

c) Les cercles T, et T, sont ainsi tangents à trois lignes passant par O : les droites 
A et D et le cercle C. Montrer qu'il existe encore un cercle passant par O et tangent 
à Tet Tz. Lleu de son centre quand la droite D varie en passant par O. (Dakar.) 


© 491. On donne deux cercles r et I” de rayons R et R’, dont la distance des 
centres est d. Soit y l'inverse de T dans l’inversian (0’, R’3) et y’ l'inverse de I” 
dans l’inversion (O, R3). 

1° Calculer les rayons r et r’ des cercles y et y’ en fonction de R, R’ et d. Soient 
wet w les centres des cercles yet y’. Calculer Ow et O’w” (sens positif de O vers 0’). 

2° Montrer que si R ÆR’, larelation r = r’ entraîne soit : d = R? + R'3— RR’ (1), 
soit d? = R? + R’? + RR’ (2). Réciproque? Montrer que dans chacune de ces 
hypothèses les cercies T et I” se coupent et calculer l’angle OAO’ (A étant un de 
leurs points communs). 

‘2e Montrer que dans chacune des hypothèses (1) ou (2) les cercles y et y’ sont 


confondus, Calculer alors le rapport Fe o et dire quelle position remarquable occupe 
W 
le point ©. (Paris. ) 
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© 492. On considère dans un pan un cercle de centre I et un point A non sltué 
sur le cercle. L’inversion de pôle A et de puissance k transforme ie cercle I en un 
cercle de centre M et de rayon r. Montrer que si AM = d, le rayon du cercle I est 


égal à la valeur absolue de ER 


2° On donne deux points A et B et sur AB un point C entre A et B. On appelle 
O, O’, O” les centres des cercles de diamètres respectifs AB, AC et CB. Donner une 
construction simple d’un cercle I tangent aux trols cercles précédents (on pourra 
utiliser une inversion de pôle A). On pose AB = 2a et AO’ = zx. Caiculer le rayon 
du cercle I en fonction de a et de x. 

3° On suppose dans tout ce qui suit que les cercies O et O’ sont fixes et on envi- 
sage les cercles T qui sont tangents à ces deux cercies. Montrer que les cercles T sont 
orthogonaux à un cercle fixe. Quel est le lieu des points de contact de deux cercles r 
tangents entre eux? Montrer que la corde des contacts d’un cercle T avec les cer- 
cles O et O’ passe par un point fixe. (Alger.) 


@ 493. On considère dans le plan un cercle Cct une droite D. On appelle F le faisceau 
de cercles dont D est l’axe radical et dont C fait partie. Soit T la famille des cercles 
tangents à D et coupant C sous. un angle constant «. En désignant par M le point 
de contact d’un cercle r avec D, on utilisera l’inversion de pôle varlable M et dont 
la puissance est égale à ia puissance de M par rapport au cercle C. 
o Construire T connaissant M et «. Discuter. Nombre de solutions. 

2° Montrer que l'inversion considérée transforme chaque cercle Tr en l’une ou 
l’autre de deux droites fixes parallèles à D. 

3° Montrer que si un cercle T coupe un cercle C, du faisceau F sous un angle a, 
tous les cercles T coupent C, sous un angle constant. En déduire les enveloppes, 
autres que D, des cercles T. 

4° On considère maintenant une droite fixe A parallèle à D et qul coupe G en 
deux points A et B. On appelle A’ et B’ les seconds points d’Intersection des 
sécantes MA et MB avec le cercle C, M étant toujours un point variable de D, 
Trouver l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle MA’B’. ( Grenoble.) 


© 49%, Dans un plan on considère les points A, C, B, D alignés dans cet ordre sur 
une droite A. On envisage les couples de cercles (AD) et (BC); (AC) et (BD); (AB) 
et (CD), la notation (AB) désignant le cercle de diamètre AB. Soient I, J, K les 
pieds respectifs snr A des axes radicaux des cercles des trois couples. 

1° Montrer que I, J, K fournissent les centres d’homothétie des couples de cercles. 
Indiquer la nature de chaque homothétie. | 

20 Soient O et O' les centres de (AB) et (CD), P un point commun à ces deux 
cercles. Placer les droites PI, PJ, PK par rapport au triangie POO’. 

3° On suppose dans la suite que (AB) et (CD) sont orthogonaux. On étudie les 
cercles T tangents à (AC) et (BD) passant par P et les cercles IT” tangents à (AD) 
et (BC) passant par P, ces cercles étant distincts de (AB) et (CD). Quelles sont les 
tangentes en P aux cercles T et I”? Montrer que ces cercles sont tangents à A et 
que les points A, Bi, CG, D, communs à ces cercles, autres que P, sont les points de 
rencontre de (AB) et (GD) avec un cercle £ orthogonal à (AB) et (CD). 

4° Trouver l'enveloppe des cercles T et I” lorsque, A et B restant fixes, le couple 
CD varie. (Egypte.) 


@ 495. Dans un plan on donne un cercle (T) de centre O et de rayon R, On désigne 
par AB un diamètre fixe de ce cercle et par (A) la tangente en B à (T). 

1° M étant un point donné sur (T), montrer que, parmi tous les cercles tangents 
en M à (T), il en existe un et un seul (+) qui soit tangent à (A). Déterminer son point 
de contact P avec (A). Montrer que la droite MP passe par un point fixe lorsque M 
décrit (T); en déduire une construction simple du cercle (+). Montrer que tous les 
cercles (y) sont orthogonaux à un cercle fixe (N) que l’on caractérisera, 

2° Montrer qu’il existe un centre d’inversion tranformant tous les cercles (y) 
en cercles égaux. Retrouver à l’aide de cette inversion la construction du cercle (y) 
tangent en M à (T). 

Construire les cercles (+) passant par un point donné N du plan. Discuter suivant 
la position de N dans le plan. 

Prouver le lieu géométrique du point N pour que les cercles (y) passant par N 
soient tangents entre eux en N. 

Lieu géométrique des centres des inversions tranformant le cercle (T) et la droite 
(a) en cercles égaux. {Nancy.) 
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© 496. Invariant relatif à deux cercles du plan. Soient T et T les puissances du 
centre d’inversion O par rapport aux cercles donnés w(R) et w(R’) tels que ww’ = d. 
1° DAS qe n° -+ R? d= 2 Oo. 0o —B—P puis que l’expresslon 
À = Se reste invariante dans l'inverslon (O, k) sijon a 2. Z’ # 0. 
Que représente À lorsque les cercles sont sécants? 
20 Si? Æ 0 et L’ = 0, les cercles w et w’ sont transformés en un cercle w, (R;) 


ct en une droite A. Soit H, la projection de w, sur A. Démontrer que + = À. 
1 


© 497. On désigne par F (O), ? (A) et (B) les puissances des points O, A, B, par 
rapport au cercle donné «(R). 
1° Démontrer que & (A) = 2 (0) + OA? — 20A. Ow et calculer ce que devient 
P, 


la puissance réduite TA dans l'inversion (O, k). -2 (A). 2 (B) 


29 Démontrer que lorsque ® (O) n’est pas nul, l'expression À = —=—— 
reste invariante dans l'inversion précédente. ’ AB3.R? 

3° Etudier ce que deviennent la puissance réduite et l'expression x lorsque O est 
sur le cercle o (R). 


© 498. On considère dans le plan le produit (T) de l'inversion (O, k) qui tranforme 
M en M, par l'inversion (O’, k’) qui tranforme M, en M’. 

1° Montrer que le cercle w passant par M, M et M’ est invariant dans (T) et 
appartient à un faisceau de cercies (®) d’axe radical OO’ dont on déterminera la 
droite des centres A. Démontrer que (T) admet deux points doubles, points de base 
ou points limites du faisceau (©). 

20 Soient MN’ et M'N les cordes du cercle « parallèles à OO’. Les droites MN et 
M'N’ coupent OO en 1 et J’. Montrer que les quadrangles MM,0’1 et M'M:10J' 
sont, dascriptibles et que les points I et J’ sont fixes. Comparer les triangles IOM et 

3° Soit Zla puissance de I et de J’ par rapport aux cercies w. Démontrer que (T) 
est le produit de l'inversion (I, £} par la symétrie-droite A ou le prodult de la 


symétrie-droite A par l'inversion (J’, 2). 


© 499. Déduire de l'exercice précédent (3°) que dans le plan 
1° Un produit d'inversions en nombre impair est équivalent au produit d’un 
déplacement par une inversion ou à une similitude inverse. 
o Un produit d'inversions en nombre palr est equivalent au produit d’un anti- 
déplacement par une inversion ou à une similitude directe. 


© 500. 1° Etudier comme au n° 498 le produit de deux inversions dans l’espace 
ct montrer qu’il est équivalent au produit d’une symétrie plan par une inversion. 

20 En déduire que dans l’espace un produit d'inversions est toujours équivalent 
au produit d’un déplacement par une inversion positive ou négative, à moins 
qu'il se réduise à une similitude directe ou inverse. 


© 501. On appelle fransposition circulaire de points doubles A et B et de centre ] 
milieu de AB le produit commutatif (‘*) de lPinversion (I, IA?) par la symétrie- 
droite d’axe AB. 

1° Montrer que (Ÿ) est réclproque, que deux points homologues M et M' forment 
avec A et B un quadrangle harmonique. Etudier les cercles invariants. 

2° Soient P et P’ deux points homologues. Montrer que les triangles IP'M' et 
IMP sont directement semblables. Construire I connaissant M, P, M’ et P’. 

3° Montrer que pour construire A et B connaissant I, M et M’, il suffit de couper 
la bissectrice intérieure de l’angle MIM’ par le cercle passant par M et M’ et centré 
sur la bissectrice extérieure de MIM’. En déduire par analogie la construction des 
points M et M’ connaissant A et B et le milieu J de MM’. 


© 502. Déterminer les transpositions circulaires échangeant deux cercles ou un 
cercle et une droite donnés. Enveloppe de leurs axes et lieu de leurs points doubles. 
20 Soit A’ B' C’ une transversale au triangle ABC. Montrer qu’il existe une trans- 
position circulaire échangeant A,B,C avec À’,B',C'. 
3° Démontrer que si OÓ’? = k + K’ le produit des inversions (O , k) et (0’,k) 
est une transposition circulaire. Déterminer ses points doubles (deux cas). 
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e 503. Une transformation circulaire directe (3) dans le plan est le produit d’une 


transposition clrculalre de centre I par la translation de vecteur IJ’. Les points I 
et J’ sont les points limites et le milieu O de IJ’ est le point central. 

1° Etudler les tranformés par (4€) d’une droite et d’un cercle. Soient A’ et M’ 
les homologues de A et M. Montrer que les triangles IAM et J'M'A' sont directement 
semblables. 

2° La tranformatlon (3€) est aussi le produit dela symétrie-point de centre O 
par une transposition circulaire de centre J’. En déduire d’exlstence de deux points 
doubles E et F dans la transformation (3€).On constrult le triangle AA'S directe- 
ment semblable au triangle AOJ’. Démontrer que le quadrangle ASEF est harmo- 
nique et en déduire une construction de E et F. Ces points peuvent ils être confondus? 


3° Démontrer (cf. exercice Ho) qne lea arcs de cercle EMF et EMF font un angle 
constant et que le birapport MF ` MF êt constant. 


@ 504. On appelle {ransmuée par l’inversion (1) d’une transformation donnée (T) le 
produit des trois tranformatlons (1) x (T) x (1). Démontrer que dans le plan : 

1° La transmuée d’une inversion est une inversion ou une symétrie-droite. 

2° La transmuée d’une symétrie-point est une transposition circulaire. 

8° La transmuée d’une similitude plane directe est une tranformation circulaire 
directe (cf. exercice n° 503). Etudier le cas où cette similitude est une homothétie, 
une rotation ou une translation. 


© 506. Une droite focale d’un cercle T de centre O et de rayon R est une droite A 
perpendiculalre en À à un diamètre de ce cercle et falsant avec le plan P de ce 
cercle un angle aigu a tel que OA = R cos «. 

Désignons par M un pour quelconque de A, par H sa projection sur le plan P, 
par B et B’ les extrémités du diamètre de T passant par H, par K ia projection de A 
ee et par N et N’ ies intersections de OA avec les tangentes en B et B’ au 
cercle T. 

1° Démontrer que AM — BN, que BM — AN et que le tétraèdre ABMN admet 
pour axe de symétrle la droite IJ qui joint les milieux de AB et de MN. En déduire 
que tout plan (x) Issu de A coupe T sous l’angle a et coupe le plan Psuivant une droite 
ë faisant des angles égaux avec A et r. Démontrer que MB + MB’ = NN, 

pr = 2 OA et que le trièdre MABB’ admet le plan MAK pour plan de 
symétrie, 

2° Montrer SG le produit de l'inversion (M, MB.MB) par la symétrie par rap- 
port au plan K laisse T et A invariants. En déduire que toute sphère S passant 
par T coupe A sous langle a et que l'intersectlon y d’une sphère S et d’un plan (7) 
issu de A est un cercle coupant A et T sous un même angle. Etablir l’existence d’une 
infinité de cercles y coupant orthogonalement T et A en deux points chacun. 

8° Démontrer que la somme des distances de B et B’ à A est égale à 2R et que le 
rapport des distances de B à A et à la polaire de A par rapport àT est égal à cos a. 

4° Soit w le point de MB homologue de O dans la symétrie d’axe IJ. Démontrer 
que vA = R, «B = OA et que l'angle MAw est droit. Le cercle de centre w et de 
rayon OA, situé dans le plan MAB, engendre lorsque M varie sur A, une surface de 
révolution d’axe A, appelée lore. Démontrer qu’il existe sur ce tore deux familles 
de cercles égaux à T. 


@ 506. On tranforme par inversion un cercle et une de ses droites focales. On 
obtlent une figure formée de deux cercles T et T’ qui sont dits paratactiques. 

1° Démontrer que toute sphère passant par l’un de ces cercles coupe l’autre 
sous un angle aigu constant (angle de parataxie). 

2° Montrer que l'intersection d’une sphère S passant par T et d’une sphère S’ 
passant par T” est un cercle y coupant T et T” sous un même angle. 

3° Etablir qu'il existe une infinité de cercles y à la fois orthogonaux à T et à I” 
en deux points chacun. 


TROISIÈME PARTIE 


CONIQUES 


INTRODUCTION‘ 


e 416. Définition générale des coniques. — On appelle n section conique » ou 
plus simplement n conique » toute section plane d’un cône de révolution. 


Les coni ues constituent une famille de courbes qui comprend le cercle ainsi que la 
parabole et l'hyperbole équilatère rencontrées en Algèbre comme courbes représentatives 


. a 
des fonctions y = ax? et y = Se 


L'étude des coniques peut s'effectuer, dans l’espace, sur le cône générateur. C’est ainsi 
que leur étude fut entreprise par les géomètres grecs de l'école de Platon et en particulier 
par Apollonius (111° siècle av. J.-C.). Depuis la Hire (1685) on préfère effectuer leur étude 
directe dans le plan. 

Bien que la méthode utilisée par la Hire fasse appel à des définitions différentes suivant 
le genre de la conique étudiée, elle reste à bien des égards préférable pour des débutants 
et c'est par elle que nous commencerons notre étude. Nous allons d'abord montrer, com- 
ment on peut déduire de la définition ci-dessus, les différentes définitions dans le plan que 
nous utiliserons. 


© 417. Propriété des sections d’un cône de révolution. — Soit à étudier la 
section T° d'un cône de révolution de sommet S par un plan P ne passant pas par le sommet S 


Fig, 363. 


(fig. 363). Il existe au moins une sphère, inscrite dans le cône S et tangente au plan P. En 
effet si ff’ désigne le diamètre perpendiculaire au plan P d’une sphère quelconque inscrite 


(1) L'étude de cette introduction n’est pas nécessaire pour la suite du cours: 
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dans le cône S, l’une au moins f des extrémités de ce diamètre n'est pas située sur S. La 
droite Sf coupe le plan P en F et l'homothétie de centre S, qui transforme f en F, transforme 
la sphère de diamètre ff’ en une sphère « tangente en F au plan P. Désignons par y le 
cercle de contact du cône S et de la sphère w et par I le point diamétralement opposé à F 
sur la sphère v. k 

Le plan P est le lieu des centres des sphères orthogonales à la sphère © suivant un cercle 
passant par F. Le cône S est le lieu des centres des sphères orthogonales à la sphère % 
suivant un cercle tangent au cercle y. Il en résulte que : 

La conique l', intersection du plan P et du cône S, est le lieu géométrique des centres M des 
sphères (M) orthogonales à la sphère w suivant un cercle ų passant par F ef tangent à Y. 

Transformons dans l'inversion (1, IF?), qui laisse invariante toute sphère (M), les condi- 
tions imposées à cette sphère. Dans cette inversion l’homologue de la sphère ù est le plan 
P;.l'homologue du cercle y est un cercle (F'} ou une droite (D) du plan P, ne passant pas 

ar F. L'homologue du cercle ų est le grand cercle (m), situé dans le plan P, de la sphère 

IM) correspondante. Les sphères (M) sont donc les sphères admettant pour grands cercles, 
les cercles (m) du plan P, passant par F et tangents au cercle (F’) ou à la droite (D) : 


La conique T, intersection du cône S et du plan P, est le lieu des centres des 
cercles passant par F et tangents au cercle (F') ou à la droite (D). 


© 418. Réciproque. — Considérons dans un plan P le lieu T' des centres M des cercles 
{m) passant par un point donné F et tangents à un cercle donné (F”} ou à une droite donnée 
(D) ne passant pas par F. Soit IF un segment quelconque perpendiculaire en F au plan P. 
L'inversion (1, IF?) transforme le plan P en une sphère w de diamètre IF. Elle transforme 
le cercle (F’) ou la droite (D) en un cercle y de la sphère « ne passant pas par F. Elle trans- 
forme enfin la famille des cercles (m) en la famille des cercles (1) de la sphère œ, passant 
par F et tangents au cercle Y. . 

Or l'inversion conserve toute sphère (M) de grand cercle (m). La famille des sphères 
(M) est donc celle des sphères orthogonales à la sphère © suivant les cercles e) de cette 
sphère passant par F et tangents au cercle y. Les centres de ces sphères sont donc les points 
communs au oia P tangent en F à la sphère ù et au cône de révolution S circonserit à la 
sphère ù suivant le cercle y. Autrement dit : 


La courbe T est la conique intersection du plan P et du cône de révolution S. 
La longueur FI étant arbitraire on peut ainsi déterminer une infinité de cônes S, 


e 419. Genre des coniques. — Une conique (T`) du plan P est donc définie par la donnée 
du point fixe F et d’un cercle F” (2a) ou d'une droite D ne passant pas par F. 

1° Supposons (fig. 364) le point fixe F intérieur au cercle F’ Ga Pour qu’un point M 
soit le centre d’un cercle passant par F et tangent en ọ au cercle F’ il faut et il suffit que le 
point M soit situé sur un rayon F' de ce cercle et que l’on ait : 


MF = Mo = F'o — F'M = 2a — MF. 


Donc que : MF + MF' = 2a 


Dans ce cas la conique est appelée ellipse et se trouve tout entière à l'intérieur du cercle F” : 


L’ellipse est le lieu géométrique des points d’un plan dont la somme des 
distances à deux points fixes de ce plan est constante. 


Notons que si F est confondu avec le centre du cercle F’, l'ellipse dégénère en un cercle 
de centre F. Cela correspond au cas où le plan P est perpendiculaire à l'axe du cône S. 
20 Supposons (fig. 365) le point fixe F extérieur au cercle F’ (2a). Pour qu'un point 
M soit le centre d'un cercle passant par F et tangent en ọ au cercle F’, il faut et il suffit 
que M soit situé sur un des prolongements d'un rayon F'ọ de ce cercle et que l'on ait 


MF = Mọ = MF’ + F'œ@ = MF’ + 2a, donc que : 
MF'— MF =2a ou MF—MF'— 24 
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, La courbe që se compose de deux branches distinctes correspondant à l'une ou à 
l'autre de ces deux relations est appelée hyperbole. Comme on a : 


[MF — MF'| = 2a, 


(F) 


Fig. 364. Fig. 365. 


L'hyperbole est le lieu géométrique des points d’un plan dont la différence 
des distances à deux points fixes de ce plan est constante. 
3° Supposons (fig. 366) que la conique T soit définie par 
une droite D et un point fixe extérieur F (c’est le cas où le 
centre du cercle F’ est rejeté à l'infini). Pour qu'un point M 
soit le centre d'un cercle passant par F et tangent en p àla ẹ M 
droite D il faut et il suffit que | 


La courbe obtenue est appelée parabole : 

La parabole est le lieu géométrique des points 
d'un plan équidistants d’un point fixe F et d’une. 
droite fixe D de ce plan. 

C'est en partant des trois définitions ci-dessus que nous D 
aborderons l'étude des trois coniques : ellipse, hyperbole et 


parabole. Fig. 366 


DIX-SEPTIÈME LEÇON 


ELLIPSE 


e 420. Définition. — L’ellipse est le lieu géométrique des points 
du plan dont la somme des distances à deux points fixes F et F’ 
est constante et égale à une longueur 2a. 
Les points F et F’ sont He foyers de Le (fig. 367). Les segments MF 
ME sont les rayons vecteurs du point M de cette 
M cllipse. Ils vérifient la relation : 


MF + MF’ = 2a 


PEE E La distance FF' 2c est la distance focale. 
F bis de F L ani MF + MF > FF' entraine a > c. Le 
1g. . 


rapport a = e, inférieur à l'unité est l'excentricité de 


T'ellipse. a c= 0, les ae F et F’ sont confondus et l'ellipse est un cercle de 
rayon a. Si c = a lipse se réduit au segment FF”. Toute homothétie 
pure de rapport A er orme le triangle MFF’ en un triangle semblable 

1F,F;’ tel que : M,F, + M,F’; = 2ka et F, F', = 2kc. Le lieu du point M, 


est donc une ellipse o e: 


Toute courbe semblable à une ellipse est une ellipse de 
même excentricité. ` 


e 421. Tracé continu de l’ellipse. — rs un tinan de fil fin et inextensible 
de longueur l, entourant deux épingles ( ou les pointes sèch es d'un compas) piquées en F 
et F” (he. 368). Si nous maintenons tendu le fil &r l'anneau, à l'aide de la pointe du crayon 
As en M, cette pointe en se Mat décrit d'un trait continu une ellipse de foyers 
F et F’ telle que MF + MF’ = 1 — 


F F 


Fig. 368. Fig. 369. 


En répétant ce tracé avec différentes valeurs pour FF”, on voit que l'ellipse est une courbe 
de forme ovale (fig. 369) qui ressemble à un cercle d'autant plus aplati que l’excentricité 
est voisine de 1. 
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e 422. Construction par points d’une ellipse. — Pour construire géomé- 
triquément des points appartenant à une ellipse de foyers F et F’ il suffit de 
prendre (fig. 370) les intersections M et M’ de deux cercles de centres F et F’ 
et de rayons respectifs p et p’ tels que : p + ep’ = 2a. Ces cercles se coupent 
effectivement si |p — p'| < FF’ = 2c, c'est-à-dire si pẹ et pe’ sont compris 
entre a — c et a + c. En faisant varier p entre ces deux limites, on obtient autant 
de points de l'ellipse qu'on le juge désirable. 11 suffit de les joindre par une 
courbe continue que l’on tracera avec le plus de soin possible. : 


o 423. Symétries de l’ellipse. — Désignons (fig. 371) par x'x la droite FF’, 
par y'y la médiatrice du segment FF” et par O le milieu de FF’. Si un point M 
appartient à l'ellipse, il en est de même des points M’, M, et M’, respective- 


\ 
4 
1 
j] 
! 
i 

' 
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Fig. 370. Fig. 371. 


ment symétriques de M par rapport à x'x, à y'y et au.point O. L'ellipse admet 
donc les droites x'x et y'y pour axes de symétrie et le point O pour centre de 
symétrie : | 

L’axe de symétrie x'x est appelé axe focal, l’axe de symétrie 
y'y axe non focal et le point O centre de l’ellipse. 

Deux points tels que M et M'1, symétriques par rapport à O, sont dits diamé- 
tralement opposés sur l’ellipse et le segment MM; est appelé diamètre de l'ellipse. 


o 424. Sommets et longueurs des axes. — Les sommets d’une ellipse sont 
les points situés sur les axes de symétrie. 

Si un point M de la droite x’x a ient à he (fig. 372), il ne peut être 
situé entre F et F’ car on aurait : MF + MF’ = FF’ = 2c < 2a. 

Il appartient donc à l’un des prolongements du segment FF et on a : 

MF + MF’ =2MO = 2a. 

L'ellipse admet donc pour sommets les’ points À et A’ de l'axe x'x tels 
que OA = OA = a. i 

Tout point de l'axe y'y étant équidistant de F et de F’, les intersections B 
et B' de cet axe avec le cercle de centre F et de rayon a sont des sommets de 


l'ellipse. Posons OB = OB' = b. La relation OB? = FB? — OF? donne : 


= d—c ou e=bB++ e 


276 GÉOMÉTRIE 


La longueur AA' = 2a est le grand axe de l'ellipse et la longueur BB' = 2b 
est le petit axe de l'ellipse. 


Une ellipse est définie par ses quatre sommets À, A', B et B'. 


Fig. 372. Fig. 373. 


La longueur 2a est la longueur AA’ et les foyers F et F’ sont les intersections 
de l'axe focal AA’ par le cercle de centre B et de rayon a. 


o 425. Etude de la forme de l’ellipse. — aoa Hii (fig. 373) le à ur: 
axe AA = 2a d'une ellipse et faisons varier OF = c de 0 à a. La longueur OB = 
varie de a à 0. L'ellipse ne opaa avec le cercle de diamètre AA’, 
s'aplatit de plus en plus tandis que ses foyers F et F’ décrivent les s nents OA 
et OA’. Finalement Tenai F et F’ viennent se confondre avec À et À’, l’ellipse 
se réduit au segment AA’. 


—b . . | 
Notons que le rapport + qui varie de 0 à l, ést parfois appelé aplatisse- 
ment de l'ellipse. 


o 426. Intérieur et extérieur de l’ellipse. — Lorsqu'un point M Fe MF 374) 
parcourt une demi-droite F'à issue du foyer F’, la Sr Mr croit 
depuis la valeur 2c jusqu’à une valeur infiniment grande. effet l'inégalité 
MiF < M,M: + MF entraîne M,F + MF" < MaF + E Cette somme 
prend une fois et une seule la valeur 2a. Il existe donc sur la demi-droite F'à 
un point M et un seul appartenant à l'ellipse. Il en résulte que : 


L’ellipse est une courbe fermée qui partage le plan en deux 
régions. 


MS La région qui contient les foyers est 


M l'intérieur de l'ellipse, et l’autre l'exté- 

7 rieur de l'ellipse. Tout point M, situé 
sur le segment F'M est mtérieur à 
l'elipse. D'après ce qui précède on a : 


M,F + M,F’ <MF + MF' = 2a. 
Donc : M,F + M,F' < 2a 


Fig. 374. Tout point M; situé sur le prolon- 
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gement Mà de F'M est extérieur et on a : MaF + M,F > MF + MF. 


Donc : MF + MF" > 2a. 


Réciproquement, si M,F + M,F’ < 2a le point M; ne peut être ni extérieur 
ni situé sur l'ellipse ce qui entraïînerait M,F + M,F’ = 2a. C’est donc un point 
intérieur. De même la relation M,F + M,F’ > 2a caractérise les points exté- 
rieurs. Donc : 

Un point donné est intérieur ou extérieur à une ellipse donnée suivant que la 
somme de ses distances aux foyers de cette ellipse est inférieure ou supérieure au 


grand axe de l'ellipse. 


e 427, Théorème fondamental. — L’ellipse est le lieu géométrique 
des centres des cercles tangents à un cercle fixe et passant par 
un point fixe intérieur à ce cercle. 


1° Considérons un point M d'une ellipse de foyers F et F’ et de grand axe 2a 
(fig. 375) et prolongeons le rayon vecteur. - 


F'M d'une longueur M? = MF. Nous 
obtenons : F'ẹ = MF + MF' = 2a. 

Le point + est donc sur le cercle de 
centre F’ et de rayon 2a qui admet le 
foyer F pour point intérieur. Le cercle de 
centre M passant par F est tangent en + 


au cercle précédent. 

2° Réciproquement considérons un cer- 
cle de cute F et de rayon 2a, un point 
fixe intérieur F et un cercle quelconque 
de centre M, passant par F et tangent en 
ẹ au cercle F’. Les points F’, M et + sont 
alignés dans cet ordre et comme MF = Mọ 


ona: 
MF + MF' = Mẹ + MF' = F'p = 2a. 
Le point M appartient donc à l'ellipse de foyers F et F’ et de grand axe 2a. 


Fig. 375. 


e 428. Cercles directeurs. — On appelle cercles directeurs d’une 
ellipse de foyers F et F' et de grand axe 2a les cercles de 
centres respectifs F et F' et de rayon 2a. 


D'après le théorème précédent on voit que : 

L'ellipse est le lieu des centres des cercles passant par un foyer et tangents au 
cercle directeur relatif à l'autre foyer. 

On appelle cercle principal de l'ellipse le cercle ayant pour diamètre le grand 
axe AA’ de cette ellipse Ge 373). C'est le cercle de centre O et de rayon a. 
Comme O est le milieu de FF’ on voit que : 


Le cercle principal est l’homologue du cercle directeur F'(2a) 
dans l’homothétie (F,1/2). i 


Notons que cette homothétie transforme le cercle de centre M tangent en p 
au cercle F’ en un cercle de diamètre MF tangent au cercle principal. 
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e 429. Deuxième construction par points de l’ellipse. — L'intersection M 
d'un rayon quelconque F'ẹ du cercle À rs F et de la médiatrice HM du 
segment Fo, est le centre d’un cercle passant jr F et tangent en ọ au cercle F’ 
(fig. 375). Le point M est donc un point de l'ellipse. En répétant cette construc- 
tion on obtient un nouveau tracé par points de l'ellipse. 


o 430. Intersection de l’ellipse et d’une droite. — Les points communs à 
l'ellipse de foyers F et F’ et à une droite donnée À (fig. 376) sont les centres 
des cercles tangents au cercle directeur F’, passant par F et par le point Fi 
symétrique de F par rapport à À. Nous sommes donc ramenés à construire 
les cercles passant par F et F; et tangents au cercle directeur F’. Cette construc- 
tion a été étudiée au paragraphe n° 326. On mène par F et F; un cercle auxiliaire 


y X 
NA 
MA M 


Fig. 376. Fig. 377. 


coupant le cercle F’ en C et D, puis par le point I commun à FF; et à CD les 
tangentes lọ et Ie’ au cercle F’. Les points cherchés sont les intersections M et 
M' de å avec F'o et F'?!. 

Si la droite A passe par F”, les points et +’ sont les intersections de A et 
du cercle F' (fig. 377). Les points M et M’ sont les intersections de A avec les 
médiatrices de Fo et Fo’. 

Discussion. — Les points M et M’ existent si F; est intérieur au cercle F' 
(n°326). Ils sont confondus si F1 est sur le cercle F’ et n'existent pas si F; est 
extérieur au cercle F’, L’homothétie (F, 22) qui transforme F; en la projection H 
de F sur À et qui transforme le cercle F’ PA cercle principal, montre que : 

Une ellipse et une droite A ont deux points communs distincts si la projection H 
du foyer F sur A est intérieure au cercle principal, un seul point commun si le point H 
appartient au cercle principal et pas de point commun si le point H est extérieur 
au cercle principal. 


TANGENTES A L’ELLIPSE 


o 431. Existence de la tangente à l’ellipse. — Soient M un point donné 
et M’ un point quelconque de l'ellipse de foyers F et F” (fig. 378). Les points M 
et M’ sont les centres de deux cercles passant par F et respectivement tangents 
en et +’ au cercle directeur F’. Ces cercles se recoupent en un point F, symé- 
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trique de F par-rapport à la sécante MM’. La droite FF, et les tangentes en 9 
et ?’ au cercle F’ sont concourantes au point Í centre radical des cercles M, M’ 
et F’. Lorsque le point M’, se déplaçant sur l’ellipse vient se confondre avec le 
point M, le point +’ vient en +. Ien est de même de Í, pôle de pv’ par rapport 
au cercle directeur F’, La relation IF . IF, = I¢? montre que IF; tend vers zéro 


Fig. 378. Fig. 379. 


et que le point F; vient également en +. La droite MM’ médiatrice du segment 
FF}, pivote autour de M et admet une position limite MT, médiatrice du seg- 
ment Fe (fig. 379). Cette médiatrice de Fœ est la tangente en M à l'ellipse. Le trian- 
gle MF? étant isocèle cette tangente est bissectrice intérieure de l'angle FMọ 
et par suite bissectrice extérieure de l'angle FMF : 


En tout point d’une ellipse il existe une tangente qui est bis- 
sectrice extérieure de langle des rayons vecteurs de ce point. 


En particulier la tangente en un-sommet de l’ellipse est la perpendiculaire 
à l'axe de l'ellipse qui passe par ce sommet. 

A perpendiculaire en M à la tangente MT est la normale en M 
à l'elhpse : 

La normale en un point d'une ellipse est la bissectrice intérieure de l'angle des 
rayons vecteurs. 


e 432. Corollaire. — Soit ọ un point quelconque du cercle directeur F'. 
La médiatrice du segment F? coupe le rayon F'? en un point M de l'ellipse 
(n° 429), D'après ce qui précède la tangente en M est précisément la médiatrice 
de Fo. La construction du n° 429 donne donc simultanément un point de l'ellipse 
et la tangente en ce point. Notons que : 

Le symétrique d'un foyer par rapport à une tangente à l'ellipse, le point de 
contact de cette tangente et l'autre foyer sont trois points alignés. 


e 433. Propriétés de la tangente. — 1° Il résulte des paragraphes précé- 
dents que, pour qu’une droite À soit tangente à l'ellipse (Èe. 380 , il faut et 
il suffit qu'elle soit médiatrice d'un segment Fọ joignant le foyer F à un point 
© du cercle directeur F'. Autrement dit : 


280 GÉOMÉTRIE 


Pour qu’une droite soit tangente à une ellipse, il faut et il 
suffit que le symétrique d’un foyer par rapport à cette droite 
appartienne au cercle directeur relatif à l’autre foyer. 


Fig. 380. Fig. 381. 


20 Le lieu de + étant le cercle directeur F’, l'homothétie (F, 12) montre que 
le lieu du milieu H de F9 est le cercle principal (n° 428). Donc : 

Le lieu géométrique des projections d’un foyer sur les tan- 
gentes à une ellipse est le cercle principal de cette ellipse, 

De la discussion du n° 430 il résulte qu'une tangente à l'ellipse n’a pas, en 
dehors de son point de contact, d'autre point commun avec l’ellipse et que : 

Une droite donnée est tangente, sécanté ou extérieure à une ellipse suivant que 
la projection d'un foyer sur cette droite est située sur le cercle principal, à l'intérieur 
ou à l'extérieur de ce cercle. 

3° Désignons par H et H’ les projections des foyers F et F' de l'ellipse sur 
une droite donnée À (fig. 381). Le milieu O de F E appartient à la médiatrice 
de HH’ et comme l'angle H'HF est droit, le cercle de centre O, passant par H 
et H', recoupe FH en un point K diamétralement opposé à H’. La puissance 
de F par rapport à ce cercle permet d'écrire FH. FK = OF? — OH? et puisque 
les vecteurs FK et F'H' sont symétriques par rapport à O, on a : 

FH.FH = — FH.FK = OR: — à. 
Pour que la droite A soit tangente à l'ellipse il faut et il suffit que le point H 


appartienne au cercle principal O (a) donc que l’on ait =a. 
C'est-à-dire, d'après la relation précédente : FH. F'H' = à? — e ou : 
FH.FH' = $ 


Pour qu’une droite soit tangente à une ellipse, il faut et il 
suffit que le produit EN 6 as des distances des foyers à 
cette droite soit égal au carré du demi petit-axe de cette ellipse. 


o 434. Générations tangentielles de l’ellipse. — Chacune des trois pro- 
priétés caractéristiques précédentes permet de reconnaître que l'enveloppe d'une 
droite variable est une ellipse : 

1° L'enveloppe de la médiatrice d'un segment joignant un point variable d'un 
cercle donné F” à un point fixe intérieur F est une ellipse. 


ELLIPSE 281 


Le point F est un foyer de cette ellipse et le cercle F’ le cercle directeur relatif 
à l'autre foyer (fig. 380). 


2° Lorsque le sommet d’un angle droit décrit un cercle O, 
l’un de ses côtés passant par un point fixe F intérieur à ce 
cercle, le second côté enveloppe une ellipse. 


Cette ellipse admet le point F pour foyer et le cercle O pour cercle principal 
(fig. 380). Si F est en O, l'ellipse est confondue avec son cercle onna pal. 


3° L’enveloppe d’une droite dont le produit algébrique des 
distances à deux points fixes F et F’ est égal à une constante 
positive b? est une ellipse. 


Les points F et F’ sont les foyers de cette ellipse et son petit axe a pour lon- 
gueur 2b ce qui suffit à la déterminer (fig. 381). 


© 435. Remarques. — 1° Le lieu des projections d’un point fixe O sur les tangentes 
à une courbe (T } est une courbe (T”) poele podaire de (T) par rapport au point O. 

Inversement la courbe (T) est l'antipodaire de (T”) par rapport au point O. On peut 
donc dire que : 

La podaire d'une ellipse par rapport à un de ses foyers est son cercle principal. L'antipodaire 
d'un cercle par rapport à un point intérieur F est l'ellipse de foyer F admettant le cercle pour 
cercle principal. Rd 

2° L'énoncé du 2° du n° 434 se généralise pour un angle de droites constant quelconque 
(MF, Mx) dont le sommet M décrit un cercle O et dont le premier côté ME passe par 
un point fixe intérieur F (fig. 382). 

En effet si H dangoe la projection de F sur Mr, le triangle r le FMH reste direc- 


tement semblable à lui-même et le lieu de H est le cercle © (p) homologue du cercle O (R) 


dans la similitude qui transforme FM en FH. Comme ČE = QF < lle point F est inté- 


Fig. 382. Fig. 383. 


rieur au cercle w et l'enveloppe de Mx est donc une ellipse de foyer F admettant le 
cercle & pour cercle principal. 

Si le sommet d'un angle de droites constant (MF, Mx) décrit un cercle O admettant le 
point F pour point intérieur, l'enveloppe de la droite Mx est une ellipse de foyer F. 


e 436. Tangentes parallèles à une direction donnée. — Considérons 
une ellipse définie par son foyer F et son cercle directeur F’ (2a) et soit 8 une 
direction donnée (Ee. 383). 
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Le symétrique + du foyer F par rapport à une tangente parallèle à è se trouve 
sur le cercle F” et sur la perpendiculaire menée du point F à è. Cette perpendi- 
culaire coupe toujours le cercle F’ en deux points ọ et +’. Les médiatrices À 
et À’ des segments Fo et Fọ' sont les tangentes cherchées : 


Il existe deux tangentes à une ellipse, parallèles à une direc- 
tion donnée. 


Les points de contact respectifs M et M’ de ces deux tangentes sont les inter- 
sections de A avec F'? et de À’ avec F'#’. Les trois triangles isocèles F'?’, 
MoF et M'Fọ' étant directement semblables le quadrilatère FMF'M’ est un 
parallélogramme de centre O. Autrement dit : Les points de contact M et M’ 
e deux tangentes parallèles à mne ellipse sont diaméiralement opposés sur cette 
ellipse. 

e propriété résulte aussi du fait que O est un centre de symétrie de l’ellipse. 


o 437. Tangentes issues d’un point donné. — Le symétrique + du foyer F 
par rapport à une tangente PM à l’ellipse issue du point donné P (fig. 384) 

oit se trouver sur le cercle directeur F' (2a) et, puisque PF = Po, sur le cercle 
de centre P passant par F. À tout point 9 commun à ces deux cercles corres- 
pond une tangente issue de P, médiatrice du segment Fọ et dont le point de 
contact M est son intersection avec F'ọ. 


Fig. 384. Fig. 385. 


Discussion. — Pour qu'un point + existe il faut et il suffit que l'on puisse 
construire un triangle (véritable ou aplati) PF’? dont les côtés sont respective- 
ment égaux aux longueurs PF’, PF et 2a, donc que l’on ait : 

IPF — PF'| <£ 2a et PF +PF'= 2. 

La première condition est toujours satisfaite car dans le triangle PFF’ on a 
PF — PF'| < FF’ < 2a. Pour que la seconde soit satisfaite, il faut et il suffit 
que le point P soit extérieur ou situé sur l'ellipse. 

1° Si le point P est extérieur, on a PF + PF’ >> 2a, le triangle PF'+ est un 
triangle véritable et les cercles F” (2a) et P (PF) se coupent en deux points ẹ et ọ' 
symétriques par rapport à PF’ : Deux solutions distinctes. 

2 Si le point P est sur l'ellipse les deux cercles précédents sont tangents 
en un point + unique : Une seule solution, la tangente en P à l'ellipse. 


ELLIPSE 283 


Par un point extérieur à une ellipse on peut lui mener deux 
tangentes distinctes. 


Notons (fig. 385) que les projections H et H’ du foyer F sur les tangentes 
issues de P sont les intersections du cercle principal O et du cercle w de dia- 
mètre PF. D'où une autre construction de ces tangentes. Mais pour obtenir 
leurs points de contact M et M’ il faut construire les symétriques ọ et ọ' du 
foyer Ppa r rapport à H et H’ et mener les droites F'ẹ et F'ọ'. 


e 438. Théorèmes de Poncelet. — 1° Les deux points ẹ et p’ (fig. 384) sont 
symétriques par rapport à la droite des centres F'P des cercles (F”) et (P). La 
droite F'P est donc bissectrice intérieure de l'angle ?F'?’ c'est-à-dire de l'angle 
MF'M' puisque M et M’ appartiennent respectivement aux segments F'p et 
F'?'. En utilisant le cercle directeur E) or on verrait de même que la droite FP 
est bissectrice intérieure de l'angle MFM 


La droite qui joint un foyer F au point P commun aux tan- 

entes en M et M’ à une ellipse, est bissectrice intérieure de 

‘angle MFM’. 

Autrement dit les portions de tangentes PM et PM’ sont vues d'un foyer 
sous des angles égaux. 

2 Les droites PM’ et PF’ (fig. 384), médiatrices des segments ọ'F et p'ẹ 


— —> 


sont les bissectrices intérieures des angles Py, PF) et (Py , ', Po). Leur angle 


(PM', PF") est donc (n° 50) égal à la moitié de l'angle PF, Po), c'est-à-dire à 
l'angle ie PL. , PM) car la droite PM, médiatrice de Fe est bissectrice intérieure 


de l'angle PF, Po). On a donc: 
(PF, PM) = — (PF', PM). 


Les tangentes menées d’un point P à une ellipse sont anti- 
parallèles par rapport aux droites joignant le point P aux 
foyers F et F' de Pellipse. 


On voit d'ailleurs (fig. 385) que la droite PF’, médiatrice de ọọ’, est perpendi- 
culaire à la droite HH’ qui joint les milieux H et H’ de Fo et Fg’. ‘La droite PF", 
hauteur du triangle PHH’, est antiparallèle au diamètre PF du cercle circonscrit 

rapport aux côtés PH et PH' de ce triangle (n° 62). Les angles MPM’ et 
FPF F’ ont donc mêmes bissectrices. Comme les points F et F' ~ sont à l'intérieur 


de l'angle MPM’, on peut même dire que les angles (PF, PM) et PF’, : PM) 
sont opposés. 


ə 439. Corollaire. — La portion d’une tangente mobile à une 
ellipse comprise entre deux tangentes fixes est vue d’un foyer 
sous un angle de droites constant. 


Soient P et Q les intersections de la tangente en un point variable M avec 
les tangentes Ax et By aux points fixes A et B de l'ellipse (fig. 386). Les droites 


FP et FQ étant les bissectrices ss des angles (FM, FÁ) et (FM, FB) 
on a (n° 50) : (FP, FQ) = ; | (FR, FB) 
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L'angle (FP, PQ) est donc constant. Si les tangentes Ax et By se coupent 
en R on a : (FP, FQ) = (FA,FR) = (FR, FB). Si les tangentes Àx et By sont 
parallèles à une même direction Fà on a : (FP, FQ) = (FA, Fa) = (Fà , FB). 

En échangeant Q et R, on voit que (FP, FR) = (FM, FQ) = (FQ, FB). La 
droite FM est donc antiparallèle à FR par rapport à FP et FQ ce qui déter- 

M de la tangente PQ. 


mine la position du point de contact 


Fig. 386. Tig. 387. 


e 440. Angle des tangentes. — Les tangentes | PM et PM’ (fig. 384) étant 
les bissectrices intérieures des angles (PF, Po) et (PF, Po’), leur angle (PM, PM’) 
est égal à la moitié de l'angle (Po, Po’) c'est-à-dire à l'angle (Po ,PF è Les points 

, M' et F’ appartiennent à une même région du plan limitée par l'angle Po’. 

Il en résulte que loge saillant MPM’ est égal à l'angle saillant ePF” = V. 


Or dans le triangle PF” on a : 


gF”? = Pe? + PF? — 2Po.PF' cos PF’. 
Et puisque Po = PF et ẹF' = 2a, on obtient : 


Relation qui détermine cos V en fonction de PF et PF”. 


o 441. Cercle orthoptique. — Pour que l'angle MPM' soit droit il faut et 
il suffit que cos V = 0 donc que : PF? + PF? = 4a 


Soit que (n° 88): 2PO?+20F: = 4e ou PO? — 24 — e 
C'est-à-dire que : OP? = e + B. 
Le lieu des points d’où l’on peut mener deux tangentes 


rectangulaires à une ellipse est un cercle de centre O appelé 
cercle orthoptique de l’ellipse. 


C'est le cercle circonscrit au rectangle déterminé par les tangentes aux som- 
mets de l'ellipse (fig. 387). Son rayon ẹ vérifie la relation : 8? = aœ + b? 
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SUJETS D'EXAMEN 


— Intersection d’une ellipse et d'une droite. Existence et construction de la 
tangente. (Bordeaux ME et MT.) 


— Tangentes à l’ellipse issues d’un point donné. Discussion. (Lyon ME et MT.) 


— On mène d’un point à une ellipse deux tangentes et on joint ce point 
aux foyers. Reiations entre ces quatre droites. (Aix ME.) 


EXERCICES 


Construire une ellipse (on se bornera à déterminer les foyers et la longueur 2a 
de l’axe focal) connaissant : 


© 507. Les foyers et un point de la courbe. 

@ 508. Les foyers et une tangente à la courbe. 

© 509. Les foyers et l’excentriclté ou le rapport des axes. 
© 510. Un foyer, deux points et la longueur 2a. 

© 511. Un foyer, une tangente et un sommet (deux cas). 
© 512. Le cercle principal et deux tangentes. 


@ 513. Construire une ellipse de foyer F donné connaissant en outre : 
1° Trois tangentes. 2° Deux tangentes et un point. 
3° Une tangente et deux points, 4° Trois points. 


© 514. 1° Trouver le lieu du foyer F’ d’une ellipse varlable E dont on connaît 
le foyer F et deux tangentes (ou une tangente et son polnt de contact), 

2° Construire l’ellipse E connaissant en outre une longueur 2a, 2c ou 2b, ou encore 
l’excentricité de la courbe. 


© 515. 1° Montrer que les intersections de l’axe non focal d’une ellipse de foyers F 
et F’, avec la tangente et la normale en un point M appartiennent au cercle MFF’, 

2° Construire une ellipse connaissant son centre O, le support Ox de l’axe focal, 
un point M de la courbe et la tangente en ce point. 


© 516. 1° Démontrer que le point de contact M d’une tangente à l’ellipse et son 
intersection T avec l’axe focal sont conjugués par rapport au cercle principal de 
cette ellipse. 

2° Construire une ellipse connaissant les sommets du grand axe et un point ou 
une tangente à la courbe. 


@ 517. Une ellipse E admet un cercle principal donné O et passe par un point 
fixe P intérieur au cercle O. 

1° Montrer que l’ellipse E passe par un second point fixe Q et trouver le lieu des 
foyers F et F’ de cette elllpse. 

2° Construire les ellipses E tangentes à une droite donnée A. 


@ 518. Soient T’ et N’ les intersections de la tangente et de la normale en un 
point M d’une ellipse de foyers F et F' et de centre O avec l’axe non focal. On désigne 
par H et H' les projections de N’ sur MF et MF’, par K et K’ les projections de T’ 
sur ces deux droites. 

1° Montrer que les droites HH’ et KK’ sont pepodiias en O. 

2° Démontrer que l’on a : MH = FK = a (demi-grand axe.) 


@ 519. 1° Un point M décrit une ellipse de foyers F et F’. Déterminer l'enveloppe 
du cercle de diamètre MF et celle du cercle de diamètre MF’. 

2° Un cercle variable « reste tangent à un cercle fixe O et passe par un point 
fixe F intérieur à ce cercle. Lieu du point M dlamétralement opposé au point F 
sur le cercle 4? Construire la tangente en M à ce lieu. 
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@ 520. Soient H et H’ les projectlons des foyers F et F’ d’une ellipse sur la 
tangente en M à cette ellipse. Démontrer que le point de rencontre 1 de FH’ et de 
F'H est le milieu de la normale MN limitée à l’axe focal. 


@ 521. Enveloppe de la drolte qui joint les projections du foyer F d’une ellipse 
sur la tangente et la normale en un point variable M de l’ellipse? 


@ 522. La perpendiculaire menée du centre O d’une ellipse à la tangente en un 
point variable M de l’ellipse coupe les rayons vecteurs MF et MF’ en Pet P’. Mon- 
trer que les lieux de P et P’ sont deux cercles égaux et qu'il existe un cercle de 


centre M tangent à ces deux cercles. Evaluer le produit ÓP. OP’. 


@ 523. On donne un cercle O, un pont fixe intérieur F et une corde moblle de 
longueur constante MN. La droite NF recoupe le cercle en P. Enveloppe de la 
droite MP, Cas où MN est un diamètre? 


@ 524. On considère deux points fixes F et F’ d’un même côté d’une drolte D. 
Par un point variable M de D on mène la droite A antiparallèle à D par rapport à 
MF et MF’. Soient f et + les symétriques de F par rapport à D et à A. Montrer que 
les points f et © sont symétriques par rapport à MF’. En déduire le lieu de ọ et l'en- 
veloppe de A. 


e 525. Solt M un point varlable sur ùne droite A et deux points fixes A et B d’un 
même côté de A. Le cercle MAB recoupe A en N et recoupe en P la parallèle à AB 
menée par N. Déterminer l’enveloppe de la droite MP. 


@ 526. On donne un segment fixe AB et un cercle variable o tangent à la droite AB 

en un point fixe K extérieur au segment AB. Trouver le lieu du point M commun 

au tangentes AT et BU, distinctes de AB, au cercle o, ainsi que Penveloppe de la 
roite Mu. 


@ 527. 1° Montrer qu'il existe une infinité de triangles ABC inscrits dans un 
cercle O et admettant un point donné intérieur H pour orthocentre, 

20 Trouver les Ileux des milieux des côtés, des pieds des hauteurs et l'enveloppe 
des côtés de ces triangles. 


© 528. 1° Trouver le lieu du centre O d’un cercle > variable T passant par un point 


fixe A et vu d’un point fixe B sous un angle BT, BT”) constant, ainsi que les lieux 
des polnts de contact T et T’ des tangentes issues de B. 
20 Deux cercles de centres ù et w passant par les points fixes A et B varient de 


telle sorte que l'angle (Av, Au’) soit constant et égal à V. Trouver le lieu du symé- 
trique M de B par rapport à une tangente commune A aux cercles w et w’, Penveloppe 
de A et les lieux des points de contact N et N’ de A avec les cercles w et o’. 


@ 529. On mène d’un point P les tangentes PM et PM’ à une ellipse de foyers F 
et F’ et de centre O. Soit I le milleu de MM’. 

1° Démontrer que P est le centre d’un cercle de rayon R tangent aux quatre côtés 
du quadrilatère FMF’M’. Que deviennent les sommets de ce quadrilatère dans 
Pinversion (P , R2)? 

29 En dédulre que les points P, O, I sont alignés et que les cercles PMF et PM'F’ 
sont tangents en P. Etablir directement cette seconde proprlété. 


e 530. D’un point variable A du cercle directeur F’ on mène les tangentes à 
une ellipse de foyers F et F’. Ces tangentes recoupent le cercle F’ en B et C. 
1° Que représentent pour le triangle ABC, le foyer F et le cercie principal O? 
20 Trouver l'enveloppe du côté BC et en déduire l'existence d’une infinité de 
triangles inscrits dans le cercle F’ et circonscrits à l’elllpse. 


e 531. Soient H et H’ les projectlons des foyers F et F’ d’une ellipse E sur ia 
tangente A en un point variable M. Le cercle de centre H, passant par F’, coupe 
cette tangente en A et B. 

1° Montrer que le lieu de A et de B est un cercle (T) de centre F. Calculer son 
rayon. 

2° Les droites F'A et F'B recoupent le cercle précédent en C et D. Montrer que 
l'enveloppe des côtés du quadrilatère ABCD est l’ellipse E. 

3° Réciproquement trouver l’enveloppe des cordes d’un cercle T vues d’un point 
fixe intérieur sous un angle droit. 
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© 532. On donne une ellipse (E) de foyers F et F’ et une tangente 4 en un point 
variable M. Solent N et N° les points de contact des cercles w et w passant par F 
et F' et tangents à A. 
1° Etudler les directions des secondes tangentes à l’ellipse Issues de N et N’. 
2° Trouver les lieux de N et de N’ et montrer que l'angle V des cercles w et w’ 


V 
est constant. Calculer tg 2° 


© 533. On consldère une ellipse E de foyers F et F’ et un cercle variable « du 
faisceau de cercles de points limites F et F’. Une tangente commune à l’ellipse et 
au cercle w touche E en M et le cercle w en N. Les droites NF, NF’ et la seconde 
tangente à E issue de N recoupent le cercle w en P, P’ et N’. 

1° Montrer que la droite FF’ est blssectrice des angles NF’P et NFP’ et que les 
points P et P’ sont symétriques par rapport à FF’. 

2° Démontrer que les points F, N’, P’ sont alignés alnsl que F’, N’, P. En déduire 
les lieux de N et N' et de P et P’. 


© 534. La tangente en un point variable M d’une ellipse E coupe les tangentes 
AY et A'Y’ aux sommets du grand axe AA’ en T et T’. 

1° Démontrer que le cercle w’ de dlamètre TT’ passe par F et F’ et établir la 
relation AT. A'T = b. 

2° Les droites FT’ et F'T se coupent en I, les droites FT et F'T’ se coupent en J. 
Que représentent les points T, T’, I et J pour le triangle MFF'? Lieu du milleu K 


e IJ. 
3° La droite TT’ coupe FF’ en w. Natures de la divislon (TT’ Mo) et du quadrangle 


ow'IJ. 


è 535. On mène la tangente A en un point variable M d'une ellipse. La droite A 
coupe les tangentes aux sommets AY, A'Y’, BX et B'X' respectivement en T, T’ 

et S’. 

1° Montrer que FT et FT’ sont les bissectrices des angles MFA et SFS'. En 
déduire ge le cercle « de diamètre SS’ est orthogonal au cercle w’ de diamètre TT’ 
et qu’il fait partie du faisceau de cercles de points limites F et F’. 

2° Démontrer que BS.B'S/ = a, que les cercles FF'S et FF’S' sont tangents à A 
et se coupent sous un angle constant. 

3° Démontrer que les divisions (TT'Mw) et (SS'Mw’) sont harmoniques et que 
laxe radical des cercles « et «’ est la normale en M à l’ellipse. 


e 536. La normale en M à l’éllipse E de centre O coupe l’axe focal AA’ en N et 
l’axe non focal BB'en N’. 
1° Montrer que le cercle de centré N’ passant par les foyers F et F’ coupe NN’ aux 
centres I et J des cercles Inscrit et exinscrit dans l’angle M du triangle MFF’. 
2° Calculer en fonctlon des côtés du triangle MFF’, puis en fonction de 
OA = aet OF = c les longueurs des projections de MI, MJ et MN’ sur la droite MF. 
3° Etablir la relation MN. MN’ = MI.MJ et en déduire que la projection MK. 


b 
de MN sur MF est constante et égale à T 


e 537. Une ellipse variable E de grand axe donné 2a et de foyer donné F passe 
par le point fixe A tel que FA = 2 (a — l). 
1° Lieu du foyer F’ de l’ellipse E. Construire les ellipses E passant par un point 
donné P. Discuter et montrer que P doit se trouver à l’intérieur d’une courbe rT. 
2° La demi-drolte AF’ coupe T en M. Montrer que le point M appartient à Pel- 
lipse E correspondante et que la courbe r enveloppe les ellipses E. 


@ 538. Un point M est variable sur une ellipse donnée S de foyers F et F’. On 
asigne par À et A’ les sommets du grand axe de l’ellipse S, par 2a la distance AA’, 
par 2e la distance focale FF’. On considère l’ellipse E dont un foyer est F', qui passe 
par F et qui est tangente en M à l’ellipse S. 

1° Montrer que la longueur du grand axe de l’ellipse E reste égale à a + c quand 
M parcourt S. En déduire que le lieu géométrique du second foyer de E est un 
cercle de centre F, de rayon a — c. 

2° La droite FF’ coupe l’ellipse E en un point N distinct de F. La tangente en M 
à E coupe en P et Q les tangentes en F et N à E. Montrer que les Ileux géométriques 
des points P et Q sont les tangentes en A et A’ à l’ellipse S. (Toulouse. ) 
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@ 539. Dans un plan on considère un segment de drolte AB fixe, de milieu C et 
la perpendiculaire x’x à la droite AB issue de A. Un point P varie sur x’x. La média- 
trice du segment CP coupe en M la parallèle y’y à la droite x’x issue de B. 

1° Solt H la projection orthogonale de C sur MP. Montrer que les triangles 
CMP et ABH sont semblables et en déduire le lieu de H. A quelle courbe E la droite 
MP reste-t-elle tangente? ' 

2° Montrer que la médiane PI du trlangle CMP reste tangente à un cercle T 
de centre C. 

3° K désignant le point de contact de la drolte MP et de la courbe E et L le point 
de contact de la droite PI et du cercle T, démontrer que la droite KL passe par C. 


(Egyple.) 


@ 540. F étant un point fixe, (D) une droite fixe et 2a une longueur donnée supé- 
rieure à la distance de F à (D), on considère la familles des ellipses de foyer F tangen- 
tes à (D) et ayant un grand axe de longueur 2a. 

1° Quel est le lieu du second foyer F’ des ellipses de la famille? 

2° Connaissant le point de contact T d’une ellipse de la famille avec (D), cons- 
truire le foyer F’. 

3° Déterminer les ellipses de la famille passant par un point donné M. Discuter. 

On trouvera que le problème est possible si M est du même côté de (D) que le 
point F et n’est pas extérieur à une certaine elllpse (E). 

4° Montrer que chaque ellipse de la famille est tangente à (E) en un point que l’on 
déterminera. (Dijon. ) 


@ 541. On considère toutes les ellipses E ayant un cercle directeur donné C de 
centie Fet de rayon 2a, et passant par un point fixe intérieur A situé à la distance 
u polnt F. 

1° Quel est le lieu du second foyer F’ des ellipses E? Comment doivent être 
placés sur ce lieu deux points F’, et F’, pour que les elllpses E; et E, correspondantes 
se coupent en A sous un angle droit? 

2° Déterminer celles des ellipses E qui sont tangentes à une droite donnée D 
et leurs points de contact avec D. Discuter. 

3° Montrer que les droites D qui sont tangentes à deux ellipses E se coupant en 
A sous un angle droit sont tangentes à une certaines ellipse r de foyers F et A. 

4° En appelant M, et M, les points de contact d’une de ces droites avec les ellip- 
ses E qui lui sont tangentes, et p son point de contact avec T, montrer que l’angle 
M,FM, est constant et que Fu est bissectrice de cet angle, (Clermont. ) 


© 542. 1° Construire une ellipse (E), connaissant un foyer F, une tangente quel- 
conque MT et la tangente MX en l’un des sommets du petit axe (M désigne le point 
d’intersection de ces deux tangentes). Dans la suite du problème, les droites MT 
et MX étant fixes, on suppose que le point F décrit un cercle (C) tangent à MT en M. 

2° Montrer que le second foyer F’ est aussi sur (C). En déduire que l’un des som- 
mets B du petit axe est fixe et trouver les lieux du centre et de l’autre sommet 
B’ du petit axe. 

3° Soit A l’un des sommets du grand axe de l’ellipse (E). Montrer que le cercle 
(T) de centre A et tangent à MX est orthogonal au cercle (C). 

4° Déduire de ce qui précède que ce cercle (T) est en outre tangent à un cercle 
fixe. (Bordeaux. ) 


@ 543. 1° Lieu des centres des ellipses dont le grand axe a une longueur donnée 
2a, ayant un foyer donné et passant par un point donné. 

2° Construire le centre d’une ellipse ayant un foyer donné, passant par un point 
donné et dont les axes ont des longueurs données. Discuter. 

3° Soient F un point donné, D une droite donnée ne passant pas par F, et A 
un point donné de la droite D. On considère les ellipses (E) passant par A, dont F 
est l’un des foyers, l’autre foyer F’ étant un point quelconque de D. Montrer 
que deux elllpses E ayant même longueur de grand axe ont, en dehors de A, un 
point commun M et un seul. Lieu de M quand on laisse varier la longueur com- 
mune du grand axe. (Toulouse. ) 


© 544. On considère une ellipse de foyers F et F’ dans laquelle la distance focale 
FF’ = 2c est égale à la longueur 2b du petit axe; la longueur du grand axe est 2a. 
1° M étant un point quelconque de cette ellipse, calculer les longueurs MF = x 
+ Mp’ = y en fonction de a et de l’angle FMF’ = «, Quelle est la valeur maximum 
ea 
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2e Calculer, en fonction de x, y, «, puis en fonction de a et «, la puissance du point 
M par rapport au cercle de diamètre FF’. Déduire de ce résultat l’expression de 
la puissance du point M par rapport au cercle principal; quelle est la longueur de 
la corde du cercle principal perpendiculaire à OM? O est le milieu de FF’. 

8° Les droites MF et MF’ recoupent le cercle de diamètre FF’ en P et P’. Cal- 
culer, en fonction de a et g, la distance PP’ et déterminer « pour que la droite PP’ 
soit perpendiculaire à FF. (Maroc.) 


e 545. 1° On considère une ellipse de foyers F et F’, de grand axe 2a. Soient 
(C) le cercle directeur de centre F, M un point de l’ellipse, (T) le cercle de centre 
M passant par F’. 

Comment se transforment, dans une inversion de centre F’, le cercle (T) et la 
tangente en M à l’ellipse? Préciser le centre du cercle transformé de cette tangente, 
et sou lieu lorsque M décrit l’ellipse, la puissance d’inversion restant constante. 

20 On considère deux ellipses (E) et (E’) de même cercle directeur (C), dont on 
désigne les seconds foyers par F’ et F”. 

Déterminer les points communs à ces deux ellipses. Montrer qu’il y en a toujours 
deux, et deux seulement, M et M’. 

Enveloppe de MM’ lorsque, F’ restant fixe, F” décrit un cercle (N) [nécessaire- 
ment intérieur à (C)} et qui passe par F’. 

3° On désigne par I et I’ les centres des cercles inverses des tangentes en M et M’ 
à (E), dans l'inversion de centre F’ qui conserve (C). Montrer que II’ passe par un 
point fixe lorsque M varie sur (E). En déduire le lieu du point commun aux tangentes 
à (E) en Met M’. {Caen.) 


DIX-HUITIÈME LEÇON 


ÉQUATION DE L’ELLIPSE 


e 442. Rayons vecteurs d’un point de l’ellipse. — Soient Ox et Oy les 
axes orientés d'une ellipse (fig. 388). Désignons par M (x, y) le point de coor- 
données x et y du plan et par F (c, 0) et F’ (— c, 0) les foyers de l'ellipse. Quel 
que soit M on a (n° 31) : 
ME = (x— + et ME? (+ + y (1) 
Soit : MF3— MF? = (MF' + MP) (MF'—MP) = dex (2) 


Fig. 388. Fig. 389. 


Si le point M (x, y) appartient à l'ellipse de foyers F et F’ et de grand axe 
AA' = 2a, on a: MF" + MF = 2a G) 


L'équation (2) donne alors : MF — MF = 2ex (4) 


a 


et le système (3), (4) permet d'obtenir les valeurs de MF et MF” : 


o 443. Equation de l’ellipse rapportée à ses axes. — 1° En portant les 
valeurs de MF et MF’ dans les relations (1) on obtient les deux relations : 


e-+ = (a2) et ++- (are) (6 


d 


& 


Elles se réduisènt toutes deux à : 2 + y? + © = @ + 
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2 
ou : = (È — c) + y? = a — eê,  soitpar division par aè — ê= b à: 
2 
Fisl a 


2° Rent si les coordonnées x et y d’un point M vérifient la rela- 
tion (7), elles vérifient les deux relations (6) soit compte tenu de (1) : 


MF? = (a -27 e MP2= (a+ =y ; ® 


Or d’après (7) ona:# = = Donc HE let- æ < a puisque c < a. 


cx 
Les deux expressions a — — as +: = sont donc positives et les relations (8) 


, . cx ON 
s'écrivent : MF = a — 7 et MF'=a4 7. D'où : 


MF + MF’ = 2a. 


Le point M (x, y) appartient à l’ellipse envisagée. Donc (fig. 389) : 


Pour qu’un point M appartienne à l’ellipse d'axes A'A = 2a 
et B'B = 2b il faut et il suffit que ses coordonnées rapportées 
à ces axes vérifient la relation : 


Cette relation est l'équation de l'ellipse rapportée à ses axes. 


e 444. Régions du plan limitées par l'ellipse. — Soit P X, Y) un point 
de la demi-droite OM tel que OP = k OM (fig. 389). On a : X = kx et Y = ky. 


; x 
Soit : Styles +)-1=6 1 


Or P est extérieur à l’ellipse lorsque : k œ> 1, intérieur lorsque : k < 1. Il en 
résulte que : 


Un point est extérieur ou intérieur à l'ellipse suivant qu’en ce point l'expression 


e y T ee 
2T T l est positive ou négative. 


o 445. Ellipse et cercle p principal ou secondaire. — Soit H la projection 
du point M (x, y) de l'ellipse sur l'axe Ox (fig. 390). La demi-droite HM coupe 


le cercle principal de diamètre AA’ en un point M; (x, y1) tel que : 2 + y? a & 
ou y1? = @ — rê, et l'équation de l'ellipse donne : y? = À (at — x) = But 
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, xx _ burn ; ’ . 
où : HM = P HM:. Avec M;’ symétrique de M: par rapport à AA’ on obtient : 


HM = — t HM’. On dit que : 
L’ellipse est l’homologue de son cercle principal dang 


laffinité orthogonale d’axe AA’ et de rapport a (ou — E 


Fig. 390. Fig. 391. 


Traçons le cercle de diamètre BB’, appelé cercle secondaire de l'ellipse (fig. 391) 
et soient Mg et M’; les points de ce cercle de même ordonnée y = OK que le 
point M de l’ellipse. On obtient de même : 


KM = § KM: = — Ÿ KM 
L'ellipse est donc l'’homologue de son cercle secondaire dans l'affinité orthogonale 


d'axe BB' et de rapport 3 (ou — s) 
Il en résulte réciproquement que : 


L’homologue d’un cercle dans une affinité orthogonale de 
rappori k ayant pour axe un de ses diamètres est une ellipse 
admettant ce cercle pour cercle principal si ki < |, pour 
cercle secondaire si k! > 


Si nous désignons par + l'angle (OA, OM»), les coordonnées de M, sont 


x—=acos? et y.—=asing. Par suite celles de M sont x et at soit : 


| = ac | y— bsine | 


Ces relations, appelées équations paramétriques de l'ellipse, sont nécessaires 
et suffisantes pour que le point M (x, y) appartienne à l'ellipse car on a : 


BD = coto + sinto = 1. 


Lorsque + varie de 0 à 27, par exemple, le point M décrit l’ellipse en entier. 
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e 446. Démonstration géométrique. — Traçons (fig. 392) les cercles de centres F 
et F’, passant par les points M et M’ de l'ellipse et menons la tangente commune TT” à 


ces deux cercles. Le milieu Mi du segment TT appartient à l'axe radical des deux cercles 
(n° 288). On a donc : 


MT = MM.MM' = Mie — HM? soit AM? = HMS — MT? (1) 
Or dans le trapèze rectangle FTT'F, la base moyenne OM, est égale à la demi-somme 
des bases FT et F'T’ soit à a. Le point M1 appartient donc au cercle principal O (a) de 
l'ellipse et en posant (OË, OM) = ọ on obtient : 
OH = acos®, HM, = asinọ et MT=;OFsinp|= csin +. 
La relation (1) donne alors : HM? = æ sin? p — c* sin? ọ = b? sin? +. 


D'où : HM = 2 HM, x=0Ĥ=aosọ e y=HM=bsino. 


Fig. 392. Fig. 393. 


e 447. Construction par points d’une ellipse. — Supposons tracés les 
cercles de diamètres AA’ — 2a et BB’ = 2b ( T93). Par le centre O, menons 
une demi-droite coupant le premier en Mi, le second en M2. Les parallèles 


MH à BB’ et MK à AA se coupent en M et on a : 


HM, OM 


Le point M appartient à l'ellipse d'axes AA’ et BB’. En répétant cette cons- 
truction on obtient un nouveau tracé par points de l'ellipse. 


e 448. Projection d’un cercle sur un plan. — La projection d'une figure 
reste égale à elle-même lorsqu'on remplace le plan de projection par un plan 
parallèle. Nous pouvons donc supposer que le plan de projection (7) passe 
par le centre O et le diamètre AA’ du cercle (C) Dané (fig. 394). Soit « l'angle 
aigu du nian (P) de ce cade et du plan de Projection (z). Un point quel- 
conque M, du cercle (C) et sa projection M lar le a pn (7) sont dans un même 
plan perpendiculaire en Hi à AA'etona: o cos œ. Rabattons, autour 
de AA’ comme charnière, le plan P sur a plan (7). Ce rabattement amène le 
point Mo en M; sur la demi-droite HM. On a : HM = HM, cos «. Or le lieu 
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de Mi est le cercle (C:) de diamètre AA’ du plan (7). Le lieu du point M est donc 
l'ellipse, homologue du cercle (C1), dans l'affinité orthogonale d'axe AA’ et de 
rapport cos « (n° 445). 
tte ellipse admet AA’ pour 
grand axe et BB’ = AA’ cos a 
pour petit axe. 
Plus généralement 


La projection orthogo- 
nale d’un cercle sur un 
plan parallèle au diamè- 
tre AA’ de ce cercle est 
une ellipse dont le grand 
axe est parallèle et égal 
à AA. 


Réciproquement, toute ellipse 
de grand axe AA’ = 2a et de 
petit axe BB’ = 2b est la projec- 
tion du cercle de diamètre AA’ 
situé dans un plan P issu de la 
Fig. 394. droite AA’ et faisant avec le plan 
de l’ellipse un angle aigu «œ tel 
que cos « = b/a. 


o 449. Projection circulaire d’une ellipse. — Tout cercle (C) de diamètre 
BB’ du plan (x) est la projection d'une courbe T du plan P issu de BB’. Cette 
courbe T est égale à son rabattement T; sur la plan (x). Or ce rabattement T; 


se déduit du cercle C dans l'affinité orthogonale d'axe BB’ et de rapport ee 
(n° 448). Les courbes T; et T' sont donc de p'a de petit axe BB’ (n° 443) 


et dont le grand axe AA’ a pour longueur a 

Réciproquement toute ellipse de petit axe BB' = 2b et de grand axe AA’ = 2a 
se projette suivant un cercle de diamètre BB’ sur le plan P issu dé BB' et faisant 
avec le plan de l'ellipse un angle aigu « tel que cos æ = bja. 


ELLIPSE PROJECTION D’UN CERCLE 


e 450. Principe de cette étude. — Certaines propriétés de l'ellipse (E) 

uvent se déduire de celles du cercle (C) de diamètre AA’ dont l'ellipse est 
ie orthogonale. Dans les constructions, on utilise le rabattement (C;) 
du cercle (C), c'est-à-dire le cercle principal de l’ellipse, et l'affinité orthogonale 
qui transforme (C1) en (E). Or, lorsqu'on rabat autour de leur intersection AA’, 
un plan (P) sur un plan (r) : 
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1° La projection M et le rabattement M, d'un point Me du plan P sont situés 
sur une même perpendiculaire à AA'. 

2 La projection A et le rabattement À; d’une droite à du plan P se coupent en 
un point | de la charnière AA’ ou lui sont toutes deux parallèles suivant que è 
coupe AA’ en I ou lui est parallèle. 

Ces deux règles: vont nous permettre de construire l'homologue d'une droite 
ou d’un point dans l'affinité d'axe AA’ connaissant le transformé B du point B}. 


e 451. Intersection de l’ellipse et d’une droite. — Soit à construire 
(fig. 395) les points d'intersection d'une ellipse (E) définie par ses sommets 
À, À’, B et B’ et d’une droite donnée A qui coupe AA’ en I. Troas le cercle 
principal (C,) de l'ellipse qui coupe la droite BB’ en B; et B'1 et soit J un point 
quelconque de AA. (ER droite À qui coupe JB en K est la transformée dans 
l'affinité (AA', bja) d'une droite A; issue de I et qui coupe JB, en K; sur la 
perpendiculaire menée de K à AA’ (ligne de rappel de K et K:). La droite A, 
coupe le cercle principal en M, et M'1. Leurs transformés M et M’ dans l'affi- 
nité sont les ponts cherchés. On les obtient à l'intersection de A et des lignes 
de rappel de M; et M’. 


Fig. 395. Fig. 396. 


Lorsque la droite A; est tangente en M, au cercle principal il en est de même 
de À par rapport à l'ellipse. Autrement dit : 


Les tangentes en deux points homologues de l’ellipse et 
de son cercle principal se coupent sur laxe focal de l’ellipse. 


Cette propriété permet de compléter la construction du point M (n° 447) 
par le tracé de la tangente en M. 


e 452. Tangentes parallèles à une direction donnée. — Soit à construire 
(fig. 396) les tangentes à l'ellipse parallèles à une droite donnée A issue de O. 
Construisons comme ci-dessus la droite A, dont A est la transformée dans 
l'affinité AA’ et soient M, et M'; les points de contact des tangentes au cercle 
principal (C:) parallèles à ^4. Ces tangentes coupent AA’ en I et [’. Les parallèles 
à À issues LI et Il’ sont les tangentes cherchées. Leurs points de contact M 
et M' se trouvent respectivement sur les lignes de rappel de M; et de M. 
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e 453. Tangentes issues d’un point donné. — Soit à construire les tan- 
gentes à l’ellipse issues d'un point donné P (fig. 397). Ce point est le transformé 
dans l'affinité AA’ d'un point 
aP, P, qui se trouve sur la ligne 
AN de rappel de P. Pour achever 
de le déterminer menons la 
droite PB qui coupe AA’ en Í 
et qui est la transformée de 
la droite P, B,I. Désignons par 
M, et M'i les points de contact 
des tangentes au cercle prin- 
cipal C; issues de Pet par J et 
J' leurs points d’intersection 
avec AA’. Les tangentes cher- 
chées sont les droites PJ et PJ’. 
Leurs points de contact M et 
M' avec l'ellipse soni ame 
: respectivement sur les lignes 
Fig. 397. de rappel de M; et M`}. 


EN 


e 454. Diamètres conjugués d’une ellipse. — Considérons une éllipse (E) 
projection orthogonale d’un cercle (C). Dans ce cercle (C) le lieu des milieux des 
cordes parallèles à la direction à du diamètre mm' est le diamètre nn’ qui joint les 

joints zR contact des tangentes paral- 
[iles à è. De plus, le lieu des milieux 
des cordes du cercle (C) parallèles à 
la direction è du diamètre nn’ est 
le diamètre mm’ parallèle à à. 


La projection orthogonale conserve 
ces propriétés : aux directions à et è’ 
correspondent deux directions À et A’ 
qui sont dites conjuguées par rapport 
à l'ellipse (fig. 398). Aux diamètres 
mm' et nn' du cercle (C) correspon- 
dent deux diamètres MM' et NN’ 
de l'ellipse appelés diamètres conjugués de l'ellipse. 


Fig. 398. 


Deux diamètres conjugués d’une ellipse sont tels que cha- 
cun d’eux est le lieu des milieux des cordes parallèles à l’autre. 


Les extrémités de l'un d'eux sont les points de contact des tangentes parallèles 
à l'autre. De plus comme les diamètres mm' et nn’ du cercle (C) sont perpen- 
diculaires : 


Deux demi-diamètres conjugués de l’ellipse (E) sont les 
homologues de deux rayons rectangulaires du cercle prin- 
cipal (C3 dans l’affinité orthogonale qui transforme (C;) en (E). 


Au demi-diamètre OM correspondent deux demi-diamètres conjugués 


opposés ON et ON (fig. 398). 
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e 455. Construction du conjugué d’un diamètre. — Pour construire ON, 
connaissant OM, on construit, sur le cercle principal, l'homologue M; du point M 
de l’ellipse (fig. 399). On 
achève le carré OM,P,N, et 
on construit son transformé 
dans l’affinité AA’, à savoir 
le parallélogramme OMPN. 

Ši M et N appartiennent 
à la demi-ellipse ABA’, 
l'angle droit MON; est 
situé à l'intérieur de l'angle 
MON qui est donc obtus. 
Par contre l'angle MON’ 
est aigu. Si M vient en À, 
N vient en B. Donc : 

Les axes de l'ellipse cons- 
lituent le seul couple de dia- 
mètres conjugués reclangu- Fig. 399. 
laires de cette ellipse. ` 


e 456. Théorèmes d’Apollonius. — 1° La somme des carrés de 
deux demi-diamètres conjugués est constante et égale à la 
somme des carrés des demi-axes. 


Prenons comme axes de coordonnées Ox et Oy dirigés suivant les axes OA 
et OB (fig. 399) et posons (OÀ ,0M,) = et par suite (OÀ ,ON;) = + ; - 


D'après les formules du n° 445 on obtient pour coordonnées de M et N : 


j 


yiee les aco(e+5)=—asins 
[y — 5 sin 9 l y = 5 sin (e + 5) = b cos. 


Donc : ÖM? = a? cos? ? -+ b sin? p et ON?— a sin? ọ + b? cos? ọ 
soit OM? + ON? = æ (cos? ẹ +- sin? p) -+ b (sin? ọ + cos? ọ) 


[OMe + où — a + e | 


29 L’aire du parallélogramme construit sur deux demi- 
diamètres conjugués est constante et égale à laire du rec- 
tangle construit sur les demi-axes. 


Le parallélogramme OMPN (fig. 399) est la projection d'un carré Ompn cons- 
truit sur deux rayons rectangulaires du cercle (C) dont l'ellipse est la projection 


orthogonale. Si on désigne par « l'angle aigu du plan du cercle (C) et du plan 
de l'ellipse, on a: S (OMPN)= S (Ompn) X cos « = & X b/a. 


Soit : | S (OMPN) = ab. 


298 GÉOMÉTRIE 


» 457. Théorème. — Lorsque les extrémités P et Q d’un seg- 
ment de longueur constante décrivent respectivement deux 
droites rectangulaires Ox et Oy, un point donné M de la droite 

décrit une ellipse dont les axes sont portés par Ox et Oy 
et ont respectivement pour demi-longueurs QM = a et PM =b. 


Le point M peut être entre P et Q (fig. 400) ou à l'extérieur (fig. 401). Ache- 
vons le parallélogramme OQMM,. On a OM, = QM = a et la droite MM est 


perpendiculaire en H à Ox. L'homothétie { H, IM) transforme O en P, donc: 
i - 


Fig. 400. Fig. 401. 


Le lieu du point M, étant le cercle O (a), le lieu de M est donc l'ellipse d'axes 
' = 2a et BB' = 2b qui sé déduit de ce cercle dans l’affinité orthogonale 


d'axe Ox et de rapport F pi 


Notons que si M est le milieu de PQ, le lieu de M est le cercle O (a). 


e 458. Construction d’une ellipse à l’aide d’une bande de papier. — Pour 
construire un point d'une ellipse dont les axes portés par les droites rectangu- 
laires Ox et Oy ont pour longueurs 
respectives AÀ’ = X et BB’ = 2b 
(fg. 402), on marque sur le bord 
d'une bande de papier fort, de 
préférence dans cet ordre, les points 
P, M, Q tels QM = aet MP =b. 
En plaçant simultanément P sur Ox 
et ô sur on obtient en M un 
point de l'ellipse. La répétition de 
cette opération conduit à un tracé 
r points relativement rapide de 
Fellipe. 


Fig. 402. 


ELLIPSE PROJECTION D'UN CERCLE 299 


e 459. Théorème. — Deux diamètres conjugués OM et OM’ de 
l’ellipse cart esponda: à deux positions rectangulaires PQ et 
P'Q’ de la bande de papier. 

Cela résulte de ce que les rayons correspondants OM, et OM’, du cercle 
principal (n° 454) sont rectangulaires. 

Les deux triangles rectangles OPQ et OQ'P’ (fig. 403) ayant même hypoténuse et des 
angles aigus directement égaux sont superposables dans une rotation de centre O et 
d'angle F L'homologue de M’ est le point N symétrique de M par rapport au milieu © 
de PQ. Achevons le rectangle POQI. Le quadrilatère OMIN est un parallélogramme 
et on a : MI = ON = OM’. D'autre part MI est perpendiculaire à OM’, donc à la tan- 
gente en M à l’ellipse (n° 454). 

Le segment MI est normal en M à l'ellipse et égal au demi-diamètre OM' conjugué de OM 


Fig. 403 Fig. 404. 


o 460. Application. — Construire les axes d’une ellipse dont 
on connaît en position deux demi-diamètres conjugués OM 


et OM’. 


Construisons le point N qui se déduit du point M’ dans une rotation de centre O et- 
d'angle 5 (fig. 404). La droite MN est la position de la bande de papier correspondant 


au point M. Le milieu w de MN est celui de PQ et l'on a &P = WQ = «O. Le cercle de 
centre & passant par O coupe donc MN en P et Q. Les axes Ox et Oy de l'ellipse sont les 
droites OP et OQ. La longueur du demi-axe OA porté par OP est égale à QM et la lon- 
gueur du demi-axe OB porté par OQ égale à PM. On obtient ainsi les sommets A,A’, B, B’ 
de l'ellipse. Le problème admet une solution unique. Donc : 


Une ellipse est déterminée par deux demi-diamètres conju- 
gués donnés. 

La construction précédente, permet en Géométrie descriptive de construire 
la pen d'un cercle connaissant les projections de deux diamètres rectan- 
gulaires de ce cercle, 

o 461. Aire de l’ellipse. — L'aire S, du cercle (C), dont l'ellipse est la pro- 
jection orthogonale, est la limite de l'aire 2, d un polygone régulier convexe 
inscrit lorsque le nombre de ses côtés augmente indéfiniment. Il en résulte 
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que l'aire S de ellipse est la limite de l'aire Z de la projection du polygone 
précédent et comme Z = Z, cos «. On a : 


S = Sp cos a = ra X Ë = zab, 


On voit que S? = na. nb? L'aire de l'ellipse est moyenne proportionnelle 
entre les aires de son cercle principal et de son cercle secondaire. 


APPLICATIONS 


e 462. Méthode de démonstration. — À toute propriété du cercle, se 
conservant en projection orthogonale, correspond une propriété analogue de 
l'ellipse. Inversement pour démontrer une propriété de l'ellipse, il est toujours 
bon de regarder si cette propriété ne découle pas ainsi d’une propriété analogue 
du cercle. Ceci est surtout avantageux lorsqu'il s’agit d’une propriété non focale, 
ne faisant pas intervenir les foyers : 


ExempLes. — 1° La droite qui joint le centre de l'ellipse au milieu d'une corde MM' 
passe par le point P commun aux tangentes en M et M’. 

20 Les cordes joignant un point À de l'ellipse aux extrémités d'un diamètre BC 
de l'ellipse ont des directions ngaa par rapport à l'ellipse. 

Ces cordes AB et AC sont dites supplémentaires. 

3° Les droites joignant les sommets d un triangle aux points de contact d'une 
ellipse inscrite dans ce triangle sont concourantes. 

s propriétés résultent des propriétés analogues du cercle (cf. n° 97). 


© 463. Théorème de la Hire. — Lorsque {es sommets À et B d’une plaque 
triangulaire ABM décrivent respectivement deux droites fixes Ou et Ov te 
tieu du sommet M est une ellipse de centre O. 


La longueur AB et l'angle (OA, OB) étant constants (fig. 405), le cercle AOB de centre w 


Fig. 405. Fig. 406. 


a un rayon constant et coupe Ja droite wM en deux points P et Q invariablement liés au 
triangle ABM. Les arcs AP et AQ restant constants, il en est de même des angles (OA,OP) 
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et (OA, OO). Les points P et Q décrivent donc deux droites Ox et Oy, rectangulaires 
puisque l'angle (OP , OQ) est droit. Le point M, étant un point déterminé du segment 
de longueur constante PQ, décrit donc (n° 457) une ellipse de centre O dont les demi-axes 
portés par Ox et Oy ont pour longueurs respectives QM et MP. 


© 464. Cercles de Chasles d’une elli — Etant donnée une ellipse (E) d'axes Ox 
et Oy (fig. 406), considérons les deux cercles (T) et (T”) de centre ( O et de rayons respectifs 
a+ b et a — b, puis sur le premier le point I tel que (Ox,01) = ọ et sur le second 


le point J tel que (Ox 0J) = — ọ. On obtient pour coordonnées de ces points : 
I x = (a + b) cos ọ Re 


y = (a + b) sing y = (b — a) sin +. 


Le milieu M de IJ a donc (n° 31) pour coordonnées : 
x = a cos p et y =b sin ®. 
Lorsque ọ varie le lieu du milieu M de 1J est donc l'ellipse E. 


Soient P et Q les projections de I sur Ox et Oy. La droite PQ passe par le milieu w de OI 
et est parallèle à OJ. Elle passe donc par le milieu M de IJ et on a : oP = oQ = ae 
et oM = ++ d'où PM =b et QM = a. Le segment PQ est donc la bande de 
papier relative à M. Par suite (n° 459) : 


La droite 1] est la normale en M à l'ellipse et les segments IM et JM sont égaux au demi- 
diamètre OM conjugué de OM. 


La relation c? = (a + b) (a — b) montre que OF? = OF’ 2= OI.OJ. Le quadrangle 
FF'1J est harmonique car k £ l’est bissectrice intérieure de l'angle IOJ (n° 354) et ai 


OM? = ME = Mj? = MF.MF’. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Equation de l’ellipse rapportée à ses axes de symétrie. (Bordeaux, ME et MT.) 


— La projection d’un cercle est une ellipse. (Montpellier, ME.) 


— Ellipse et cercle considérés comme projection orthogonale l'un de l’autre. 
(Toulouse, ME et MT.) 


EXERCICES 


Construire une cllipse connaissant : 
e 546. Les sommets de l’un des axes et un point. 
e 547, Les sommets de l’un des axes et une tangente. 
e 548. Les droites qui portent les axes et deux points. 
e 549. Les droites qui portent les axes et deux tangentes. 


@ 550. Le support de l'un des axes, deux tangentes et ie point de contact de l’une 
d'elles. 


è 551. Le support de l’un des axes, deux points et la tangente en l’un d’eux. 
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© 552. Trouver l'enveloppe d’une drolte variable qui découpe dans la surface 
d’une ellipse donnée un segment d’aire constante. 


@ 553. Inscrire dans une elllpse donnée un triangle admettant le centre O de 
Pelipe pos centre de gravité. Enveloppe des côtés des trlangles possédant cette 
proprlétė. 


@ 554. Par un polnt variable M d’une ellipse donnée on mène les cordes MN et 
MP parallèles à deux diamètres conjugués fixes. Enveloppe de la corde NP. 


@ 555. Trouver l'enveloppe des côtés des parallélogrammes MNPQ inscrits dans 
une elllpse donnée et admettant pour diagonales deux diamètres conjugués. Lieu 
des sommets du parallélogramme formé pâr les tangentes en M, N, P et Q. 


.@ 556. Par un point fixe S intérieur à une ellipse E de centre O on mène les cor- 
des MP et NQ parallèles à deux directions conjugués de l’ellipse. 

1° Trouver le lieu du milieu I de MN et de l'intersection J de MN avec la paral- 
lèle à OI menée par S. 

20° Enveloppe des côtés du quadrilatère MNPQ en supposant S sur un des axes 
de l’elllpse E. 


@ 557. Soient OM et ON deux demi-dlamètres conjugués d’une elllpse. Deux 
droltes de directions conjuguées variables Ou et Ov coupent la tangente en M en 
Pet Q et la droite PQicoupe les axes Ox et Oy de l’ellipse en R et S. Démontrer que : 


a) MP.MQ = — OM b) 


@ 558. On désigne par M et N les extrémités de deux demi-diamètres conjugués 
d’une elllpse E, par P et Q leurs projections sur l’axe focal Ox et par R et S leurs 
projectlons sur l'axe non focal Oy. Démontrer que : 


1° OP! + OQ? = a? 20 OR? + OS? = b? 3° | 0P. OS — OQ. OR |= ab. 
@ 559. Soient M et M’ les extrémités de deux demi-diamètres rectangulalres d’une 
ellipse d’axe focal Ox tel que : (Oz, OM) = è et (Ox, ÖM’) = (0 + 5} 

1° Exprimer les coordonnées de M et M’ en fonction de 6, p = OM et ¢' = OM’ 


1 
et démontrer la relation Jr + JT a + z 


20 Soit H la projection du centre O sur MM’. Calculer OH et trouver l'enveloppe 
des côtés des losanges inscrits dans l’ellipse. - 


@ 560. On considère un point M d’une ellipse de foyers F et F’ et de centre O. 
On pose MF = p, ME’ = ¢' et on désigne par 0 l'angle FMF' et par M' l'extrémité 
du demi-dlamètre conjugué de OM. 

ð 


6 à 
1° Démontrer que pp’ cos? 5 — b? et calculer p et p'en fonction de 5 
2° Démontrer que OM? = a? — bgs et en déduire que : MF. MF’ = OM’? 


© 561. 1° Démontrer que la puissance d’un point M d’une ellipse par rapport 
au cercle principal est proportionnelle au carré de sa distance au grand axe., 
2° Montrer que la longueur de la tangente menée du point M au cercle secondaire 
est proportionnelle à sa distance au petit axe. 
8° Construire une elllpse connaissant deux points de la courbe et soit le cercle 
principal soit le cercle secondaire. 


@ 562. Un cercle (C) de centre O ct de rayon R situé dans un plan P se projette 
orthogonalement sur un plan Q suivant une ellipse E de foyers F et F’. Les droites 
A et A’, perpendiculaires en F et F’ au plan Q sont dites droites focales du cercle C 
(exercice 505). 

1° En désignant par A l'intersection de A et du plan P et par « l'angle aigu de A 
et du plan P, montrer que : OA = R cosa. 

2% Démontrer que la somme des distances d’un point M du cercle (C) aux droites 
focales parallèles A et A’ est égale à 2R. 
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e 563. 1° Démontrer que deux ellipses, homothétiques par rapport à leur centre 
commun, découpent sur toute sécante commune des cordes de même milleu. 

2° Trouver le lieu du milieu M d’une corde AB d’une ellipse issue d’un point 
fixe P. 


@ 564. 1° Soient M, et M, les points du cercle principal et du cercle secondaire 
homologues d’un point donné M d’une ellipse. Démontrer que si M, et M, sont 
alignés avec le centre O de l’ellipse le cercle MM,M, est tangent au cercle principal 
et au cercle secondaire. 
2° Construire une que connaissant son centre, les longueurs 2a et 2b de ses 
axes et un point donné M. Peut-on retrouver cette construction à l’aide de la bande 
e papier 


e 565. Le plan étant rapporté à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et 


y. 
1° Démontrer que dans une ellipse E de centre O dont les axes portés par Or 
et Oy ont pour longueurs respectives 2a et 2b, le produit des coefficients angulaires 


de deux directions conjuguées est égal à — Y 


20 Conséquence pour les droites joignant un point M de l’ellipse E aux extrémités 
A et A’ d’un diamètre quelconque de l’ellipse? 

3° Les points A et A’ symétriques par rapport à O étant donnés, déterminer et 
construire le lieu des points M tels que le produit des coefficients angulaires de AM 
et de A'M soit égal à — k? (k désignant un rapport donné). 


e 566. 1° Soient AX et A'X’ deux tangentes d’une ellipse parallèles au demi- 
diamètre OB de cette ellipse, Les droites AX et A’X’ coupent en P et P’ la tangente 
en un point variable M de l’ellipse et coupent en Q et Q’ les droites A'M et AM. 
Démontrer que AA’, PP’ et gg sont concourantes en un point S tel (PP/MS) = — 1, 
que P et P’ sont les milieux de AQ et A’Q' et que l’on a : 


AP.AP' = 1 AG.AQ = OB- 


20 On se donne, sur deux axes parallèles AX et A’X', deux points P et P’ variables 
tels que AP. A’P' = k? (k longueur donnée). Trouver l'enveloppe T de la droite PP’ 
et préciser son point de contact M. Trouver le lieu r” du point de rencontre M’ de 
A'P et de AP’ et préciser la tangente en M’ à IT”. 

3° Démontrer que la projection orthogonale ou oblique d’une ellipse sur un plan 
est une ellipse. 


@ 567. 1° Deux cordes AB et CD d’une ellipse issues du point P sont respectl- 
vement paralièles aux demi-diamètres OI et OJ. Démontrer que : 
PA.PB _ PC.PD 
O  OJ? 

2° Pour que quatre poinis À, B, C, D d’une ellipse apparliennent à un même cercle 
il faut et il suffit que les cordes AB et CD soient égalemeni inclinées sur les axes. 

3° Démontrer que sur l’ellipse d'équations paramétriques : x = a cos 6; y = bsin6, 
la condition précédente se traduit par la relation : 

64 + 68 + 8o + 6 = 0 (à 2kr près). 


e 568. Utliiser la propriété précédente pour construire : 

1° Le quatrième point D commun à une ellipse et au cercle passant par trols 
points A, B, C de cette courbe. Cas où A et B sont confondus? Cas où le point C 
vient se confondre avec les points A et B déjà confondus? 

20 Les points C et D où se recoupent une ellipse et un cercle passant par deux 
points A et B de cette ellipse distincts ou confondus (on recherchera le milieu de 
la corde CD) 


@ 569. La normale et la tangente en un point M d’une ellipse de foyers F et F’, 
coupent l'axe focal Ox en N et T, l'axe non focal Oy en N’ et T’. 
1° Montrer que le cercle MN'T' passe par F et F’ et que l’on a 


OT.ON = c? et OT’.ON’ = — e, 


304 GÉOMÉTRIE 


2° Mener les normales à l’ellipse issues d’un point N de l’axe Ox ou d’un point N’ 
de l’axe Oy. Discuter. 
3° On considère le cercle r de centre T’ passant par F et qul coupe MN en I et 
J. Démontrer que le quadrangle IJFF’ est harmonique et que l’on a: 
OI.OJ = €? et OI + OJ = MF + MF’ = 2a. 
Calculer OI et OJ et en déduire les lieux de I et J. 


@ 570. On considère une ellipse E de centre O et deux diamètres conjugués varia- 
bles Ou et Ov coupant en M et N une droite donnée A. Soit I le point d’intersection 
de A avec le diamètre conjugué de la direction A. 

1° Démontrer que le produit IM.IN est constant et négatif, puis que le cercle 
OMN recoupe OI en un point fixe J. 

2° Les droites Ou et Ov recoupent en P et Q un cercle donné quelconque + 
passant par O. Démontrer que PQ passe par un point fixe K intérieur à y. 

3° Par un point A d’une ellipse r on mène deux sécantes rectangulaires variables 
AB et AC. Démontrer en projetant Tr suivant un cercle y, que la corde BC passe 
par un pomt fixe intérieur « situé sur la normale en A à ellipse r (Théorème de 

régier). 


@ 571. On connaît deux couples de directions conjuguées d’une ellipse E de centre 
O donné. 

1° Utiliser la propriété démontrée au 2° de l’exercice précédent pour construire 
les droites Ox et Oy, supports des axes de l’ellipse et la direction conjuguée d’une 
direction donnée 8. 

2° Acheverla construction de l’ellipse connaissant un point donné ou une tangente. 


2 2 
@ 572. On considère une ellipse (C) définie par l’équation : A + A =1. 


Soient F, et F, ses foyers. Considérons un point M de (C), tel que l’angle FMF, 
des rayons vecteurs F; M et F,M soit égal à une valeur donnée o. 

1° Exprimer les quantités p, = F,M et f = F,M en fonction de a, b et +. 

2° Exprimer les coordonnées xo, Yo du point M en fonction de a, b et +. 


1 1 
3° On pose a = 1, b = D COS  — 35 trouver langle que la tangente à (C), au 
point M correspondant, fait avec l’axe Or. (Besançon. ) 


e 673. On considère dans le plan un triangle ABC dont les sommets B et C sont 
ee Fe nue variable de façon que b + c reste constant et égal à une longueur 
onnée l. 
1° On appelle P, T, T’ les points de contact du cercle exinscrit dans l’angle B 
avec les côtés BC, AB et AC respectivement. Montrer que P est fixe et est l’un des 
sommets de l’ellipse décrite par le point A. Quels sont les lieux de T et T’? 


ë B, C 
2° Montrer que le produit tg gtg 5 reste constant. 


3° Si l’on appelle w le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et H son point 
2 


H 
de contact avec le côté BC, montrer que le rapport HB Ft reste constant. En déduire 


que le lieu de w est une ellipse de grand axe BC. (Clermont. ) 


@ 574. Soient une ellipse E de centre O, de foyers F, F’, de grand axe AA’ 
(OA = a, OF = c), M un point de E, m sa projection sur AA’, T et N les points 
où la tangente et la normale en M coupent respectivement AA’. 

- ———7 3 —— 
1° Etablir les formules : NF = © MF; Om.OT = at; ON = © Om. 


(On pourra démontrer la seconde en considérant l’ellipse comme projection d’un 
cercle.) Construire M, connaissant N. Discuter. 

2° Dans quel rapport le centre I du cercle inscrit au triangle FMF’ divise-t-il 
MN? Les coordonnées de M et de I par rapport aux axes de symétrie de l’ellipse 
étant respectivement (x, y) et (X, Y), montrer que les rapports x /Y et y /Y restent 
constants quand M décrit E, et en déduire le lieu de I. (Dijon. ) 
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è 575. On considère une ellipse dont les extrémités du grand axe sont A'A, 
du petit axe B'B.A’A = 2a, BB = 2b. D’un point C pris sur la droite A'A on mène 
une tangente CD à l’ellipse et la tangente CD’ au cercle principal du même côté 
que CD par rapport à la droite A'A. Soient M et M’ les points de contact de ces 
tangentes respectivement avec l’ellipse et le cercle principal et D et D’ les points 
de rencontre des tangentes avec la droite BB’. Soient + et +’ les angles aigus que font 
respectivement ces tangentes avec AA’. 

{° Trouver la relation qui lie tg y et tg g’. 

2° Trouver en fonction de a et +’ l’aire du triangle OCD'’ et l’aire du triangle 
OCD en fonction de a, b et g. 

3° Etudier la variation de laire OCD quand ® varie. Construire la tangente CD 
qui correspond au minimum de l'aire OCD. 

4° F et F’ désignant les foyers de l’ellipse, calculer, dans le cas où le triangle 
OCD est d’aire minimum, les angles F et F’ du triangle MFF’. (Egypte.) 


e 576. Le problème propose l'étude d’une ellipse (E) dont on connaît le cercle 
principal (C) de centre O, de rayon R, et deux points a, b. On transforme le problème 
en une étude dans l’espace. Tout point m de (E) sera la projection orthogonale 
sur le plan de l’ellipse (E) d’un point M d’une sphère (£) de centre O et de rayon R. 
1° Calculer la longueur mM et l’angle (Om, OM), en fonction de la longueur 
Om = r, 0<r<R. Que décrit M quand m décrit (E)? 
2° Déterminer le grand axe de (E) en cherchant son point P d’intersection avec 


la droite ab. Exprimer 5 en fonction de r,—longueur Oa et r, = longueur Ob. 


Préclser le nombre de solutions. 

3° F étant un foyer de (E), montrer géométriquement qu'il est à l'intersection 
de l’ellipse de cercle principal (C) et dont l’un des foyers est a, avec l’ellipse de 
cercle principal (C) et dont Pun des foyers est b. 

Application. — On dispose d’une carte terrestre, projection orthogonale d’un 
hémisphère sur le plan de l’équateur. On va de A à B sur Ia terre en suivant le grand 
cercle défini par AB. On ne connaît que les deux projections a, b de A, B sur la carte. 
Construire sur la carte un rabattement du chemin terrestre suivi. (Bordeaux. } 


| DIX-NEUVIÈME LEÇON | 


HYPERBOLE 


e 465. Définition. — L’hyperbole est le lieu géométrique des 
points du plan dont la différence des distances à deux points 
fixes F et F' est constante et égale à une longueur 2a. 


Les points F et F’ sont les foyers de l'hyperbole (fig. 407) et les segments 
MF et MF" les rayons vecteurs du point M de pe Ils vérifent la relation : 


o 


La distance FF” = 2c est la distance focale. L'inégalité IMF — MF'!| < FF" 


a c , st , : 
entraîne a < c et le rapport ae > ] est l'excentricité de l'hyperbole. 


Fig. 407. Fig. 408. 


Toute homothétie positive de ra port k transforme le triangle MFF” en un 
triangle semblable M,F,F;y’ tel ae aF — M,F, | = 2ka et FF1= 2kc. Le 
lieu de M, est par suite une hyperbole de même excentricité e que l'hyperbole 
proposée. 

Toute courbe semblable à une hyperbole est une hyperbole 
de même excentricité. 


e 466. Tracé continu de l’hyperbole. — Considérons (fig. 408) une règle à laquelle 
est fixé un petit anneau lui permettant de pivoter sans glisser, autour d'une pointe piquée 
en F’, et un fil fin, souple, inextensible attaché d'une part à une pointe piquée en F et 
d'autre part à l'extrémité K de la règle. Si nous maintenons, le fil tendu à l’aide de la 
pointe du crayon placée en M contre la règle, cette pointe en se déplaçant décrit un arc de 
l'hyperbole de foyers F et F’, dont la longueur 2a est la différence entre la longueur F'K 
et la longueur FMK = l du fil. 
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En retournant la règle puis en échangeant les rôles de F et F’ on obtient ainsi quatre 
arcs analogues, mais on ne peut obtenir toute la courbe car on est toujours limité par la 
longueur de la règle. 


e 467. Branches de l’hyperbole. — Désignons (fig. 407) par x'x la droite FF" 
par y'y la médiatrice de FF” et par O le milieu de FF”. La relation (1) du n° 465 


se décompose en : 
MF' — MF = 2a (2) et MF — MF' = 2a 8) 


Les points qui vérifient la relation (2) sont situés dans le demi-plan (I) limité 
par y'y et contenant F. Ceux qui vérifient la relation (3) sont situés dans le 
demi-plan (II) contenant F’. Comme il ne peut exister de points vérifiant les 
deux relations (2) et (3), l'hyperbole se compose de deux parties distinctes que 
l'on appelle les branches de l'hyperbole. 


e 468. Construction par points de l’hyperbole. — Pour obtenir des 
points de l'hyperbole il suffit (fig. 409) de prendre les intersections M et M’ 
de deux its de centres F et F’ dont les rayons respectifs p et p' vérifient 
la relation |p' — ẹ| = 2a. 

Puisque FF’ = 2c >> 2a, ces deux cercles se coupent effectivement si 
p+r = > FF'= 26c ‘est-à-dire si si le plus petit de leurs rayons est au moins égal 
àc — a. En faisant varier p et p’ on obtient un tracé par points de ri égal 


Fig. 409. Fig. 410. 


Comme p et p' peuvent prendre des valeurs aussi grandes que l'on veut, il y a 
toujours des points de la courbe que l'on ne peut construire : l hyperbol e 
possède des branches infinies. 


e 469. Symétries de l'hyperbole. —Si un point M appartient à l'hyperbole 
(fig. 410) il en est de même des points M’, M; et M'; respectivement symétriques 
de M par rapport à x'x, y'y et par rapport à O. L'hyperbole admet donc les 
droites x'x et y'y pour axes de symétries et lè point O pour centre de symétrie. 


L'axe de symétrie x'x est appelé axe focal ou axe transverse, 
laxe de symétrie y'y axe non focal ou axe non transverse et 
le point O centre de symétrie de la courbe. 


La symétrie x ‘x transforme chaque branche en elle-même tandis que les 
symétries O et y'y échangent ces deux branches. Deux points tels que M et M’, 
RE dits diamétralement opposés et le segment MM'i est un diamètre de l’hyper- 

e. 
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e 470. Sommets de l'hyperbole. — Il n’y a aucun point M de l'hyperbole 

sur y'y car cela conduirait à MF’ — MF | = 0 = 2a, ni sur les prolongements 

du segment FF’ car cela conduirait à MF° — MF] = FF’ Æ 2a. Pour tout 

int M du segment FF” on a : MF + MF = MOR :MF — Mo 2MO 

Les points À et A’ du segment FF’ tels que OA = OA’ = a appartiennent 

à l'hyperbole et sont appelés sommets de l'hyperbole 410). | longueur 
= 2a est la longueur de l'axe focal de l'hyperbole. 


o 471. Intérieur et extérieur de l'hyperbole. — Etudions (fig. 411) com- 
men varie la différence (MF' — MF) lorsque M Tuna une demi-droite Kà du 
lan (I), perpendiculaire en K à Oy. Ši K M; < KM, on a, dans le tra- 
pze E 'FMM, dont les diagonales se coupent en Î : 
MF < IM, + IF et MF < IM + IF. Soit par addition : 


MF + MF < MF + MF d'où: M,F — M,F < MF' — MF. 


extérieur 


Fig. 411. Fig. 412. 


La différence MF’ — MF nulle lorsque M est en K augmente donc avec KM. 
Désignons par J le point de rencontre de KF et MF”. Puisque : 


MF < MJ + JF=MF'—JF'+ JF ona:JF—JF< MF —MF<FF’. 


Lorsque M s'éloigne indéfiniment sur KA, le point J vient en F et JF — JF 
a pour limite FF’ = 2c. Il en est donc de même de MF” — MF. Ainsi 
lorsque M décrit KA la différence MF” — MF croît de 0 à 2c et prend une fois 
et une seule la valeur 2a comprise entre 0 et 2c. Par symétrie par rapport à Oy 
on voit que (fig. 412) sur une droite À parallèle à l'axe focal FF , il existe deux 
points M et M’ de l'hyperbole, partageant cette droite en trois parties, 


L’hyperbole partage le plan en trois régions contenant res- 
peser les points O, F et première est dite extérieure à 
hyperbole et les deux autres intérieures à Thyperbole. 


Tout point M; du segment MM est extérieur. D'après ce qui précède, on a : 


MF — MF" <:MF'—MEF = 2a donc | 'M:F' — MF < 2a 


Tout point M, de la demi-droite MA est intérieur ainsi que tout point M; de 
la demi-droite M'X' et on a de même : 


MF — MF >> 2a | M,F — MF > 2a. | 
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Il en résulte, comme au n° 426 que : 

Un point donné est extérieur ou intérieur à l'hyperbole suivant que la différence 
de ses distances aux foyers de cette hyperbole est inférieure ou supérieure à l'axe 
transverse AA' = 2a de cette hyperbole. 


e 472. Théorème fondamental. — L’hyperbole est le lieu géomé- 
trique des centres des cercles tangents à un cercle fixe et 
passant par un point fixe extérieur à ce cercle. 


1° Considérons (fig. 413 et 414) un point M de l'hyperbole de foyers F et F' 
et d’axe transverse égal à 2a. Sur la demi-droite MF” portons dans le sens MF 
une longueur Mọ = MF. Le segment F'ọ étant égal à 2a, le point ọẹ appartient 
au cercle de centre F’ et de rayon 2a qui laisse le foyer F à son extérieur. Le cercle 
de centre M passant par F est tangent en ® à ce cercle. 


P 
Fig. 413. Fig. 414. 

2° Re dir considérons un cercle fixe de centre F' et de rayon 2a, 
un point fixe extérieur F et un cercle de centre M, nt par F et tangent en 
ẹ au cercle F’, Quelle que soit la nature du contact, le point M appartient à l'un 
des prolongements du segment F'?. On a donc : 'Mẹ — MF'| = F'p c'est-à- 
dire puisque Mọ = MF et F'ọ = 2a : 

MF — MF'' = 2a. 


Le point M appartient à l'hyperbole de foyers F et F’ et dont l'axe transverse 
a pour longueur 2a. 


e 473. Cercles directeurs. — On appelle cercles directeurs de 
l’hyperbole les cercles ayant pour centres respectifs les foyers 
F et F' et pour rayon 2a. 


L'hyperbole est donc le lieu des centres des cercles pani par un foyer et 
tangents au cercle directeur relatif à l’autre foyer (fig. 413 et 414). 

On appelle cercle principal de l'hyperbole, le cercle admettant l'axe focal AA’ 

z diamètre. C'est le cercle de centre O et de rayon a. Comme O est le milieu de 

Le cercle principal est homologue du cercle directeur 
F' (2a) dans l’homothétie (F, 1/2). 

Notons que cette homothétie transforme le cercle de centre M passant par F 
en un cercle de diamètre MF tangent au cercle principal. 
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e 474. Deuxième construction par points de l’hyperbole. — Soit (fig. 415) 

un point quelconque + du cercle directeur F’ (2a). La droite F'? et la médiatrice 

de Fo se coupent en général en un point M, centre d'un cercle passant par F et 

tangent en ọ au cercle directeur F’. Le point M appartient donc à l'hyperbole. 

e répétant cette construction on obtient un nouveau tracé par points de l'hyper- 
e. 

Discussion. — Désignons par T et T’ les points de contact du cercle direc- 
teur F’ avec les tangentes FT et FT” issues di foyer F. Lorsque + appartient 
à l'arc TT, intérieur au cercle FTF'T", l'angle FoF’ est obtus et le point ẹ 
est situé entre M et F'. On a : MF" — MF = 2a et le point M appartient à la 
branche la plus voisine de F. 


Fig. 415. Fig. 416. 


Lorsque ® appartient à l'arc TT” extérieur au cercle FTF'T', l'angle FoF’ est 
sus (fig. 414) et on a : MF — MF' = 2a. Le point M appartient à l'autre 
ranche. 
Lorsque + tend vers T ou T’, l'angle FoF’ devient droit et le point M s'éloi- 
gne indéfiniment dans la direction FT ou FT’. 
Les directions F'T et F'T' sont dites directions asymptotiques de l'hyperbole. 


o 475. Définition. — On dit qu'une droite À est asymptote à une courbe (C), 
si la distance MH d’un point M de cette courbe à la droite A, tend vers zéro 
lorsque le point M s'éloigne indéfiniment sur la courbe (fig. 416). 

Si A désigne un point fixe donné, la droite AM admet pour position limite la 
parallèle AX à A, L'asymptote A est parallèle à une direction asymptotique AX 
de la courbe (C). D'autre part l'asymptote A constitue la position limite de la 
droite Mà, menée par M parallèlement à la direction asymptotique AX. 


e 476. Théorème. — L’hyperbole admet deux asymptotes issues 
de son centre et Daralléles à ses directions asymptotiques. 

La parallèle à F°T menée par O (fig. 417) est la médiatrice OS du segment FT. 
Soit M un point de l'hyperbole, centre d'un cercle passant par F et tangent en 
ọ au cercle directeur F’. La droite FT coupe OS en K, recoupe le cercle M en G 
et coupe en Î la tangente commune en + aux cercles F' et M. La distance MH 
de M à la droite OS est égale à sa projection mK sur FT. Comme m et K sont 


les milieux de FT et FG ona:MH=mK=} GT. 
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Lorsque le point + vient se confondre avec T, le point M s'éloigne indéfini- 
ment sur l'hyperbole. Le point I, pôle de Tọ par rapport au cercle F’, vient 
se confondre avec T et comme 

IT? = Iẹ? = IF.IG 

on voit que IG tend vers zéro. 
Le point G vient en T, ce 
qui montre que GT tend vers 
zéro, et il en est de même de sa 
moitié MH. La droite OS est 
donc une asymptote de l’hyper- 
bole. Il en est de même de OS’ 
médiatrice de FT’. 

Notons que OS est la posi- 
tion limite de la droite Mm, 
parallèle à la direction asymp- 
totique F'T lorsque M s'éloigne Fig. 417 
indéfiniment. ds 


© 477. Position et angle des asymptotes. — L’homothétie (F, 1/2) montre 
(fig.418) que les asymptotes passent par les points de contact K et K’ des 
tangentes au cercle principal issues du foyer F. Autrement dit : 


Les projections d’un foyer sur les asymptotes sont situées 
sur le cercle principal. 


Ces asymptotes coupent le cercle de diamètre FF” aux sommets d'un rectangle 
dont les côtés opposés CC’ et DD” sont les perpendiculaires en A et A' à FF” 
(égalité des triangles OFK et OCA). 

s côtés CD et C'D’ sont perpen- 
diculaires en B et B’ à l'axe non focal. 

pose : OB = OB’ =b. Comme 


OC? =0A? + OB? on obtient : 
B= 2 — À ou 


Le segment BB’ est appelé axe 
non {ransverse de l'hyperbole. L'angle 
COC' = 2x est l'angle des asympto- 
tes l'on a : 


Fig. 418. a . 
cos à = Š sin &« = 


a — 


d'où: sin 22 = 2 sin a cos a = 2 et cos 2a = cosx — sin? « = -E 


Lorsque les asymptotes sont rectangulaires, l'hyperbole est dite équilatère. 
Dans ce cas : 2x = jeta=b= 5; vi. D'où : e = V2. 
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Dans une hyperbole équilatère les asymptotes sont les 
bissectrices de l’angle formé par les axes et l'excentricité 
est égale à v2. 


e 478. Intersection d’une droite et d’une hyperbole. — Les points com- 
.muns à une droite À et à l'hyperbole de foyers F et F’ (fig. 419) sont les centres 
des cercles tangents au cercle directeur F’, passant par F et par le point F1, symé- 
trique de F par rapport à A. D'après l'étude faite au n° 326, on mène par F et 
F, un cercle quelconque coupant le cercle F’ en C et D, puis, par le point I 


Fig. 419. Fig. 420. 


commun à CD et à FF}, les tangentes Iọ et Ï®’ au cercle F’. Les points cherchés 
M et M’ sont les D avec F’? et F'ọ’. Toutefois lorsque la droite 
A passe par F’, elle coupe-le cercle F’ en + et +’ (fig. 420) et les points M et M’ 
sont les intersections de À avec les médiatrices de Fọ et Fg’. 


e 479. Discussion. — 1° D’après la discussion du n° 326, les points + et +’ 
existent si F et F1 sont tous deux extérieurs au cercle F’. Ils sont confondus si 
F, est sur le cercle F” et n'exis- 
tent pas si F} est intérieur au 
cercle F’. Chaque point p con- 
duit à un point d intersection 
M sauf lorsque F’? et A sont 
parallèles. Ceci a lieu lorsque + 
esten T ou T’ donc lorsque A 
est parallèle à une asymptote. 


L'’homothétie (F, 1/2) montre 
que : 


Une hyperbole et une droite 

A non parallèle à une asymptote 

Fig. 421. ont deux points communs dis- 

tincts si la projection H d'un 

foyer sur À est extérieure au cercle principal, un seul point si le point H est sur le 

eree principal et pas de point commun si le point H est intérieur au cercle prin- 
cipal. 

20 Si A est parallèle à une asymptote (fig. 421) les deux points + et +’ existent 

mais le second est en T ou T’. Le point M’ correspondant est rejeté à l'infini 
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et il reste un seul point d’intersection M. Si A est une asymptote + et +’ sont 
confondus en T ou T’ les deux points M et M’ sont rejetés à l'infini. 


Une asymptote n'a aucun point commun avec l'hyperbole et une parallèle à 
une asymptote coupe toujours l'hyperbole en un point. 


TANGENTES A L’HYPERBOLE 


e 480. Existence de la tangente en un point. — Considérons (fig. 422) un 
oint donné M et un point M’ quelconque sur une même branche d’une hyper- 
le de foyers F et F’. Les points M et M' sont les centres de deux cercles passant 
par F et respectivement tangents en + et p’ au cercle directeur F’ (2a). Ces cercles 
se recoupent en un point F; symétrique de F par rapport à la sécante MM. La 
droite FF; et les tangentes en + et 9’ au cercle F’ sont concourantes en un point Í, 
centre radical des trois cercles M, M’ et F’. Lorsque le point M’ se déplaçant 
sur l'hyperbole, vient se confondre avec le point M, le point +’ vient en +: Ilen 


Fig. 122. Fig. 428. 


est de même du point Í, pôle de la droite ẹẹọ' par rapport au cercle directeur F”. 
La relation IF .1F; = lẹ? montre que IF; tend vers zéro et que le point F; vient 
également se confondre avec le point +. La droite MM’ pivote autour de M et 
admet une position limite médiatrice du segment Fo. Le triangle FMọ étant 
isocèle (fig. 423) et les vecteurs MF’ et Mọ de même sens, cette position limite 


est la bissectrice intérieure de l'angle FMF”. 


En tout point d’une hyperbole, il existe une tangente qui est 
bissectrice intérieure de l'angle des rayons vecteurs de ce 
point. 


Il en résulte que les tangente aux sommets À et A’ de l'hyperbole sont les 
perpendiculaires en À et A’ à l’axe focal. 


La normale en M à l'hyperbole est par suite la bissectrice extérieure de l'angle 
des rayons vecteurs. 
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e 481. Corollaires. — 1° La deuxième construction par points de l'hyper- 
bole du n° 474 fournit en même temps que le point M, la médiatrice HM du 
segment Fe correspondant, c'est-à-dire la tangente en M à l'hyperbole. Notons 
que : 

Le symétrique d'un foyer: par rapport à une tangente à l'hyperbole, le point de 
contact de cette tangente et l'autre foyer sont trois points alignés. 

, 2° Si dans la construction précédente le point + tend vers T, le point M 
s'éloigne indéfiniment et la position limite de la tangente en M, médiatrice de 
F, est la médiatrice de FT, c’est-à-dire l’asymptote OS. C'est pourquoi on dit 
que : 

Une asymptote de l’hyperbole est la tangente en un point 
à l’infini de la courbe. 


Dans les théorèmes qui suivent nous ne ferons pas de distinction entre une 
asymptote et une tangente ordinaire. 


o 482. Propriétés de la tangente, — 1° L'étude du n° 480 montre que la 
tangente en un point M de l'hyperbole (fig. 424) est médiatrice d'un segment 
Fo joignant le foyer F à un point ọ du cercle directeur F’. Réciproquement la 
construction du n° 474 montre qu'une telle médiatrice est une tangente ou une 
asymptote à l'hyperbole. 

Pour qu’une droite soit tangente à une hyperbole, il faut et 
il suffit que le symétrique d’un foyer par rapport à cette droite 
appartienne au cercle directeur relatif à lautre foyer. 

2° Le lieu de ọ étant le cercle directeur F’, l'homothétie (F, 1/2) montre que 
le lieu du milieu H de F est le cercle principal (n° 473). Donc : 

Le lieu géométrique des projections d’un foyer sur les 
tangentes à une hyperbole est le cercle principal de cette 
hyperbole. 


Fig. 425. 


Autrement dit (n° 435) : La podaire de l'hyperbole par rapport à l'un de ses 
Joyers est son cercle principal. 

, D'autre part, de la discussion du n° 479, il résulte qu'une tangente à l'hyperbole 

n'a pas d'autre point commun avec la courbe en dehors de son point de contact : 
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Une dy est tangente, sécante ou extérieure à une hyperbole suivant que la pro- 
jection d'un foyer sur cette droite est située sur le cercle principal, à l'extérieur ou à 
l'intérieur de ce cercle. 

3° Désignons par H et H’ les projections des foyers F et F’ de l'hyperbole sur 
une droite dome A RER Le milieu O de FF’ appartient à la médiatrice de 

H’ et comme l'angle H'HF est droit, le cercle de centre O, passant par H et 
H’, recoupe FH en un point K diamétralement opposé à H’. La ı puissance de F 
par rapport à ce cercle permet d'écrire : FH.FK = OF?— OH? et puisque 
FK = — FH on a : FH.FH = — FH.FK = OR — e. 

Pour que la droite A soit tangente à l'hyperbole il faut et il suffit que le point 
H appartienne au cercle principal O (a) donc que l'on ait : OH = a, c'est-à-dire, 
d'après la relation précédente : FH.F'H' = a — e. Soit : 


FA.FH' = — pe | 


Pour qu’une droite soit tangente à une hyperbole, il faut 
et il suffit que le produit algébrique des distances des foyers 
à cette droite soit égal à —b?. 


e 483. Générations tangentielles de l’hyperbole. — Chacune des pro- 
priétés caractéristiques précédentes permet de reconnaître que l'enveloppe d'une 
droite est une hyperbole. 

1° L'enveloppe de la médiatrice d'un segment joignant un point variable d'un 
cercle donné Ea un point fixe extérieur F est une hyper 

Le point F est un foyer a e hyperbole et le cercle F’, le cercle directeur 
relatif à l'autre foyer (Bg. 424 


2° Lorsque le on td an angle droit décrit un cercle O, 
un de ses côtés passant par un point fixe extérieur F, le second 
côté enveloppe une hyperbole. 

Cette hyperbole admet le point F pour foyer et le cercle O pour cercle prin- 
cipal. Autrement dit : L'antipodaire d'un cercle par rapport à un point extérieur 
est une hyperbole. 

Notons que l'on montre, comme au n° 435, que le théorème reste vrai lors- 
qu'on else l'angle droit par un angle constant (MF, Mx) = a. 


30 L’'enveloppe d’une droite dont le produit algébrique des 
distances à deux points fixes F et F' est égal à une constante 
négative —b? est une hyperbole. 


Les points F et F” sont les foyers de cette t paha (fig. 425) et elle admet 


pour axe axe non transverse BB’ = 2b (n° 4: 


o 484, Tangentes parallèles à une direction- donnée. — Considérons 
l'hyperbole définie par un foyer F et le cercle directeur F' (2a) et soit è une 
direction donnée (fig. 426). Le symétrique + du foyer F par rapport à toute 
tangente À parallèle à 3, se trouve sur le cercle F' et sur la perpendiculaire 
menée de F à à, À tout point g commun à cette perpendiculaire Pk: et au cercle 
F” correspond une tangente à l'hyperbole médiatrice du segment F 
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Discussion. — Pour que la droite FK coupe le cercle F’ en deux points 
distincts, il faut et il suffit qu'elle soit intérieure à l'angle TFT’, formé par les 
tangentes au cercle directeur F’ issues 
de F, c'est-à-dire que la droite OX paral- 
lèle à & soit extérieure à l'angle des 
asymptotes : 


Il existe deux tangentes à 
une hyperbole parallèles à une 
direction O) extérieure à l'angle 
des asymptotes. 

Les triangles isocèles F'o®', M'Fo' 
et MoF étant directement semblables, 
le quadrilatère FMF'M' est un parallé- 

Fig. 426. logramme de centre O, ce qui montre 
que les points de contact M et M’ des 
deux tangentes parallèles A et À’ sont diamétralement opposés. 

Si la droite è est parallèle à l’asymptote OS les points ẹ et +’ sont confondus 
en T. La tangente correspondante est l’asymptote OS. 


o 485. Tangentes issues d’un point donné. — Le symétrique ọ du foyer F 
par rapport à une tangente à l'hyperbole issue d’un point donné P (fig. 427 et 
428) appartient au cercle directeur F’ (2a). Puisque PE = Pọ il appartient égale- 
ment au cercle de centre P passant par F. Réciproquement à tout point p com- 
mun à ces deux cercles correspond une tangente issue de P médiatrice du segment 
Fœ et dont le point de contact M est son intersection avec F'ọ. 


p 


Fig. 427. Fig. 428. 


Discussion. — Pour qu'un point + existe il faut et il suffit que l’on puisse 
construire un triangle (véritable ou aplati) PF'ẹ dont les côtés soient respecti- 
vement sgu à PF", PF et 2a, donc que l'on ait : PF + PF’ > 2a et 
PF' — PF] < 2a. 

La première condition est toujours vérifiée car dans le triangle PFF’ on a : 
PF + PF' > FF' > 2a. Pour que la seconde soit satisfaite il faut et il suffit que 
le point P soit extérieur à l'hyperbole ou situé sur cette hyperbole. 


19 Si P est extérieur on a : [PF —PF'| < 2a. Les cercles F’ (2a) et P (PF) se 


coupent en deux points distincts æ et p’ : deux solutions distinctes. 
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Par un point extérieur à une hyperbole on peut lui mener 
deux tangentes distinctes. 


2 Si P est sur l'hyperbole, une solution unique, la tangente en P. 


e 486. Remarques. — 1° Si P appartient à l'asymptote OS médiatrice de 
FT l'un des pue g ou v’est en T. La tangente correspondante est l'asymptote 
elle-même. II en résulte que : 


Les asymptotes sont les tangentes à l’hyperbole issues de 
son centre. 


D'autre part les points de contact M 4 Bus: 
et M’ des tangentes PM et PM’ appar- ~.. “ 
tiennent à une même branche ou à deux ; ` 

branches distinctes de l'hyperbole sui- 
vant que P est intérieur ou extérieur à 
’angle des asymptotes. 

2. On obtient les projections H et H’ 
du foyer F sur les tangentes issues de P ` 
en prenant (fig. 429) les intersections du F f`--- 
cercle principal O et du cercle & de | 
diamètre PF. D'où une autre construc- 
tion de ces tangentes. Pour obtenir leurs 
les points de contact M et M’ on construit 
symétriques + et æ’ de F par rapport à H Fig. 429. 
et H' et on mène les droites F'? et F'#'. 


e 487. Théorèmes de Poncelet. — 1° Les points + et p’ (fig. 427 et 428) sont 
symétriques par rapport à la droite F'P. Cette droite est donc bissectrice inté- 
rieure de l'angle #F”#’. C'est donc une bissectrice de l'angle MF'M'. De même 
FP est une bissectrice de l'angle MFM’ 


La droite qui joint un foyer F au point P commun aux tan- 
gentes en Met M’ à une hyperbole est bissectrice de l’angle MFM”. 


Si M et M’ appartiennent à une même branche de l'hyperbole (fig. 428), le 

int F est intérieur à l'angle MPM’ ou à son opposé par le sommet : la droite 
FP est bissectrice intérieure de l'angle MFM’. 

Si M et M' appartiennent à deux branches distinctes (fig. 427) le point F est 
extérieur à l'angle MPM’ et FP est bissectrice extérieure de l'angle MFM’. 

2° Les droites PF” et PM’, médiatrices des segments +'? et ọ'F sont les bissec- 
trices intérieures des angles (P9’, P+) et (Po , PF). Leur angle (PF', PM’) est 
donc (n° 50) égal à la moitié de l'angle (P+, PF) c'est-à-dire à l'angle(PM PF) 
car la droite PM, médiatrice de F est bissectrice intérieure de l’angle(Pe ,PF). 


On a donc : (PM, PF) = — (PM, PF’). 
Les tangentes menées d’un point P à une hyperbole sont 


antiparallèles par rapport aux droites joignant le point P aux 
foyers F et F' de cette hyperbole. 
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Cette propriété résulte aussi du fait que (fig. 429) la droite PF’, médiatrice 
de 99’, est perpendiculaire à la droite HH’ qui joint les milieux de F pet Fp’. 
La droite pE” hauteur du triangle PHH’ est donc antiparallèle au diamètre PF 
du cercle PHH’ par rapport à PH et PH’ c’est-à-dire par rapport à PM et PM’. 
Les angles MPM’ et FPF’ ont donc ; mêmes bissectrices. 


Les angles M, PF) et PM, PF) sont opposés si M et M’ appartiennent à 
deux branches distinctes, supplémentaires si M et M’ appartiennent à la même 


branche de l'hyperbole. 


è 488. Corollaire. — La portion d’une tangente mobile à une 
hyperbole comprise entre deux tangentes fixes est vue d’un 
foyer sous un angle de droites constant. 


“o AY Soient P et Q (fg. 430) les ner 
Si -JA sections de la tangente à l’hyper 

-Ji en un point variable M avec les BS 

; gentes Âx et By aux points fixes À et B. 

Désignons par +, 9, et pz les symé- 


triques du foyer F par rapport aux 
tangentes PQ, Ax et By. Les droites 
FP et F'Q, respectivement médiatrices 
de pp et de p2 sont les bissectrices 


intérieures des angles (Fo, Fo) 
et (Fe, Fg). n a: 


Fig. 430. EP, FO = 1 Fh, Fan. 


L'angle (F'P, F'Q) est donc constant et il en est de même de (FP, FQ). 


En désignant par R le point commun aux tangentes Ax et By on voit que 
AR et RB sont deux positions particulières de PQ. Donc : 


(FP, FQ) = (FA, FR) = (FR, FB). 


Il en résulte en échangeant les rôles de A et M, que : (FP, FR) = (FM, FQ) 
ce qui montre que FM est antiparallèle à FR par rapport à FP et FQ. 


e 489. Angle des tangentes. — Les tangentes PM et PM. (fig. 427) 
sont les aurp intérieures des angles (PÈ, Pe) et (PF, Pv), donc : 
(PM,PM')— > (Ps, Pi Po) = (Po,PF'). Or dans le triangle PF? on a : 
F2 = Po? + PF — 2Po.PF' cos PF’. 
Comme Pẹ = PF, ẹF' = 2a, on obtient en désignant par V l'angle ẹPF' : 
4@ = PF + PF” — 2PF.PF' cos V. 


L'angle saillant MPM’ est égal à V si les points M et M’ appartiennent à 
deux branches distinctes de l'hyperbole, au supplément de V si M et M' sont 
sur une même branche. 
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e 490. Cercle orthoptique. — Pour que l'angle MPM’ soit droit, il faut et 
il suffit que cos V = 0 donc que : 
PF? + PF? = 4 ou 2PO2+ 20F = 4e. 
soit OP? = 28 — e = e — b, 
Le lieu des points d’où l’on peut mener deux tangentes 


rectangulaires à une hyperbole est un cercle de centre O 
appelé cercle orthoptique de l'hyperbole. 


y 


Fig. 431. 
Ce cercle (fig. 431) n'existe que si a — >> 0 donc (n° 477) si tg « = <l, 
c'est-à-dire si l'angle 22 des asymptotes est un angle aigu. 


Dans le cas de l'hyperbole équilatère le cercle orthoptique se réduit au point O. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Intersection d’une droite et d’une hyperbole. (Dijon, ME.) 
— Tangente en un point d’une hyperbole. Asymptotes d'une hyperbole. 
(Alger, ME et MT.) 
— Asymptotes d'une hyperbole. Définition. Construction. Propriétés. 
(Grenoble, ME.) 


EXERCICES 


Construire une hyperbole (on se bornera à déterminer les foyers et la longueur 
de l’axe focal 2a) connaissant: 


e 577. Les foyers et un point de la courbe. 

e 578. Les foyers et une tangente (ou asymptote). 
e 579. Les foyers et l’excentricité. 

@ 580. Un foyer, deux points et la longueur 2a. 

e 581. Un foyer, une tangente et un sommet. 

e 582. Le cercle principal et deux tangentes. 
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@ 683. Construire une hyperbole de foyer donné F connaissant en outre : 
1° Trois tangentes 2° Deux tangentes et un polnt. 
2° Une tangente et deux points 3° Trois points. 


© 584. Construlre une hyperbole connaissant : 
1° Les asymptates et l’une des longueurs 2a ou 2e, 
2° Un foyer, une asymptote et un point ou une tangente. 
3° Un foyer, une asymptote et l’une des distances 2a ou 2c. 


© 585. 1° Lieu du second foyer F’ d’une hyperbole H de foyer F dont on connaît 
en outre deux tangentes ou une tangente et son point de contact. 

” 2° construire Phyperbole H connaissant en plus une longueur 2a ou 2c ou l’excen- 
ricité. 


© 586. 1° Montrer que les intersections de l’axe non focal d’une hyperbole de 
foyers F et F’ avec la tangente et la normale en M appartlennent au cercle MFF’. 

2° Construire une hyperbole connalssant le centre O, le support Ox de l’axe 
focal, un polnt de la courbe et la tangente en ce point. 


@ 587. 1° Démontrer que le point de contact M d’une tangente à l'hyperbole et 
son intersection T avec l’axe focal sont conjugués par rapport au cercle principal. 

2° Construlre une hyperbole connaissant ses sommets et en outre un point, 
ou une tangente à la courbe. 


© 588. Déterminer les points d’intersection de deux ellipses, de deux hyperboles 
ou d’une ellipse et d’une hyperbole admettant un foyer F commun. 


© 589. Trouver dans chacun des trois cas que l’on peut envisager, le lieu du second 
foyer F’ d’une ellipse ou d’une hyperbole T admettant un foyer donné F et passant 
par deux points donnés P et Q. 


@ 590. Une hyperbole T admet un cercle principal donné O et passe par un point 
fixe P extérleur au cercle O. 
A Ai Montrer que T passe par un second point fixe Q et trouver le lieu des foyers 
et F’ de T. 
2° Construire les hyperboles Tr admettant une tangente donnée, 


$ 891. Construire les intersections d’une hyperbole avec ses cercles directeurs. 
iscuter. 


@ 592. Soient T’ et N’ les intersections de la tangente et de la normale en un point 
M d’une hyperbole de foyers F et F’ et de centre O, avec l'axe non focal. On désigne 
par H et H les projections de N’ sur MF et MF’ et par K et K’ les projections de T' 
sur ces deux droites. 

1° Montrer que les droites HH’ et KK’ sont perpendiculaires en O. 

2° Démontrer que MH = FK = a (deml-axe de la courbe). 


@ 593. Soient H et H les projections des foyers F et F’ d’une hyperbole sur une 
tangente à cette courbe. Démontrer que le point de rencontre I de FH’ et de F'H 
est le milieu de la normale MN limitée à l’axe focal. 


© 594. Enveloppe dela droite qui joint les projectious du foyer F d’une hyperbolc 
sur la tangente et la normale en un point variable M de la courbe. 


è 595. La perpendiculaire menée du centre O d’une hyperbole à la tangente en 
un point variable M de la courbe coupe les rayons vecteurs MF et MF’ en P et P’. 
Montrer que les lieux de P et P’ sont deux cercles égaux et qu’il existe un cercle de 
centre M tangent à ces deux cercles. Evaluer le produit OP.OP’. 


@ 596. On donne un cercle O, un point fixe extérieur F et une corde mobile de 
longueur constante MN. La droite NF recoupe le cercle en P. Enveloppe de la 
droite MP. 


è 597. On considère deux points fixes F et F’ de part et d’autre d’une droite D. 
Par un point variable M de D on mène la droite A antiparallèle à D par rapport à 
MF et MF’. Soient f et & les symétriques de F par rapport à D et à A. Á 

1° Montrer que f et + sont symétriques par rapport à MF, 

2° En déduire le lieu de + et l’enveloppe de A. 
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© 598, Solt M un polnt variable sur une drolte A et deux points fixes A et B de 
part et d'autre de A. Le cercle AMB recoupe A en N et recoupe en P la parallèle à 
AB menée par N. Déterminer l’enveloppe de la droite MP. 


@ 699. On donne un segment fixe AB et un cercle varlable w tangent au segment 
AB en un point fixe K Intérieur à AB. Trouver le lieu du point M commun aux tan- 
gentes AT et BU au cercle o, distinctes de AB ainsi que l’enveioppe de la droite Mu, 


© 600. 1° Etudier les triangles ABC Inscrits dans un cercle donné O et admettant 
pour orthocentre un ‘point donné extérieur H. Conditlon de possibilité. 

2° Trouver les lieux des milieux des côtés, des pieds des hauteurs et l’enveloppe 
des côtés de ces triangles. 


e eof . On mène d’un point P les tangentes PM et PM’ à une hyperbole de foyers F 
et F’, et de centre O. Solt I le mileu de MM’. 

1° Démontrer que P est le centre d’un cercle de rayon R tangent aux quatre 
côtés du quadrilatère FMF'M’. Que devlennent les sommets de ce quadrilatère 
dans l’Inverslon (P, R3)? ` 

2° En déduire que les points P,O, I sont alignés et que les cercles PMF et PM'P’ 
sont tangents en P. 


© 602. D'un polnt variable A du cercle directeur F’ on mène les tangentes à une 
hyperbole de foyers F et F’. Ces tangentes recoupent le cercle F’ en B et C. 

1° Que représentent pour le triangle ABC le foyer F et le cercle principal O? 

2° Trouver l'enveloppe de BC. 


© 603. Une corde variable AB d’un cercle O (R) est vue d’un point fixe extérieur 
P sous un angle droit. On pose OP = d. 
En ma du milieu M du segment AB et de la projection H du point P sur la 
oite AB. 
2° Les droites PA et PB recoupent le cercle O en C et D respectivement, Déter- 
miner l'enveloppe des côtés du quadrilatère ABCD. 


e 604. La normale et ia tangente en un point M d’une hyperbole de foyers F 
et F’ coupent j’axe focal Ox en N et T, l'axe non focal Oy en N’ et T’. . 

1° Montrer que le cercle MN’T’ passe par F et F’ et que le cercle MNT fait partie 
du faisceau de points limites F et F’. Établir les relations 


ÔT.ON = ce? et OT’.ON’ = — e, 


i Mener E normales à l'hyperbole lssues d’un point N de l’axe Ox ou d’un point 
de l’axe Oy. Discuter. 


è 605. Un cercle de centre O est tangent aux deux droltes rectangulaires Ax et 
Ay Yne tangente varlable à ce cercle coupe Ar et Ay en P et Q. On déslgne par M le 
milieu de . 
. 1° Montrer que le cercle de diamètre AM est tangent au cercle O. 

2° Trouver le lleu T du polnt M et préciser ses éléments. 


è 606. Solt un carré AFBF’ de centre O. On désigne par e, B, ọ et w’ les projec- 
tions de ses sommets sur une droite quelconque A. 

1° Démontrer la reiation : Aa? + Bh? — 2Fọ.F’'g’ = 2048, 

2° Trouver l’enveloppe T des droites telles que la somme des carrés des, distances 
aux deux points fixes À et B soit égale à une constante donnée k?. Discuter la nature 
de T. 


@ 607. La tangente en un point varlable M d’une hyperbole coupe les tangentes 
AY et A'Y’ aux sommets de la courbe en T et T’. 

1° Démontrer que le cercle w de diamètre TT’ passe par F et F’ et établir la 
relation AT. A'T’ = — b?, Cas où TT’ est une asymptoté. 

2° Les droites FT’ et F'T se coupent en I, les droites FT et F’T’ se coupent en J. 
Que représentent les points T, T’, I, J, pour le triangle MFF’? Lieu géométrique 
du milieu K de IJ. 

3° On donne sur deux droites AY et A'Y’ perpendiculaires en A et A’ au seg- 
ment AA’ deux points variables T et T’ tels que AT. A'T’ = — k3, Trouverl’enveloppe 
de la droite TT’. 
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© 608. La normale en M à l'hyperbole T de centre O coupe Faxe focal AA’ en N 
et l’axe non focal en N’, 

1° Montrer que le cercle de centre N’ passant par les foyers F et F’ de r coupe 
DE aux centres I et J des cercles exinscrits dans les angles F et F’ du triangie 

2° Calculer en fonction des côtés du triangle MFF’, puis en fonctlon de OA = a 
et OF = çc, les longueurs des projections de MI, MJ et MN’ sur la droite MF. 

3° Etablir la relation MN.MN’ = MI.MJ et en déduire que la projection MK 


de MN sur MF est constante et égale à z 


© 609. Solent PM et PM’ deux tangentes à une ellipse ou une hyperbole r de 
centre O et de foyers F et F’. On désigne par ọ et +’ les symétriques de F par rap- 
port à PM et PM’, par N le point où PM recoupe le cercle PoF’ et par N’ le point 
où PM’ recoupe le cercle P+’F’. 

1° Comparer les trlangles 6Fw’, oNF’ et F’N’+’. Montrer que les points N et N’ 
sont symétriques par rapport à O, 

2° Comparer les triangles PFM et PN’F', puis les triangles PFN et PM'F’ et 
établir que PF. PF’ = PM.PN’ = PM'.PN. 

3° Démontrer que le milieu I de MM’ est situé sur OP. 


@ 610. Solent deux)cercles o (R) et a’ (R') sécants en M et N et tels que wo’ = d 
Une drolte variable A coupe le cercle œ en A et B, le cercle w’ en C et D de telie 
sorte que la division (ABCD) soit harmonique. 

1° Montrer que le lleu des milieux I et J de AB et de CD est le cercle centré au 
milieu O de ww’ et passant par M et N. 

2° Enveloppe de la droite A. 


@ 611. Une droite variable A coupe en A et B le cercle donné w (R) et en Cet D 
le cercle donné «’ (R') de telle sorte que AB = k CD (k rapport donné différent de 
l’unité). Solent I et J les points qui divisent le segment ww’ dans ie rapport k. 
1° Montrer que le lleu des projectlons H et K des points I et J sur A est un cercle 
du faisceau de cercles définl par les cercles w et w’. 
2° Déterminer l’enveloppe de la droite A. 


@ 612. On considère sur deux cercles (w) et (w’) les points variables M et M’ 
homologues dans une similltude directe de centre O faisant correspondre les deux 
cercles. Soit O’ le symétrique de O par rapport à la droite ww’. 

1° Trouver le lieu de la projection H du point O sur la droite A qui joint M et 
M’ et déterminer l’enveloppe r de la droite A, Préciser le point de contact N de 
A et de r à l’aide du cercle de dlamètre ON. 

2° Le cercle OO’ w coupe le cercle (w) en M, et M,. Montrer que lorsque M est 
en M, ou M, li en est de même de N. En déduire que la courbe T est bitangente à 
chacun des cercles (w) et (w’). 


3° Soit P le point qui divise MM’ dans un rapport donné k. Montrer que le lieu 
de P est un cercle (w,). Trouver, lorsque k varie l’enveloppe des cercles (w:). 


© 613. On donne le triangle ABC de hauteur AH; H est entre B et C et on a 
AH = 2, BH = 4, CH = 1. Un point Q décrit le segment HA; il est défini par 
HO = x (0 < x < 2). On trace la circonférence de centre O, et de rayon x; on 
lul mène les tangentes issues de B et de C; soit M leur point de rencontre; soient 
E et G leurs polnts de contact. 

1° Quels sont les lieux des points E et G? Quel est le lieu du centre du cercle 
exinscrit dans l’angle M du triangle BMC et quel est le rayon de ce cercle? Montrer 
que M décrit un arc de conique; préciser cet arc; construlre sa tangente en M. 

2° Calcuier sin HBM et sin HCM en fonction de x. Étudier ies variations de ces 
tonctions et construire les courbes représentatives sur une même figure. Quels 
sont les points communs à ces deux courbes? 

3° On pose HBO = 8 et HCO = y. Soit K le point de rencontre des droltes BC 
et EG. Montrer que l’angle CKG est égal à y — B. En déduire que le point K est 
fixe, (Rennes.) 
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è 614. On considère un cercle fixe (O) de centre O ct de rayon R, et un point 
fixe A tel que OA = 2R. On désigne par (C) un cẹrcie de centre C passant par A et 
tangent au cercle (0). 

1° Quel est le lieu du centre C? On précisera les éléments remarquables de ce 
lieų : foyers, centre, axes, sommets, excentricité. 

20° On désigne par M le point de contact des cercles (O) et (C) : les tangentes en 
A et M à (C) se coupent en P. Quel est le lleu de P? Montrer que ce lieu peut se 
soie de la polaire de A par rapport au cercle (O) au moyen d’une transformation 
très simple. 

3° Une droite arbitraire ayant été menée par A, Il existe en général deux cercles 
(C) et (Cz) ayant leurs centres sur celle-ci, passant par A et tangents au cercle (O). 
Soient M,, M, les points de contact du cercle (O) avec (C,) et (Ca) respectivement, 
Quel est je lieu. du point Q où M,M, coupe la ligne des centres C;C, lorsque celle-ci 
varie (en passant toujours par A)? 

4° On désigne. par (C’) et (C”) deux cercles tangents à (O) et se coupant en A 
sous l’angle donné V. Quel est le lieu de leur second point d’intersection? Donner 


une construction précise de ce lieu lorsque V est droit, puls lorsque V = F 
{Nancy.) 


e 615. On donne une droite (D) et un point A situé à une distance AH = h 
de D. Un angle de grandeur constante A plvote autour de son sommet A et l’on 
appelle B et C les points où ses côtés coupent la droite (D). Soit O le centre du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

1° Démontrer que les tangentes en B et C au cercle (O) conservent chacune une 
direction fixe. 

20 On effectue une inversion de pôle A et de pulssance p. Montrer que la figure 
inverse du cercle (O) reste tangente à un cercle dont on déterminera le centre et le 
rayon en fonction de p, h et À. En déduire que le cercle (O) reste tangent à un 
cercle fixe (K) de centre K. Calculer AK et le rayon du cercle (K) en fonction de 
het A. Constater que A est extérieur au cercle (K). 

i 3° Trouver le lieu des centres des cercles (O). Déterminer les principaux éléments 
e ce lieu. 

4° SI l'on falt varier langle BAC, le cercle (K) varle. Montrer que tous les cer- 

cles (K) sont orthogonaux à une infinité de cercles fixes. (Besançon. ) 


© 616. On donne deux cercles (C) et (C'), de centres O et O’, de rayons R et R' 
(R > R’), tangents extérleurement en un point H, la tangente commune étant la 
droite x’Hr. Soient P un point de x’x, Pt et P? les tangentes (autres que r'r) menées 
de P à (C) et à (C'), M le point de contact de Pt et de (C), M’ celul de Pë’ et de (C’). 
En supposant que P décrlve la droite z’r, on demande : i 

1° de montrer que la droite MM’ passe par un point fixe, qu’on précisera; 

2° de trouver le lieu du point Q, où se coupent les droites OM et O'M’; 

3° de trouver l'enveloppe de la droite PQ. 
En désignant par x la longueur HP, on demande : 

4 de > calculer en fonction de R, R’ et z le cosinus y de l’angle 8 des deux vecteurs 


PM et PM’; 
5° d’étudier les variations de y lorsque x varie de 0 à + = , et de les représenter 
par une courbe; 
69 de construire geomeiriguement P, et de calculer la valeur correspondante de x, 
de façon que l’angle (PM, 7) soit droit, ou soit égal à un angle donné LES 
(Paris.) 


e 617. Soit un cercle fixe (O) de centre O et de rayon R. 

1° M étant un point quelconque du plan du cercle (O), extérieur à ce cercle, 
montrer que dans l'inversion de pôle O de puissance R2, l'inverse du cercle (C) de 
diamètre OM est l’axe radical A des cercles (C) et (0). 

20 Tout en restant extérieur au cercle (Ò), M se déplace sur un cercle (+) de 
diamètre OP, P étant un point fixe extérieur au cercle (O). Trouver le lieu du 
pied de l’axe radicai A. 

3° M décrivant un cercle (T) de rayon R, tangent extérieurement au cercle (O) : 

a) Trouver le lieu du pied de l’axe radical A. 

b) A quelle courbe fixe la droite A reste-t-elle tangente? Préciser les éléments 
de cette courbe. { Grenoble.) 
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@ 618. On donne dans un plan un cercle (O) de centre O et de rayon R et l’on 
appelle cercle (w) tout cercle qui coupe le cercle (O) en ceux points M et M’ diamé- 
tralement opposés. 

1° Montrer que tout cercle (w) qui passe par un point P du plan passe également 
par un second polnt P’. Lieu de P’ lorsque P décrit une droite ne passant pas par O 
ou un cercle tangent au cercle (O). 

2° On considère malntenant un axe Ox qui coupe (O) en A et un diamètre MM’ 


du cercle (O) défini par (Ox, OM) = 9 (o<o< 2) 
Construire le cercle (w) qui passe par M et M’ et qui est tangent à un cercle (O’) 
de même rayon R que le cercle (O) et tangent à celui-ci au point A. Montrer que le 
problème admet en général une solution. Cas d'exception. Montrer que lorsque 6 
varle -les cercles (w) ainsi construits restent tangents à un deuxième cercle fixe (0”) 
et que le lieu de leurs centres est une conique dont on indiquera les foyers et les 
sommets. Si le cercle (w) touche (0) et (0°) en T et T’, quelies sont les enveloppes 
de TT’ et de la médiatrice de TT’? 

8° Calculer en fonction de R et de 0 les côtés et les angles du triangle wOO” 
alnsi que le rayon p du cercle (w). Montrer que les résultats sont différents suivant 


T T mz 
que l'on a0 < 6 < &- ou 6 <<» 


Étudier les variations de p lorsque 8 varie de 0 à 5 et tracer la courbe représenta- 
tive, ( Grenoble. ) 


| VINGTIÈME LEÇON | 


ÉQUATION DE L'HYPERBOLE 


e 491. Rayons vecteurs d’un point de l’hyperbole. — Soient Ox et Oy 
les axes orientés d’une hyperbole (fig. 432). Désignons par M (x, y) le point 
de coordonnées x et y du plan et par 


F (c,0) et F’ (— c,0) les foyers de 
l'hyperbole. Quel que soit M on a : 


MF? = (x — + 
et xX 
MF? = x+ tye (1) 
D'où par différence : 
MF2— MF? = 4 cx (2) 


Si le point M (x, y) appartient à 
l'hyperbole de foyers F et F’ et d'axe AA’ = 2a < 2c, on a: 


Fig. 432. 


1° Pour x >0: MF' —MF = 2a donc d'après (2) : MF' + MF = Zer 
Soit : MF = %— a et MF = + a (3) 
2 Pour x <0: MF—MF'=2a donc d'après (J :MF+MF'=— 2% 
soit MF—a—% «& MF=—(a+%) a) 
Ces formules montrent que, dans tous les cas : 
6) 
e 492. Équation de l’hyperbole rapportée à ses axes. — 1° En portant 
les Valeurs (5) de MF et MF” dans les relations (1) on obtient les deux relations : 


(a?) = @— 0 + y? et (a+) etH (6) 
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2 
Elles se réduisent toutes deux à: a? + e = ++ e 


PNY AOE ET ETET. soit en divisant par : © — a? = B. 
pl o) 


20 Réciproquement, si les coordonnées x et y, d'un point M satisfont à cette 
relation, elles vérifient les deux relations (6), c'est-à-dire compte tenu de (1) 
les deux relations : 


MP = (a) «+ Mr (2 8 


| 
+ 
4 


Or d'après 0:%= l +%al. Donc | [> | et puisque c >a, ona: 


a > a. Les expressions (= — ) et (e + a) sont donc du signe de x. On 
obtient d’après les relations (8) : 
Pour x2>0: MF= %—a, MF=®+a et MF —MF= 2a. 


Pourx<0: MF=a—% MP=—(a+%) e MF—MF' = 2a. 
Le point M (x, y) appartient donc à l'hyperbole envisagée 


La relation s — z = ] est appelée équation de l’hyperbole 


rapportée à ses axes. 


Cette équation exprime (fig. 433) une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un per M (x, y il à l'hyperbole de foyers F et F’, d’axe trans- 
verse = 2a et d'axe non transverse BB’ = 2b tel que p= '— e ou 


[e+e=e] 


e 493. Equations des asymptotes. — Les asymptotes ont pour coefficients 
angulaires + tge = + T Ce sont donc les droites : y = + au: p= 2% 
2 p 


soit : 2 p= 


e 494. Régions du plan limitées l'hyperbole, — Soit P (X, Y) au point 

quelconque du plan (fig. 433) et M a a) le des points de l’hyperbole situés 

sur la parallèle à Ox passant par P. O 
RSI. 
@ 7 T È . 
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-Or le point P est intérieur ou extérieur à l'hyperbole suivant que |X| est 
supérieur ou inférieur à |x| (n° 471), Il en résulte que : 

Un point- est intérieur ou exté- 

rieur à l'hyperbole suivant qu'en 


ce point l'expression" TR 1 
est positive ou négative. 


e 495. Ellipses et hyper- 
boles homofocales. — Étant 
donnés deux points F et F’ 
(fig. 434) et un point quelcon- 
que M du plan, il existe une 
ellipse et une hyperbole de 
foyers F et F’, passant par M. Fig. 433. 
Les axes focaux de ces deux 
courbes ont respectivement pour longueurs : MF + MF’ et |MF — MF'|. 
Les tangentes en M à ces deux courbes sont les deux bissectrices de l'angle 
FMF”, et sont donc perpendiculaires. Les deux courbes sont orthogonales en 
M ainsi qu'aux trois autres points M’, M, et M’, qui s'en déduisent par symétrie. 


Fig. 434. Fig, 435. 


Les ellipses et les hyperboles de foyers F et F' sont dites 
homofocales. Ces deux familles de courbes constituent un 
réseau orthogonal. 

En posant FF’ = 2c et en désignant par 2 la longueur de l'axe focal de 
l'une quelconque de ces courbes, son équation rapportée à ses axes s'écrit : 


Ca 


2 
x 
sta l 
La courbe est un ellipse pour À œ> c, une hyperbole pour À < c. 


e 496. Théorème. — Il existe une ellipse ou une hyperbole de 
foyers F et F', tangente à une droite donnée ne passant pas 
par F ou F’. 


En effet (fig. 435), le cercle directeur de centre F’ passe par le symétrique ọ 
du foyer F par rapport à la droite donnée A. La courbe est une ellipse si F 
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et F’ sont d'un même côté de À,une hyperbole si F et F’ sont de part et d'autre 
de A. Autrement dit : 


Une ellipse ou une hyperbole est définie par ses foyers et une de ses tangentes. 
Si la droite A passe par le milieu O de FF", l'hyperbole ainsi définie admet A 
pour asymptote. 


PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX ASYMPTOTES 


e 497. Théorème fondamental. — Le produit des segments déter- 
minés sur les asymptotes par une tangente variable à une 
hyperbole est constant et égal à œ. 


Considérons une hyperbole de foyers 
F et F’ et d'axes Ox et Oy (fig. 436). 
Orientons les asymptotes OX et OY de 
façon que l'axe focal Ox soit la bissectrice, 
intérieure de l'angle XOY. La tangente en 
M à l'hyperbole coupe OX en P. Le cercle 
PFF’, centré en w sur Oy, recoupe PM et 
OX en Q et Q’. D'après le 2° théorème 
de Poncelet (n° 487) les angles (PM, PF) 
et (PF', PX) sont égaux et il en est de 
même des arcs QF et F'Q'. Le point Q 
est symétrique de Q' par rapport à Oy 
Fig. 436. et appartient à OY. Comme ÔQ = —OQ' 
on obtient : 


OP.00 = — OP. OQ = — OF .OF' = OF. 
Soit : OP.00 = & 


o 498. Corollaires. -— 1° L’aire du triangle OPQ est constante et 
égale à ab. 
Soit 22 la mesure de l'angle XOY, on obtient (n° 477) : 
ER 2 2ab 
Soro = 2 OP.OQ sin 24= 7 2 — ab. 


c 


On retrouve cette valeur en prenant M au sommet A de l'hyperbole. 


20 Une hyperbole est définie par ses asymptotes et une 
tangente. 

Si le triangle OPQ est donné, les foyers F et F' sont les points de la bissec- 
trice intérieure de l'angle POQ tels que OF? = OF”? = OP.OQ. On les obtient 


en coupant cette bissectrice intérieure par le cercle © passant par P et Q et 
centré sur la bissectrice extérieure de l'angle POQ. 
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o 499. Réciproque. — L’enveloppe d’une droite variable qui 
coupe deux axes OX et en des points P et Q tels que 
OP.0Q = k? est une hyperbole d’asymptotes OX et OY. 

Construisons l'hyperbole d’asymptotes OX et OY admettant pour foyers 
les points F et F’ de la bissectrice intérieure de l'angle XOY tels que 
OF = OF’ = k. La tangente à cette hyperbole issue d’un point P de OX coupe 
OY en un point Q; tel que OP.0Q, = OP.OQ = #2. Le point Q; est donc 
en Q et les différentes droites PQ sont confondues avec les tangentes à l’hyper- 
bole ainsi construite. 


o 500. Théorème. — Le point de contact M d’une tangente à 
une hyperbole est le milieu du segment PQ déterminé sur 
cette tangente par les asymptotes (fig. 436). 


La tangente PQ est bissectrice intérieure de l'angle FMF’ (n° 480). Elle 
coupe donc le cercle MFF’ en un point I de la médiatrice Oy de FF”. La droite 
FF” étant bissectrice de l'angle POQ, le point I est le pôle de la droite FF’ par 
rapport au cercle w (n° 341). Le cercle de diamètre Iw passe par F et F’ et coin- 
cide avec le cercle IMFF”. L'angle IMw est donc droit et le point M est le milieu 
de la corde PQ du cercle o. 


o 501. Applications. — 1° La droite “M est la normale en M à l'hyperbole. 
Connaissant les points F, F’ et M, on peut donc construire le cercle w qui 
coupe en P et Q la tangente en M. On obtient ainsi une construction rapide 
des asymptotes. Notons que le quadrangle FF'PQ est harmonique (n° 353), 
que par suite MF. MF = MP? = MQ. 

© Inversement si on connaît les asymptotes OX et OY et le point M de 
l'hyperbole, la tangente en M s'obtient en prolongeant OM d'une longueur 
égale MN et en pes le parallélogramme OPNO. Donc (n° 498) : 

Une hyperbole est définie par ses asymptotes et un de ses 
points. 


o 502. Equation d’une hyperbole rapportée à ses asymptotes. — 
Les parallèles aux asymptotes, menées par le point M de l'hyperbole 
(fig. 437), coupent OX en R milieu 

de OP et OY en S milieu de OQ. 


Donc : 


ok.os = LOP. LOQ = È 
OS = ;0P. 300 = 7 


Réciproquement si OR.OS = A 


l'hyperbole d'asymptotes OX et 
OY passant par le omae M du 
parallélogramme ROSM a pour 
demi-distance focale OF = c. Elle 
est confondue avec l'hyperbole envi- 
sagée qui contient donc le point M. 


_ | 2 | 
En posant OR = X et OS = Y, on obtient : | XY = 4 
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Cette condition nécessaire et suffisante pour que le point M correspondant 
appartienne à l'hyperbole est l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 


è 503. Corollaire. — Le produit des distances d’un Point de 


l’hyperbole à ses asymptotes est constant et égal à Fa 


Soient MH et MK les distances de M à OX et OY. Dans les triangles MRH 
et MSK (fig. 437) on a MH = RM sin 2x et MK — SM sin 24. Donc (n° 477) : 


2 2 2 12 
MH.MK = RM.SM sin? 22 = OR.OS sin? 23 = Ÿ (2) = n 
e 504. Théorème. — Le produit des segments déterminés par 
un point variable M d’une hyperbole sur le segment PQ com- 
pris entre les asymptotes et parallèle à une direction donnée 
est constant. 

La droite PQ passant par M et parallèle à la direction OX fait avec les asymp- 
totes des angles aigus constants ß et y (fig. 438). On a : MH = MP sin B et 
MK = MQ sin y. | 
MH.MK _ œb ie 
sinßsiny CsinBsny ~” 

Le produit MP. MQ, étant positif ou négatif suivant que OX est intérieur 
ou extérieur à l'angle des asymptotes, est par suite constant. 


Donc : MP.MQ = 


Fig. 438. Fig. 439. 


e 505. Cas particuliers. — 1° La sécanteP,Q, est perpendiculaire à Ox. 
Lorsque le point M vient au sommet A le produit MP4. MQ, devient 


AC. AC = — k. Donc : 
| MP, .MQ, = — # | 


2° La sécante P,Q, est parallèle à Ox. — Lorsque le point M vient en A, 
le produit MP2. MQ; devient AO? = &. Donc : 


MP: .MO = a 
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REMARQUE. — Ces relations peuvent se déduire de l'équation de l'hyperbole. 
On a, par exemple, (fig. 439) : 
MP,.MQ, = (MH + HP) MH — HP) = HM: — HP: 


2 Aa REA 

Comme M appartient à l'hyperbole : y? = % xt — Bt, et HM = À OF — 4: 

et puisque P} appartient à l'une des droites y = + z on a : HP? = g ; ORE. 
D'où : MP,.MO, = HM? — HP; = — 


o 506. Corollaire. — L’hyperbole et ses asymptotes découpent 
inti toute sécante commune deux segments qui ont même 
milieu. 


Soient P et Q les points de rencontre d'une corde MN de l'hyperbole avec 
ses asymptotes (fig. 438). D’ après le théorème n° 504 on : : MP.MQ = NP. NQ. 

s points M et N ont donc même puissance par rapport au cercle de diamètre 
PQ et de centre I, soit : IM? — IP? = IN?— IP? ou IM? = INe. 

Le milieu I de PQ est aussi celui de MN. 


o 507. Applications. — 1° Toute 
sécante 1 me d'un point donné À d'une 
hyperbole (fig. 440) recoupe la RA en 
M et les asymptotes OX et OY enP et Q. 
Les segments AM et PQ ayant même 
milieu on a PM = åQ. En faisant pivo- 
ter la sécante r on obtient ainsi un 
procédé commode po construire par 
points l'hyperbole définie nie par le point A 
et ses asymptotes OX 

2° Le lieu du aal de PQ se déduit 
du lieu du point M dans l’homothétie 
(A, 1/2). Donc : 

Le lieu du milieu du AE ment déterminé 
par deux droites fixes O et OY sur une 
sécante variable issue d'un point fixe À est une hyperbole de diamètre OA dont les asymp- 
totes sont parallèles à OX et OY. 


Fig. 440. 


e 508. Directions co bole. — Le milieu I de toute 
corde MN de on cie ce v tre à une direction donnée OX, est 
aussi le milieu du segment PQ déterminé sur ar corde par les asymptotes. 
Or le faisceau O (XYT) est harmonique. Le point 1 appartient donc à la droite 
fixe OX conjuguée de OX par rapport aux asymptotes. Inversement si le point J 
est le milieu d'une sécante MN’ parallèle à ON, il appartient à la droite conjuguée 

de OX’ par rapport aux asymptotes, donc à Où. Les deux droites Où et OX 
conjuguées par rapport aux asymptotes sont appelées diamètres conjugués de 
l “huperbole et leurs directions sont dites directions conjuguées de l'hyperbole. 


Les milieux des cordes parallèles à un diamètre de l’hyper- 
bole appartiennent au diamètre conjugué. 


Si la droite OX est extérieure à l'angle des asymptotes, la droite OV est inté- 
rieure et passe par le milieu de la tangente PQ parallèle à Où c’est-à-dire par 
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son point de contact (n° 500). Le lieu de I se compose des deux portions de 
la droite OX intérieures à l'hyperbole, tandis que le lieu de J est la droite Oà en 
entier. 


e 509. Hyperboles conjuguées. — Ce sont deux hyperboles (H) 
et (H') qui ont mêmes asymptotes, même distance focale et 
telles que l’axe focal de l’une soit l’axe non focal de l’autre. 
Les foyers F, F’ et F}, F1 de ces deux hyperboles (fig. 441) sont les intersec- 
ton du cercle O(c) avec Ox 
3S e et avec Qy axe 
focal de (H’). Les tangentes 
aux sommets et les asymptotes 
sont les côtés et les diagonales 
du rectangle CDD'C' inscrit 
j le cercle O. 
osant OA = a et OB = b 
on ps tient pour équations de 
(H) et qu rapportées aux axes 
Ox et 


2 
ie (H) 
| 2 p 
Fig. 441. et a — $ = — Ï (4H) 


e 510. Diamètres conjugués de deux hyperboles conjuguées. — Menons 
? un point P de l’asymptote OS les ns PM et PN aux deux hyperboles 
et (H). Ces ve ep l'asymptote en Q et R et on a (n° 497) : 
OP.0Q = onc OÙ — OR et SA Bani O est le milieu du 
ment QR. la sue de contact M et N étant les milieux respectifs de PQ e tPR 
(n° 500) le quadrilatère OMPN est un parallélogramme. Donc OM = NP et 

ON = MP. Le segment MN est MY arallèle à OS’ et son inilieu I appartient à OS. 
D'autre part le faisceau O (POMN) est tronke d et S directions OM et ON 
sont conjuguées pour chacune des deux hyperbo dit que : 

Les deux segments OM et ON constituent deux demi-dia- 
mètres conjugués pour l’une ou l’autre des hyperboles (H) 
ou 

Pour lh rbole (H) le segment OM est un demi-diamètre transverse et le 
segment O ON le PA arch conjugué non transverse. 

D'après le n° 501, 1° on a : MF.MF' = MP? = ON? : 

Le produit des rayons vecteurs d'un point M de l'hyperbole est égal au carré du 
demi-diamètre ON conjugué de OM. 


e 511. Théorème, — Une hyperbole est définie par un demi- 
diamètre transverse et le L mi-diamètre conjugué non trans- 
verse. e BE S 

Si on connaît OM et ON on nut construire MP = — MQ = ON. Les 
asymptotes de l'hyperbole sont OP et OQ et la droite a est une tangente à 
la courbe ce qui permet d'en achever la construction (n° 498). 
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o 512. Théorèmes d’Apollonius. — 1° La différence des carrés de 
deux demi- diamètres conjugués d’une hyperbole est cons- 
tante et égale à © — PF? 


nee le parallélogramme OMPN on a (fig. 441) : 
OM: — ON? = (OM + ON) (OM — ON) = OB.NM = OP.O0 
Soit : OM: — ÖN? = OP. 0g cos 2a, 


2 
Donc (n° 497 et 477) : OM? — ON? = ae 5 i 


= a — b?, 


29 L’aire du parallélogramme construit sur deux demi- 
diamètres conjugués est constante et égale à a 


En effet l'aire du parallélogramme OMEN est le double de T aire du trana 
OMP. Elle est donc égale à l'aire du triangle OPQ, c'est-à-dire (n° 498) à ab. 


HYPERBOLE ÉQUILATÈRE 


o 513. Équations d’une hyperbole é tère. — Une hyperbole est qui- 
latère (n° 477) lorsque ses asymptotes OX et OY sont rectangulaires (fig. 44 3 
c'est-à-dire lorsqu'elles sont bissectrices des angles formés par ses axes 

et Oy. Dans ce cas on a : 


a=i=" y} soit e= y2 


Y 
Q 


Fig. 442. Fig. 443. 


Toute courbe semblable à une hyperbole équilatère est une hyperbole équi- 
latère. Rapportée à ses axes, l'équation de l'hyperbole équilatère est donc 
(n° 492) : 

x 


27 =|. Soit : e—a (1) 


OSS 
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Il existe la même relation entre une hyperbole quelconque et l'hyperbole équi- 
latère de mêmes sommets qu'entre une ellipse et son cercle principal. 
2 
Sur la première : y? = Be — &) et sur la seconde : y? = x? — a. 
On passe donc de la seconde à la première par l'affinité orthogonale d'axe Ox et 


de rapport Ez Les asymptotes subissent la même affinité. Rapportée à ses 
asymptotes OX et OY, l'équation de l'hyperbole équilatère s'écrit (n° 502) : 


; è 
=F Soit: XY = 5 (2) 


wo 


Il en résulte que la courbe représentative de la fonction y = k est une hyper- 
bole équilatère. 


o 514. Théorème fondamental, — Pour qu’un point M appartienne 
à une hyperbole équilatère de diamètre il faut et il suffit 
que les cordes supplémentaires MA et MB soient également 
inclinées sur les asymptotes. 


l° Si M appartient à l'hyperbole (fig. 443), la droite MB est parallèle au 
segment OI qui joint le centre O au milieu I de AM. Or (n° e point l est 
aussi le milieu du segment PQ déterminé par les asymptotes OX et OY sur la 
droite AM. Dans le triangle rectang OPQ, on a IO = P= IQ et le triangle IPO 
est isocèle donc : (OX ,PI)— — (OX, OI soit : 


[ (0x, AM) = — (0X, BM) | (1) 


2° Réciproquement considérons un point M du plan vérifiant cette relation. 
La droite AM recoupe l'hyperbole en M'tel que (OX , AM) = — (OX , BM'). 
On a donc : (OX, BM) = (OX , BM’). Ce qui montre que BM est confondue 
avec BM' et que le point M est en M’ sur l'hyperbole équilatère. 


e 515. Corollaires. — 1° Une hyperbole équilatère est définie 
par un diamètre et un de ses points. 

Si l'on connaît le diamètre AB ainsi que le point M, la relation : 
(OX , AM) = — (OX, BM) montre que les asymptotes OX et OY sont paral- 
lèles aux bissectrices de l'angle ; 

20 L’hyperbole équilatère de diamètre AB passant par C 
est le lieu des points M tels que (AC, AM) = — (BC, BM). 

Si OX est une asymptote on doit avoir (OX, AM) = — (OX , BM). Or compte 
tenu de la relation : (OX, AC) = — (OX, BC) cette condition équivaut à : 
(AC, AM) = — , BM), ce qui est également une condition nécessaire et 
suffisante pour que les cercles distincts ACM et BCM soient égaux (n° 58). 

3° Pour qu’un point M décrive une hyperbole équilatère de 
diamètre AB, il faut et il suffit que la somme des angles polaires 
de AM et BM soit constante. 
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Si A est une direction donnée, la relation (OX, AM) = — (OX, BM) s'écrit 
(OX, 4) + (4,AM) = — (OX,4) — (4,BM) 


Fig. 444. 


soit : (A ,AM) + (4,BM) = 2 (A ,OX) = Cte, 
En particulier si A est la direction de AB on obtient : 
(AB, AM) + (AB,BM) = Cte. 


e 516. Application. — Le lieu des points de contact des tangentes parallèles à une direction 
donnée A, aux différents cercles d'un faisceau, est une hyperbole éguilatère. 


19 Soit Mx une inpor paneta au cercle w du faisceau de points de base À et B 
(fig. 444). On a (n° QE (AB, AM) = vE Na, Donc : 
AB , AM) + (AB, NS (AB, MB) +. (MB, Mx) = (AB , Mx) = (AB, A). 
one (AB, AM) + (AB, BM) = C". 
2° Si le faisceau de cercles admet A et B pour points limites, on se ramène au cas précé- 
dent en remplaçant la direction donnée À par sa perpendiculaire A'. 


SUJET D'EXAMEN 


— Équation de l'hyperbole rapportée à ses axes de symétrie. (Indochine ME.) 


EXERCICES. 


@ 619. Construire les points d'intersection d’une ellipse E et d’une hyperbole 
homofocale H données. 


@ 620. 1° Trouver le lieu des points de contact des tangentes (ou celui des pieds 
des normales) issues d’un point M de l’axe non focal aux ellipses et aux hyperboles 
homofocales de foyers F et F’. 

2° Reprendre le même problème pour un polnt P du segment FF ou de ses pro- 
longements. 


@ 621. 1° Déterminer le lieu du milieu M d’un segment AB compris entre deux 
cercles concentriques donnés et vu d’un point donné F sous un angle droit. 

20 Trouver le lieu des points M d’où l’on peut mener respectivement à deux 
coniques (ellipses ou hyperboles) de foyers F et F’ deux tangentes rectangulaires. 
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© 622. Construire une hyperbole connaissant son centre, un point et la tangente 
en ce point, ainsi que l’angle des asymptotes. 


© 623. Construire ùne hyperbole admettant une asymptote donnée connaissant 
en outre : 

1° Trois points de la courbe. 

2° Deux points et la tangente en l’un d’eux. 

3° Deux points et l’excentricité ou l’angle des asymptotes. 


@ 624. 1° Par les points A et B d’une hyperbole on mène les parallèles aux asymp- 
totes et on forme un parallélogramme APBQ. Montrer que la droite PQ est le 
diamètre conjugué de la corde AB. 

20 Construire une hyperbole connalssant trois points A, B, C de la courbe et 
les directions des asymptotes. 


@ 625. 1° Démontrer que deux hyperboles de mêmes asymptotes découpent sur 
une sécante commune quelconque des cordes de même milieu, 

2° En déduire le lieu du milieu M d’une corde AB d’une hyperbole issue d’un 
point donné P. 


© 626. On donne deux droltes fixes Ox et Oy et un point fixe P. Une sécante 
variable issue de P coupe Oz et Oy en A et B. 

1° Déterminer le lieu du milieu M de AB. Préciser ses éléments. 

2° Plus généralement déterniiner le lieu d'un point N de la droite AB tel que 
PN = aPA + RPB (a et & étant des constantes données). 


@ 627. 1° Par un point À d’une hyperbole on mène les parallèles Ai et Au aux 
asymptotes OX et OY de l’hyperbole. La droite qui joint au centre O un point 
variable M de l’hyperbole coupe Aà et Ag en P et Q. Démontrer que 
OMi = OP . OQ. 
2° Une droite variable issue d’un point fixe P coupe deux droites fixes Ox et 
Oy en A et B. Trouver Je lieu des points M et M’ de cette droite tels que : 
PM? = PM” = PA.PB. 


© 628. 1° On désigne par A et B deux points fixes et par M un point variable 
d’une hyperbole. L’asymptote OY coupeen P et Q les droites MA et MB et en A’ et B’ 


les parallèles à l’asymptote OX menées par A et B. Démontrer que le vecteur PO 


-— 
reste égal au vecteur A'B’. 
2° Deux points variables P. et Q décrivent des divisions égales sur une même 
droite A. Par deux points fixes A et B on mène les droites AP et BQ. Trouver le lieu 
du point d’intersection M de ces deux droltes. 


© 629. Soient AB et CD deux cordes parallèles de mllieux respectifs I et J d’une 
hyperbole de centre O, Les droites AC et BD se coupent en K et les droites AD et BC 
se coupent en L. 

1° Démontrer que les points O, I, J, K et L sont allgnés. 

2° En déduire que la droite OI passe par le point de rencontre M des tangentes 
en A et B ainsi que par les points P et Q communs aux parallèles aux asymptotes 
menées par A et B. 

3° Démontrer que la division (OMPQ) est harmonique. 


kd 631. On désigne par A et B deux points diamétralement opposés de l’hyperbole : 
A — A = 1,et par M un point variable sur cette courbe, 
1° Démontrer que le produit des coefficients angulalres de deux directions con- 


juguées par rapport à l'hyperbole est: égal à aè 
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2° Quelle relation existe-t-ll entre les coefficients angulaires des cordes supplé- 
mentaires MA et MB? 


e 632. On considère ia famille des hyperboles (4€) admettant pour asymptotes 
deux droltes données OS et OS’. Un point variable M décrit une droite donnée A 
parallèle à l’un des axes, coupant OS en À et OS’ en B. 

1° Construire les intersections P et Q de OS et de OS’ avec la tangente en M à 
l’hyperbole (3€) passant par M. 

2° Démontrer que P et Q se correspondent dans une rotation fixe dont on préci- 
sera l’angle et ie centre, En déduire l'enveloppe de la normale en M à (3€). 

3° Réciproquement trouver le lieu des pieds des normales aux hyperboles (3€) 
issues d’un point donné e de l’un des axes. 


© 633. Solt M un point variable sur une hyperbole de centre O et de foyers T 
et T’. On trace les cercles de centres F et F’ passant par M et se recoupant en M’. 

1° Construire une tangente commune TT’ à ces deux cercies. Trouver les leux 
de T et T’ et du milieu M, de TT’. Montrer que M, est sur la droite MM’ et préciser 
la longueur et la direction du vecteur TT’. 

2° Solt H l'intersection de MM’ avec l’axe focal Oz. Déduire de ce qui précède 
la relation M,M.M,M’ = bê? puis HM? = HM,? — b? et retrouver ainsi l'équation 
de l’hyperbole. 

30 Démontrer que TT’ coupe Ox au pled N des normales en M et M’ et que le 
cercle bltangent en M et M’ à l'hyperbole est orthogonal au cercle de diamètre TT’. 


© 634. On désigne par P et Q les intersections de la tangente en un point variable 
M d’une hyperbole avec les asymptotes OS et OS’, par I et J ies Intersectlons de 
ia normale en M avec Faxe non focal Oy et l’axe focal Ox, Soient A et A’ les projec- 
tions sur les asymptotes du point I et soient B et B’ celies du point J. 

1° Démontrer que les polnts O, P, Q sont situés sur le cercle de diamètre IJ 
et que M est l'intersection de AA’ et de BB’. En déduire une construction de la 
normale en M à l'hyperbole. 

20 Etablir la relation 1M3 — TA? = a?. Montrer que le cercle de centre I, bitangent 
en M E M, à l'hyperbole, découpe sur une asympote un segment de longueur cons- 
ante 2a. 

3° Etablir la relation : JB? — JM? = b?. En déduire que le cercie de centre J, 
angent ati asymptotes, découpe sur la tangente en M un segment de longueur 
constante 2b, 


© 635. 1° Solent AB et CD deux cordes d’une hyperbole antiparallèles par rapport 
aux asymptotes qu’elles coupent respectivement en P et Q et en R et S. Démontrer 
ue PQ RTS points A, B, C, D appartiennent à un cercle & concentrique au cer- 
cle : 
20 En déduire une construction des points d’intersection d’une droite donnée A 
et d’une hyperbole définle par ses asymptotes OX et OY et un point de la courbe. 
3° Un cercle variable « passe par deux points fixes P et Q et recoupe les droites 
fixes OP et OQ en R et S. Le cercle de centre « passant par un point donné A de 
la drolte PQ coupe la droite RS en M et M’. Lieu des points M et M’. 


è 636. Une sécante variable issue d’un point fixe M coupe une hyperbole donnée 
en A et B et coupe ses asymptotes OX et OY en P et Q. On désigne par à le produit 
des coordonnées obliques X et Y de A et par # celui des coordonnées analogues 
de M. 
_1° Etablirlarelation MA.MB = MP. MQ — AP. AQ et montrer que les produits 
MP.MQ, AP. AQ et MA.MB sont proportionnels à des nombres constants, 
Comparer MA. MB au carré du demi-diamètre OI parallèle à AB, 

2° Pour que quatre points À, B, C, D d’une hyperbole appartiennent à un même 
cercle de centre « il faut et il suffil que les cordes AB et CD soient également inclinées 
sur les axes ou qu'’eiles coupent les asymptotes en quatre points P, Q, R, S d’un 
cercle de même centre à. 


e 637. Utiliser la propriété précédente pour construire : 

1° Le quatrième point D commun à une hyperbole et au cercle ABC passant par 
trois points A, B et C de cette hyperbole. 

20 Les points C et D où se recoupent une hyperbole et un cercle passant par deux 
points A et B de cette hyperbole. 
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© 638. 1° Trouver le lieu du second foyer d’une hyperbole équilatère dont on 
connaît un foyer et une tangente. 

2° Construire une hyperbole équilatère connaissant un foyer et deux tangentes 
ou connaissant un foyer, une tangente et son point de contact. 


© 639. 1° Trouver le lieu des foyers des elllpses et des hyperboles T tangentes aux 
quatre côtés d’un parallélogramme. 

2. Construire la courbe Î' connalssant sa distance focale ou la direction de son 
axe focal, 


© 640. 1° Soient B et C les sommets d’une hyperbole équilatère et A un point 
quelconque de la courbe. Démontrer que le triangle ABC est un trlangle pseudo- 


rectangle de sommet A (ex. n° 322), c'est-à-dire tel que |B — cl = 1 droit. 
20 Lieu des sommets A des triangles pseudo-rectangles dont la base BC est 
un segment donné, 


© 641. 1° Trouver le lieu du sommet A d’un triangle isocèle dont les côtés égaux 
AB et AC passent respectivement par deux points fixes P et Q et dont la base BC 
est portée par une droite OX issue du mllieu O de PQ. 


2° Démontrer que le vecteur BC est constant et qu'il en est de même du vecteur 


DÉ asconpé par les droites AB et AC sur la droite OY perpendiculaire en O à OX. 
Comparer les divisions ABDP et EQAC. 


© 642. On donne un triangle ABC rectangle en A et un point M variable sur 
le cercle ABC. La médiane MI du triangle MAB coupe la droite A€ en K et la per- 
pendiculaire en K à AC coupe BM en P. 

1° Démontrer que le falsceau A(BCMP) est harmonique. 

2° Trouver le lieu géométrique du point P. Préciser ses éléments. 


@ 643. Soient A et A’ deux points dlamétralement opposés d’une hyperbole équi- 
latère, Démontrer que le cercle de centre A passant par A’ recoupe la courbe 
en trois polnts B, C et D, sommets d’un triangle équilatéral de centre A. 


© 644. Soient OX et OY deux droltes rectangulaires données. Par tout point M du 
plan passent une hyperbole équilatère T d'asymptotes OX et OY et une hyperbole 
équilatère I” d’axes OX et OY. La tangente en M à T coupe OX et OY en P et Q 
et la tangente en M à I” coupe les asym totes de I” en R et S. 

1° Démontrer que la quadrilatère ROS est un carré et que les courbes T et I” 
sont orthogonales en leurs deux points communs. 

2° Construire le réseau orthogonal formé par les hyperboles T et I”. 


@ 645. 1° Tout cercle w passant par deux polnts A et B diamétralement opposés 
sur une hyperbole équllatère T' recoupe cette hyperbole en deux points C et D dia- 
métralement opposés sur le cercle w et la droite est perpendiculaire aux tangentes 
en À et B à Tr. 

2° Réciproquement sl un cercle « a pour diamètre .une corde CD d’une hyper- 
bole équilatère T il recoupe T aux points A et B où les tangentes à T sont perpen- 
diculaires à CD. 


© 646. Soient A et B les sommets d’une hyperbole équilatère T de centre O et BY 
la tangente en B. Toute droite issue de À recoupe l’hyperbole en M, le cercle 
principal de diamètre AB en P et la tangente BY en R. 

1° Montrer que BY est bissectrice de l'angle MBP et que la division (ARMP) 
est harmonique. En déduire que OP et OM passent respectivement par les projec- 
tions H et K de M et P sur BY. Construire l’un des points M ou P connaissant l’autre. 

2° On applique la construction précédente à tout point M du plan. Montrer que 
lorsque M décrit une droite A coupant BY en I le point P décrit une droite A’ $ 
quatrième rayon du faisceau harmonique I(ABMP). Construire l’homologuc.d’une 
corde MM, de T ou de la tangente en M à rT. 

3° Ramener la construction des points communs à T et à une droite donnée A 
ou celle des tangentes à T issues d’un point S à un problème analogue relatif au 
cercle principal de r 


@ 647. 1° Démontrer qu’il existe une hyperbole équilatère et une seule circons- 
crite à un parallélogramme ABA'’B’ de centre O. 
2° Soit M un point quelconque de cette hyperbole. Démontrer que 1es quatre 
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cercles MAB, MBA’, MA'B’ et MB'A sont égaux. Comparer les angles (MA , MB) 
et (MA', MB’). 
e 648. On se donne un parallélogramme ABA'B’ et on se propose de trouver le 
lieu T des points M tels que (MA , MB) = — (MA’, MB’). 

1° Démontrer que les cercles MAB et MA'B’ sont égaux et se recoupent en un 
point M’ orthocentre de chacun des triangles MAB’ et MA'B. 

2° Comparer les cercles MAB et MAB’ et démontrer que r est l'hyperbole équi- 
latère circonscrite au parallélogramme ABA’B’. 


è 649. Soit À’ le point diamétralement opposé au point A sur une hyperbole 
équilatère T circonscrite au triangle ABC dont on désigne par H l’orthocentre. 
1° Démontrer que les points A’, B, C et H appartiennent à un même cercle égal 


au cercle ABH. Que ‘devient le cercle A'BCH dans l’homothétie (a, 5)? 


29 En déduire que : Toute hyperbole équilatère T circonscrite à un triangle ABC 
passe par l’orthocentre H de ce triangle et son centre O appartient au cercle d’ Euler 
du triangle ABC. Que peut-on dire des extrémités de deux cordes rectangulaires 
de cette hyperbole? À 

3° L’hyperbole Tr recoupe le cercle ABC en un point H’ diamétralement opposé 
sur T à l’orthocentre H et les asymptotes de T sont les droites de Simson du triangle 
ABC relatives aux points M et M’ où les parallèles issues de H’ à ces asymptotes 
recoupent le cercle ABC. 


@ 650. 1° Montrer que toute corde AB d’une hyperbole équilatère et la -droite 
joignant le centre O de l’hyperbole au milieu I de AB sont également inclinées 
sur les asymptotes. Construire une hyperbole équilatère connaissant son centre O 
et deux points de la courbe. 

2° Soient A’, B’, C’ les milieux des côtés BC, CA et AB d’un triangle ABC inscrit 
dans une hyperbole équilatère de centre O. Démontrer que (OB', OC’) = (A'B’, A'C') 
et montrer que le point O appartient au cercle A'B'C’. 

3° Démontrer que l’hyperbole équilatère passant par deux sommets A et B 
du quadrangle orthocentrique ABCD et dont le centre O appartient au cercle d’Euler 
du quadrangle passe par les sommets C et D. 


è 651. 1° Démontrer en utilisant les résultats de l’exercice 649 ou 650 que le 
lieu des centres des hyperboles équilatères circonscrites à un triangle ABC est le 
cercle d’Euler du triangle ABC. 

2° Etablir qu’il existe une hyperbole équilatère et une seule circonscrite à 
un quadrangle ABCD non orthocentrique, 

3° En déduire que les cercles d’Euler des quatre triangles ABC, BCD, CDA et 
DAB concourent en un même point, Etablir directement cette propriété. 


e 652. On se donne un segmeut AA’ de milieu O et à tout point P du plan on 
associe les points M et M’ de la bissectrice intérieure de l’angle AOP tels que 
OM? = OM’? = OA.OP. 

1° Démontrer que les angles (AM, AP) et (A'M, A’A) sont opposés. En déduire 
que, lorsque P décrit une droite D passant par A, le lieu de M et de M’ est une 
hyperbole équilatère de centre O. Montrer qa en est de même lorsque P décrit 
la droite A homologue de D dans l’homothétie (O, + k?) 

2° Réciproquement si M et M’ sont deux points variables diamétralement 
opposés sur une hyperbole équilatère de centre O, le lieu de P est une droite A. 

3° En déduire une construction des points communs à deux hyperboles équila- 
tères T et r’ de même centre O. 


e 653. On considère un triangle ABC et la hauteur AH, 


1° Montrer que la relation B — C = + r/2 équivaut à la relation algébrique 
AH? = HB. HC. 

2° Montrer que cette même relation équivaut à b? — c2 = + 2aR 
(a = BC, b = AC, € = AB, R, rayon du cercle circonscrit). 

3° Lieu du point A quand B et C étant fixes, 

B— C = + rx/2 ou — r/2. 

4° Application à l'intersection d’une hyperbole équilatère et d’un cercle pas- 

sant par les sommets. { Grenoble.) 
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© 654%. 1° On consldère l’hyperbole équilatère d’équation x? — y? = a. Montrer 
que, si A et A’ sont les sommets, m la projection de M sur AA’, cette hyperbole 
est le lleu des points M tels que mM: = MA. mA’. 
2° On considère un cercle (C) de centre C, qui varle en passant constamment 
ar deux points fixes A et A’. O est le milieu de AA’. Solt MM’ le diamètre du cercle 
tO) parallèle à AA’, Trouver le lieu (H) des points M et M’ lorsque (C) varie. 
8° Solt Q le pôle de AA’ par rapport au cercle (C). Montrer que le cercle (T) 
clrconscrit au trlangle QMM’ passe par le symétrique Q’ de O par rapport à C. 
En déduire que le cercle (T) coupe la droite AA’ en deux points F et F’ tels que 
OF = OF’ = OAvyŽ, Que représentent pour (H) les points F et F’ et la droite MQ? 
4° Montrer que MQ et MO forment avec les parallèles aux asymptotes de (H) 
menées par M un falsceau harmonique. En déduire que la tangente en M à (H) coupe 
les asymptotes symétriques en deux points par rapport à M. (Strasbourg. ) 


© 666. Dans le plan des axes rectangulaires Ox, Oy, on considère la famille des 
cercles (C) qui coupent l’axe Ox aux points fixes donnés A, A’ d’abscisses respec- 
tives a et — a, et la famille des cercles (T) tels que, si M parcourt l’un quelconque 
d'entre eux, le rapport des distances MA, MA’ reste constant. 

1° Trouver le lieu (S) des extrémités P et P’ du diamètre d’un cercle (C) parallèle 
à AA’, et montrer que ce lieu est aussi celui des extrémités Q et Q’ du diamètre 
d’un cercle (T) perpendiculaire à AA’, 

2° Soit K le pôle de AA’ par rapport à un cercle (C) quelconque de centre I; 
on désigne par H le point diamétralement opposé au point K sur le cercle (œ) 
circonscrit au triangle KPP’. 

Démontrer que le polnt I est le milieu du segment OH, et que les points où le 
cercle (a) coupe l’axe Or restent fixes quand le cercle (C) varie. 

Préciser le rôle de ces points vis-à-vis de la courbe (S), et en déduire une propriété 
remarquable des droites KP, KP’ relativement à cette courbe. 

30 Soient (X) et (X’) deux droites fixes menées parallèlement à la droite AA’ 
à la même distance donnée b de part et d’autre de cette droite. On marque sur (X) 
un point quelconque T; on désigne par (A) la tangente en T au cercie (C) qui passe 
par ce point, et par T’ le point où (A) coupe la droite (X’). 

Montrer que le produit des distances des points A, A’ à la droite (A) reste constant 
lorsque T varie sur (X). En déduire, dans les mêmes conditions, renveioppe de (A), 
et indiquer une propriété remarquable du cercle de diamètre TT’. (Toulouse. ) 


| VINGT ET UNIÈME LEÇON | 


PARABOLE 


o 517. Définition. — La parabole est le lieu pneus des 
points du plan équidistants d’un point fixe F et d’une droite 
xe D. 


Le point fixe F est le Jouer et la droitefixe D la directrice 
de la parabole (fig. 445). Tout point M se projetant en 
H sur D appartient à la parabole si : M 


Dev] 


La distance FK = p du foyer F à la directrice est le  K F 
paramètre de la parabole que nous supposerons non nul. 


ll est clair que toute homothétie pose de rapport # 
transforme le trapèze rectangle MFKH en un trapèze (D) 
semblable. Elle transforme donc la parabole en une Fig. 445 
autre parabole de paramètre kp. Date 


Toute courbe semblable à une parabole est une parabole. 
En particulier deux paraboles de même paramètre sont égales. 


© 518. Tracé continu de la parabole. — Attachons à la pointe B d'une équerre AHB 


Fig. 446. Fig. 447. 


(fg. 446) une des extrémités d'un fil souple inextensible. Puis à une pointe fixée en F 
attachons l'autre extrémité du fil de façon que sa longueur entre B et F soit égale au côté HB 
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de l'angle droit de l'équerre. Faisons glisser l’équerre contre la règle placée le long de D 
en maintenant le fil tendu à l'aide de la pointe M du crayon appuyée contre le côté HB 
de l'équerre. Le point M décrit une courbe telle que HB = HM + MF donc MF = MH. 
C'est donc un arc de la parabole de foyer F et de directrice D. 


e 519. Axe et sommet de la parabole. — Désignons par x'x la droite FK 
(fig. 447). Si un point M appartient à la parabole il en est de même du point M’ 
symétrique de M par rapport à x'x. La droite x'x est donc un axe de symétrie 
de la courbe, appelé axe de la parabole. 

Tout point de la parabole situé sur l'axe x’x est équidistant de F et de K. 
Par suite seul le milieu À du segment FK appartient à la parabole. Ce point 
est appelé sommet de la parabole. 


e 520. Constructions par points de la parabole. — 1° Soit une droite 5 
perpendiculaire en P à l'axe x'x (fig. 448). Tout point M de la parabole situé 
sur cette droite est tel que MF = PK. Il appartient donc au cercle de centre F 
et de rayon PK. Ce cercle coupe effectivement la droite è en deux points M et M’ 
symétriques par rapport à x'x si PF < PK c'est-à-dire si P appartient à la demi- 
droite Ax. 


Fig. 448. Fig. 449. 


Cette construction montre que la parabole est tout entière située du même 
côté que le foyer F par rapport à la droite y'y perpendiculaire en A à x'x. 

20 Menons une droite À perpendiculaire en H à la directrice D (fig. 449). 
Pour qu'un point M de cette droite appartienne à la parabole, il faut et il suffit 
que MF = MH, donc que M soit situé sur la médiatrice de FH. L'angle FHA 
étant aigu, il y a un point M et un seul de la demi-droite Hà répondant à la 
question. 

En répétant l'une ou l'autre des constructions précédentes on obtient un 
tracé par points de la parabole. 


e 521. Direction asymptotique de la parabole. — La droite x’à (fig. 449) 
pouvant être aussi éloignée qu'on le désire, il en est de même du point M. 
La parabole admet donc deux branches infinies. Pour que le point M s'éloigne 
indéfiniment sur l’une de ces branches, il faut et il suffit que le point H 
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s s'éloigne à à l'infini sur D D, donc que l'angle AFH tende vers un droit. Comme 


AFH = FHM = HFM, on voit que l'angle AFM tend vers deux droits 
et que la position limite de la dan de oite FM est la démi-droite Fx. 


La parabole admet une direction asymptotique unique, 
celle de son axe. 


Comme la droite Mà, parallèle à cette direction ayi piota s'éloigne 
indéfiniment en même temps que M, il en résulte (n° 475) que la parabole 
n'admet pas d'asymptote. 


e 522. Intérieur et extérieur de la parabole. — D'après l'étude du n° 520, 

(fig. 449) la parabole partage pote parallèle X'A à son axe en deux parties 

MY et Ma. Elle partage donc le plan en deux régions distinctes, Celle qui 

contient le foyer Pal est l'intérieur de la parabole et l’autre, l'extérieur de la para- 
e. - 


Tout point M, de la demi-droite MX est un point intérieur. Il est situé du 
même côté que F par rapport à la médiatrice de FH, donc : | M,F < MH. 


Tout point M: de la demi-droite MX est un point extérieur. Il est situé du 


même côté que H par rapport à la médiatrice de FH, donc : | M,F > MH. 


Il en résulte comme aux n% 426 et 471 que : 


Un point est intérieur ou extérieur à à la parabole suivant que sa distance au foyer 
est inférieure ou supérieure à sa distance à la directrice. 


e 523. Théorème fondamental. — La parabole est le lieu des 
centres des cercles tangents à une droite fixe et passant par 
un point fixe non situé sur cette droite. 


1° Tout point M de la parabole de foyer F et 
de directrice D est tel que MF = MH (g. 450). 

cercle de centre M passant par F est donc 
tangent en H à la droite D. 

6 Si un cercle de centre M, tangent en H à la 
droite donnée D, passe par le point fixe F, son rayon 
MF est égal à la distance MH de son centre à la 
droite D. Donc MF = MH et le point M appar- 
tient à la parabole de foyer F et de directrice 


e 524. Intersection d’une droite et d’une 
parabole. — Pour construire les points communs 
à la parabole et à une droite donnée A (fig. 451) il Fig. 450. 
nous faut chercher les cercles tangents à la direc- 
trice D, passant par F ue sur la droite A, c'est-à-dire passant par F 
et par Es ymétrique de F par rapport à A. Nous sommes ramenés au 
problème étudié au n° 324. Rappelons la solution : 

Par le point | commun à FF; et à D on mène la tangente IT à un ek anel 
conque passant par F et F}. 1. Les points de contact avec D des cercles Aah 
sont les intersections æ et ọ' de D avec le cercle de centre I passant par T ge 
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centres M et M' de ces cercles sont les intersections de A avec les droites qu 
et ou’ parallèles à l'axe x’x. 


e 525. Discussion. — Le point I existe si A n'est pas parallèle à xx. Le pro- 
duit IF.IF, est positif si F et F, sont d'un même côté de la droite D. On 
obtient alors deux points + et +’ symétriques par rapport à I et par suite deux 
solutions distinctes M et M. 


Fig. 451 Fig. 452. 


Si le point F, est sur D, les points F}, I, ® et &’ sont confondus et il en est 
de même de M et M’ : une seule solution. Pas de solution si F et F, sont de part 
et d'autre de D. 

Le point I cesse d'exister si À devient parallèle à xx. On obtient dans ce 
cas une solution en prenant + au point d’intersection de A et de D comme cela 
a été vu au n° 520, à 

Une droite À non pra à l'axe de la parabole a deux points communs distincts 
avec la parabole si le foyer F et son symétrique F, par rapport à la droite A sont 
d'un même côté de la directrice. Ces deux points sont confondus si F, est sur D. 
Une parallèle à l'axe de la parabole coupe la courbe en un point unique. 

Remarquons que si A passe par F (fig. 452), le point F; est en F, mais I reste 
sur la perpendiculaire à À passant par F et on a : Ig = [= IF. 


e 526. Diamètres de la parabole. — La corde MM’ de la parabole (fig. 451) 
se projette en +?’ sur la directrice et son milieu J, au milieu I de ọọ’. Or le 
pont Í, intersection de la directrice avec la perpendiculaire menée de F à la 
corde MM’, reste fixe lorsque MM’ se déplace en restant parallèle à une direc- 
tion donnée A. Le milieu J de MM’ décrit la portion intérieure à la parabole 
de la perpendiculaire Ià à D : 

Le lieu des milieux des cordes d’une parabole, parallèles 
à une direction donnée À appartient à une parallèle à l’axe de 
la parabole appelée diarnètre conjugué de la direction A. 


Notons que le diamètre conjugué de la direction A coupe la directrice D au 
point situé sur la perpendiculaire menée de F à A. 
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TANGENTES A LA PARABOLE 


e 527. Existence de la tangente en un point. — Soit M un point donné 
et M’ un point quelconque de la parabole de foyer F et de Lrecrke D (Fe 453). 
Les points M et M’ sont les centres de deux cercles passant par F et tangents 
respectivement en + et 9’ à la directrice D. Ces cercles se recoupent au point F}, 
symétrique de F par rapport à la sécante MM’. La droite FF, coupe D en un 
point Í milieu de ọọ’ car Tẹ? = Ip? = IF.IF,. Lorsque le point M' se dépla- 


Fig. 453. Fig. 454. 


çant sur la parabole vient se confondre avec le point M, le point +’ vient en + 
et il en est de même du point I. La relation 19? = IF .IF, montre que IF, tend 
vers zéro et que le point F; vient également se confondre avec +. Í] en résulte 
que la droite MM, médiatrice-du segment FF; admet pour position limite la 
médiatrice de Fe (fig. 454). Le triangle MF étant isocèle cette médiatrice est 
bissectrice intérieure de l'angle FM9, donc bissectrice extérieure de l'angle FMa. 


En tout point d’une parabole il existe une tangente bissec- 
trice extérieure de l'angle formé par le rayon vecteur et la 
demi-droite intérieure parallèle à l’axe, issue de ce point. 


En particulier la tangente au sommet A de la parabole est la perpendiculaire y'y 
en ce point à l'axe de la parabole (fig. 455). Elle se déduit de la directes D dans 
l'homothétie (F, 1/2). 

La normale en M à la parabole est la bissectrice intérieure MN de l'angle FMa. 


e 528. Remarque. — La deuxième construction par points de la parabole 
(n° 520) fournit, en même temps que le point M, la tangente en ce point. En 
effet (fig. 454), étant un point quelconque de D, la médiatrice de Fo coupe la 
parallèle p à l'axe en un point M de la parabole et la tangente en M est précisé- 
ment la médiatrice que nous venons de construire. 
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e 529. Propriétés de la tangente à la parabole. — 1° L'étude du n° 527 
montre que toute tangente à la parabole est médiatrice d'un segment F9 joi- 
gnant le foyer F à un point ọ de la. irėctrice (fig. 455). La remarque précédente 
montre qu'une telle médiatrice est une tangente à la parabole. Il en résulte que : 


Pour qu’une droite À soit tangente à la parabole il faut et 
il suffit que le symétrique du foyer par rapport à cette droite 
soit situé sur la directrice. 

Le point de contact de cette tangente À est son intersection avec la parallèle pà 
à l'axe x’x. 

2 L’homothétie (F, 1/2) transforme + en H, projection de F sur la tangente A 
et transforme la directrice D en la tangente au sommet y/y. Donc : 

Le lieu géométrique des projections du foyer sur les tan- 
gentes à la parabole est la tangente au sommet de la parabole. 


Y A 


Fig. 455. Fig. 456. 


La podaire de la parabole par rapport à son foyer est donc sa tangente au 
sommet. 


3° Il résulte du n° 525 qu'une tangente à la parabole n'a qu'un seul point 
commun avec la courbe. En appliquant au point F, l'homothétie (F, 1/2) on 
voit que : 

Une droite est sécante ou extérieure à la parabole suivant que le foyer et sa pro- 
jection sur cette droite sont d'un même côté ou non de la tangente au sommet. 


e 530. Générations tangentielles de la parabole. — D'après ce qui 
précède : 

10 L'enveloppe de la médiatrice d'un segment joignant un point fixe F à un point 
variable d'une droite D est la parabole de foyer Fet de directrice D. 

29 Lorsque le sommet d’un angle droit décrit une droite 
fixe y'y, l’un de ses côtés passant par un point fixe F, le second 
côté enveloppe la parabole de foyer F admettant la droite y'y 
pour tangente au sommet. 


Autrement dit, l'antipodaire d'une droite est une parabole. 


3° Plus généralement considérons (fig. 456) un angle constant (MF, Mx) = à dont le 
sommet décrit une droite fixe 8 et dont le côté MF passe par un point fixe F. Soit H la 
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projection de F sur Mx. Le triangle FMH restant semblable à lui-même, le lieu de H 
est la droite &, homologue de 8 dans la similitude de centre F qui transforme M en H. 
L'enveloppe de Mk est la parabole de foyer F admettant y pour tangente au sommet. 

Comme È et 8, se coupent en K sur le cercle MHF (n° 242), l'angle FKM est droit ce 
qui montre que à est tangente à la parabole enveloppe. 


e 531. Sous-tangente. Sous-normale. — La tangente et la normale en M 
coupent respectivement l'axe de la parabole en T et N (fig. 457). Les deux 
segments TP et PN, projections sur l'axe x’x de la tangente MT et de la nor- 
male MN sont appelés respectivement sous-tangente et sous-normale relatives à M. 

Les droites M et x ‘x étant parallèles, le milieu H de Fọ est le milieu de MT. 
Par projection sur x'x on voit que À est le milieu de la sous-tangente TP. 
D'autre part les droites ẹF et MN, perpendiculaires à MT sont parallèles 


et le quadrilatère MẹFN est un parallélogramme. Donc M = KP = FN d'où: 
KF = PN. La longueur PN est donc égale au paramètre p = KF : 


Le sommet de la parabole est le milieu de la sous-tangente 
randig que la sous-normale est égale au paramètre de la para- 
ole. 


Fig. 457. Fig. 458. 


Notons d'autre part que la droite pF médiatrice de MT coupe le segment TN 
en son milieu F. Le cercle de centre F, passant par M coupe par suite l'axe x'x 
en T et N, ce qui donne une construction simple de la tangente et de la normale 


en M. 


e 532. Tangente parallèle à une direction donnée. — Considérons la 
parabole définie par son foyer F, sa directrice D (fig. 458) et soit à une direc- 
tion donnée. Le symétrique ọ du foyer F par rapport à une tangente parallèle 
à è se trouve sur la directrice D et sur la perpendiculaire menée dE à la droite 5. 
Or cette perpendiculaire coupe D en un point unique si toutefois à n'est pas 
parallèle à l'axe de la parabole. La médiatrice de Fo est la tangente cherchée. 


Il existe une tangente à la parabole parallèle à une direc- 
tion donnée distincte de celle de l’axe de la parabole. 


Le point de contact M de cette tangente est son intersection avec la paral- 
lèle pà à l'axe. Or la droite pà est le diamètre de la parabole conjugué de la 
direction à (n° 526), Le point de contact M est donc l'extrémité de ce diamètre. 
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e 533. Tangentes issues d’un point donné. — Le symétrique + du foyer F 
de la parabole par rapport à une tangente PM issue du point donné P (fig. 459) 
appartient à la directrice D. Puisque PF = Pọ, il appartient aussi au cercle de 
centre P passant par F. À tout point ? commun à ce cercle et à D, correspond 
une tangente issue de P, médiatrice du segment Fẹ et dont le point de contact M 
est son intersection avec la parallèle à à l'axe. 


Fig. 459. Fig. 460. 


Discussion. — Pour que le cercle de centre P passant par F coupe D il 
faut et il suffit que la distance PI du point P à D soit inférieure au rayon PF 
de ce cercle donc (n° 522) que le point P soit extérieur à la parabole. 


Par un point extérieur à la parabole on peut lui mener 
deux tangentes distinctes. 


Si le point P est sur la parabole, le cercle P (PF) est tangent en + à la direc- 
trice D : une solution la tangente en P. 

Notons d'autre part (fig. 460) que les projections H et H’ du foyer F sur les 
tangentes issues de P sont les intersections de la tangente au sommet A avec le 
cercle de diamètre PF, ce qui fournit une autre construction de ces tangentes. 


e 534. Théorèmes de Poncelet. — 1° Désignons (fig. 459) par Pà la demi- 
droite issue de P parallèle à laxe de la parabole. Les points æ et 9 
étant symétriques par rapport à P il en est de même des angles PẹM et Pẹ'M’. 

Or les angles P?M et PFM, symétriques par rapport à la droite PM sont 
égaux. De même les angles Pọ’M’ et PFM' symétriques par rapport à la droite 
PM' sont égaux. Il en résulte que les angles PFM et PEM’ sont égaux. 

La droite qui joint le foyer F d’une parabole au point P 
commun aux tangentes en M et M’ à cette parabole est bissec- 
trice intérieure de langle MFM’. 


Autrement dit les portions de tangentes PM et PM’ sont vues du foyer sous 
des angles égaux. 

20 Les droites Pà et PM’, médiatrices de ?' et de ®'F, sont bissectrices 
intérieures des angles (Po', Po) et (P+’, PF), donc (n° 50) l'angle (Pà , PM’) 
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est égal à la moitié de l’angle Po ,PF) c'est-à-dire à l'angle (PM ,PF) car 
PM est de même bissectrice intérieure de l'angle (Po, PF). Soit: 


(PF, PM) = — (Pa, PM). 


Les tangentes menées d’un point P à une parabole sont 
antiparallèles par rapport à la droite PF et la parallèle Pr à 
laxe de la parabole. 

On peut également dire (fig. 460) que les droites PA et PF sont respectivement 
la hauteur et le diamètre du cercle circonscrit, issus de P, dans le triangle PHH’. 
Elles sont donc antiparallèles par rapport aux côtés PH et PH! (n° 62). D'autre 
part le point F et la droite PX étant intérieurs à l'angle MPM’, on peut même 
préciser que : 


‘Les angles PM, PM) et FF, Pi) ont même bissectrice intérieure et les angles 
(PM, PF) et (PM',Pà) sont opposés. 


e 535. Corollaire. — Les tangentes PM et PM' ont des projec- 
tions égales sur la directrice et. le point P appartient au dia- 
mètre conjugué de la corde 
En effet (fig. 459) les mi PM et PM’ se projettent sur la directrice D 
suivant les seemnis égaux lọ et Ip’. La droite PX est la base moyenne du tra- 
èze rectangle Mp'M' et passe par le milieu J z MM: La droite Pà est donc 
k diamètre conjugué de la direction MM' (n° 5 


e 536. Angle des tangentes. — Les tangentes PM et PM’ à la parabole 
(fig. 459) étant les bissectrices intérieures des angles PF, Po)et (PF, Pe) l'an- 
gle (PM ,PM) est ‘l à la moitié de l'angle Pop e.Pe’ P) 
c'est-à-dire à (Po, Pà). Les deux angles MP! 

et ọPà étant de même sensona : Pà = = MPM = ENV, 
Comme PI est la projection sur l'axe Pà du vecteur Pọ, 
on voit que : PI = Po cos V 


[PI = PF cos V | 


Pour que l'angle MPM’ soit droit il faut et il 


suffit que PI = O donc que P appartienne à la Fig. 461. 
directrice D (fig. 461). 


Le lieu des points d’où l’on peut mener deux tangentes 
rectangulaires à la parabole est la directrice de cette parabole. 


Autrement dit : La directrice est la courbe orthoptique de la parabole. 

On volt S plus que, lorsque P est sur la directrice les angles PFM et PFM’, 
égaux à | angi e PpM sont droits. La corde MM’ passe donc par F et le point F 
est le pied de la hauteur PF issue de P dans le triangle PMM’. 
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e 537. Théorème. — Une tangente variable à une parabole 
détermine sur deux tangentes fixes des divisions semblables. 

Considérons (fig. 462) deux tangentes fixes AP et AN à la parabole de foyer F 
et soient B et C leurs intersections par la tangente en un point variable M. Dési- 
gnons par AX, B> et Cu les parallèles à l’axe de la parabole issues des points A, 
B et C. D'après le deuxième théorème de Poncelet (n° 534) on a : 


(BF, BC) = (BP, B>) = (AP , AX) et (CF,CB)= (CN , Cu) = (AC, AX). 


Fig. 462. 


Le triangle FBC ayant des angles de droites constants, reste donc directement 
semblable à un triangle fixe (n° 238) et les points B et C décrivent sur AP et AN 
des divisions homologues dans une similitude directe de centre F (n° 248). 


o 538. Remarques. — 1° Lorsque M vient en P ou en N, le segment BC 
vient coïncider avec PA ou avec AN. Il en résulte que : 

Le triangle FBC est directement semblable à chacun des 
triangles FPA et FAN et l'angle constant (FB , FC) est égal à 


chacun des angles (FP ,FÀ) et (FA, FN). 


20 Les divisions PBA et ACN sont homologues dans la similitude de centre F 
qui transforme B en C. De même les divisions PBA et BMC sont homologues 


dans la similitude de centre F qui transforme A en C. Les trois divisions BMC, 
PBA et ACN sont donc semblables. 

MB _ BP _ CA 

MC BA CN 


Et par suite : 


e 539. Réciproque. — La droite qui joint les points homologues 
de deux divisions rectilignes semblables enveloppe une 
parabole tangente aux supports de ces deux divisions. 


Soient deux droites concourantes Ax et Ay sur lesquelles deux points Bet C 
décrivent des divisions semblables (fig. 463). Désignons par & la projection 
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sur BC de leur centre de similitude F. Le triangle FBC restant semblable à 
lui-même, il en est de même du triangle rectangle FB«. Le lieu de « est donc 
la droite A, ‘homologue de Ax dans la similitude de centre F qui transforme B 
en «, I an Hi je BC est donc (n° 530) la parabole T de foyer F admet- 
tant À pour tangente au sommet. 


Or lorsque B vient en À, la droite BC coïncide avec Ay, et lorsque C vient 
en À, elle coïncide avec Ax. Les droites Ar et By sont donc deux tangentes 
particulières à à la parabole T'. 


Remarquons que tout point M qui divise le vecteur BC dans un rapport algé- 
brique donné, détermine un triangle FBM qui reste semblable à lui-même. Le 
point M décrit donc une droite è et sur cette droite une division semblable à la 
Mer crite par B. La droite è est tangente à la parabole enveloppe de BM 

onc à T. 


è 540. Triangles circonscrits à la parabole. — Les projections «, B, y du foyer F 
sur les côtés du triangle ABC (fig. 463 9 sont ie sur la tangente au sommet À à la 
parabole T. Il en résulte (us 65) que le fo: appartient au cercle ABC. La droite A 
est la droite de Simson relative au point ge Le ABC. Par suite la directrice D est 
la droite de Steiner du point F (n°165) et elle passe par l’orthocentre H du triangle ABC. 

Le foyer d’une parabole inscrite à un triangle a appartient au cercle circonscrit à ce triangle 
et sa directrice passe par l'orthocentre de ce triangle 

Si une parabole est tangente aux quatre côtés d'un quadrilatère complet ABCA'BC, 
son foyer F est le point commun aux cercles circons- 
crits aux triangles ABC, AB'C', ABC et, A'B'C 
(n° 69). Sa directrice D est la droite qui contient les 
orthocentres de ces quatre triangles (n° 295). I] en résulte 
que 

Il existe une parabole el une seule inscrite à un quadri- 
latère complet. Autrement dit, une parabole est définie 
par la donnée de quatre tangentes deux à deux concou- 
rantes. 


© 541. Application aux diamètres de la para- 
bole. — Désignons par J le milieu du segment MM’ 
joignant les points de contact des tangentes PM et PM’ 
à la parabole (fg. 464). La droite PJ est le diamètre 
conjugué de la direction MM’ (nè 535). Les milieux F 
et N’ de PM et N de PM’ sont homologues n la Fig. 464. 


similitude de centre F qui transforme MP en PM!. La 
droite NN’ est donc la tangente à la parabole Parallle à MM’. Son point de contact A 
qui appartient au diamètre PJ (n° 532) est par suite le milieu du segment PJ. 


ÉQUATION DE LA PARABOLE 


© 542. Parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet. — 
ou (fig. 465) pour orien le sommet de la parabole et pour axe de coordon- 
nées Ox et Oy l'axe de la parabolè et sa tangente au sommet. Si p désigne le 


paramètre de la parabole, le foyer est le point F (2 ` O)et la directrice D la droite 
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x= — A Tout point M (x, y) du plan se projette en ẹ (— > y) sur la directrice 
et on a (n°31): 


MF? = (x— A +y et M= (x + py. 


Pour que le point M appartienne à la 
parabole de foyer F et de directrice D il faut 
et il suffit que MF? = Mẹ? donc que : 


(4) te= (et) 
Soit: [#25 | 0) 


Cette relation est l'équation de 
la parabole rapportée à son axe et 
à sa tangente au sommet. 

Notons que cette relation est valable même 
si p est négatif. Le coefficient p est alors la 

Fig. 465. mesure algébrique du vecteur KF sur l'axe Ox 
(paramètre algébrique). 
L'équation (1) montre que la courbe représentative de la fonction y = ax 


2 


ou x? = 2. 24% st une parabole d'axe Oy, tangente à Ox et de paramètre 24 


Va Régions du plan limitées par la par — Dési noni par 
,Y) un point quelconque de la droite Mà parak à à Or (fig. 465). 
y= y ona: Y?—2pX = p — 2pX = —2p(X— 
Or quel que soit le signe de p. le point Me est Eee à la parabole pour 
p (X — x) >> 0, extérieur pour p (X — x) < 0 Il en résulte que : 
Un point est extérieur ou intérieur à la parabole suivant qu’en ce point l'expression 
y? — 2px est positive ou négative. 


e 544. Paraboles homofocales. — Deux ou plusieurs paraboles sont dites 
fomo ocales si Aa ont même foyer et même 
e (fig. 466). Prenons or origine O 
foyer d'une parabole et l'axe Ox suivant 
laxe de cette parabole. La directrice a pour 
équation x= —p et la relation MO? = Mẹ? 
donne : 


+= t pr. 
Soit : 
Y = 2px + p. 
Lorsque p varie de — > à + = on 


opion une famille de paraboles D 
de foyer O et d'axe Ox. Fig. 466. 
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19 Par un point donné M du plan nt deux paraboles T et I” de cette 
famille. Leurs directrices D et D’ sont les parallèles à Oy tangentes en + et ọ' 
au cercle de centre M passant par O. Les tangentes en M à ces deux paraboles 
sont les bissectrices de l'angle OM+. Elles sont donc rectangulaires et les para- 
boles sont orthogonales en M ainsi qu’en M’ symétrique de M par rapport à Ox : 


Les paraboles d’une famille de paraboles homofocales 
constituent un réseau orthogonal. 


2° I existe une parabole et une seule de cette famille tangente à une droite 
donnée À non parallèle à Ox. Sa directrice D passe par le symétrique + du foyer 
O par rapport à A. Par conséquent : 

Une parabole est définie par la donnée de son foyer, de son axe et d’une tangente 
non parallèle à cet axe. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Parabole. Définition. Intersection avec une droite. Discussion. 
(Strasbourg, ME et MT.) 


— Tangentes à la parabole issues d’un point donné. (Espagne, ME.) 
— Théorèmes de Poncelet dans la parabole. (Besançon, ME et MT.) 
EXERCICES 


Construire une parabole (on se bornera à déterminer son foyer et sa directrice 
connaissant : 


656. Le foyer et deux points de la courbe. 

657. Le foyer et deux tangentes. 

658. Le foyer, un point et une tangente. 

659. La directrice et deux points de la courbe. 

660. La directrice et deux tangentes. 

. La directrice, un point et une tangente. 

662. La directrice, un point et la paramètre. 

663. La directlon de l'axe et trois tangentes. 

664. La direction de l’axe, deux tangentes et le point de contact de l’une d’elles, 
665. La direction de l’axe, deux polnts et la tangente en l’un d’eux. 
666. Deux tangentes et leurs polnts de contact. 

667. Le foyer, un point et la direction de l’axe (ou le paramètre). 


© 668. 1° Déterminer l’enveloppe de la tangente au sommet A d’une parabole T 
de foyer donné F passant par un polnt donné A. ; 

2° Construire T connaissant, de plus, un point de A, ou la direction de A ou 
encore la longueur de la normale en A comprise entre la courbe et l'axe. 


(EE SE SE EE ZE I ZE Z I E 
o 
Q 
= 


@ 669. 1° Une parabole T de foyer F passe par le point donné A et admet pour 
tangente au sommet une droite donnée 4. Montrer que le cercle de diamètre AF 
est tangent à A et trouver le lieu de F. 

2° Construire T connaissant en outre son paramètre ou un point de son axe. 
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© 670. 1° Construire les points communs et la tangente commune à deux para- 
boles T et I’ de même foyer F et de directrices respectives D et D’. 

2° Evaluer l'angle sous lequel se coupent T et T” en fonction de l’angle a de leurs 
axes orlentés. Dans quel cas l' et I” sont-elles orthogonales? 


© 671, 1° Construire les points communs à deux paraboles r et I” de même direc- 
trice D et de foyers respectifs F et F’. 
2° Déterminer les tangentes communes à T et I”. 


© 672. On considère une corde AB d’une parabole de foyer” T et on désigne par 
Tet J les projectlons de milieu M de AB sur la directrice D et sur l’axe de la para- 
ole. 
1° Montrer que la droite IF est perpendiculaire à AB. 
2° La médiatrice de AB coupe l’axe en P. Démontrer que JP est égal au paramètre 
de la parabole. 


© 673. Un cercle variable passe pe deux points fixes A et B et recoupe en M une 
groite donnee A passant par B. Déterminer l'enveloppe de la tangente en M au 
cercle : 


© 674. On donne un trlangle isvcèle ABC de base BC. Un cercle variable passant 
par B et C recoupe en P la droite AC et coupe en M et M' la bissectrice extérieure 
de l’angle BAC. DRE 

1° Evaluer en fonction de (AB j AC) les angles (MB, MP) et (M'B, M’ P). 

2° Trouver l’enveloppe des droites PM et PM’. Préciser ses éléments. 


© 676. Solent deux points fixes A et B qui se projettent en « et f sur une droite 
variable A telle que Ac? — BR? = k? (k longueur donnée). 

1° Déterminer le lieu du milieu M de af. 

2° Trouver l'enveloppe de A. 


© 676. Deux cercles inégaux O et O’ découpent des cordes égales AB et CD sur 
une drolte variable A. Soient I et J les milieux de AB et de CD. 

1° Lieu du milieu M de 1J et enveloppe de la médiatrice de IJ? 

2° En déduire l'enveloppe de A, Limiter les arcs utiles. 


© 677. 1° Deux paraboles se déduisent l’une de l’autre par une translation paral- 
lèle à leur axe. Démontrer qu’elles découpent des cordes de même milleu sur toute 
sécante à ces deux courbes. 

2° Trouver le lieu du milieu des cordes d’une parabole issues d’un point donné 
P de son plan. 


© 678. 1° Construire les normales à une parabole issues d’un point de son axe. 
2° Construire les points M d’une parabole tels que la normale MN limitée à son 
point d'intersection N avec l’axe ait une longueur donnée, 


© 679. Démontrer que toute affinité orthogonale pa rapport à la tangente au som- 
met d’une parabole T ou par rapport à une parallèle à cette tangente transforme 
la parabole T en une parabole de même axe I”. Déterminer la relatlon entre les 
paramètres p et p’ de T et de I” et le rapport k de l’affinité. 


e 680. Soit A le point commun aux tangentes en B et C à une parabole T. Cette 
parabole peut être considérée comme l’enveloppe de la droite MN qui joint les points 


M et N qui divisent respectivement les vecteurs BA et AC dans un même rapport. 
En déduire que : 

Toute projection parallèle sur un plan d’une parabole T ou loule affinité orthogonale 
dans son plan transforme la parabole T en une parabole T’, Construire le foyer et la 
directrice de T” connaissant les points A’, B’ et C’ homologues de A, B et C. 


© 681. Un point variable M d'une parabole de foyer F se projette en H sur la tan- 
gente au sommet. Les perpendiculaires menées du sommet A et du point H à la 
drolte AM coupent respectivement MH en K et AF en P. 


Démontrer que AP = KË = 4 AF. En déduire l'enveloppe de HP et le lieu géo- 
métrique du point K. 


© 682. On donne. un point fixe A et une droite A. La perpendiculaire à A en 
un point variable K coupe en M la perpendiculaire menée par À à AK. 
Trouver le lieu du milien I de MK et celui du point M. 
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è 683. Un point fixe P se projette en A sur une droite A. La perpendiculaire 
à A en un point variable H et la perpendiculaire menée de A à PH se coupent en 
M. Déterminer le lieu de M. 


© 684. On donne une droite fixe A, un point fixe F situé à la distance d de A et 
une longueur a. Un point M du plan se projette cn H sur A. Déterminer dans chacune 
des hypothèses ` a<d,a =d et a> d le lieu du point M lorsque : 


1° MF + MH = a 2 MF—MH=a ` 30 MH — MF = a. 


© 685. 1° Lieu des pieds des normales et des points de contact des tangentes 
issues d’un point P de leur axe aux paraboles homofocales de foyer F et d’axe Fr. 

2° Une parabole variable T se déduit d’une parabole T, par translation paral- 
lèle à son axe. Trouver le lieu des pieds des normales et le lieu des points de contact 
des tangentes à T issues d’un point fixe P de son axe. 


© 686. On mène dans une parabole, la corde AB parallèle à la tangente en A’ et 
la corde A'B’ parallèle à la tangente en A. Démontrer que le point M commun à 
ces deux cordes est situé au quart de chacune d'elles. 


© 687. Une parabole variable a pour sommet un point fixe À et reste tangente à 
une droite donnée A. Le foyer F de cette parabole se projette en H sur la droite A. 
1° Montrer que le cercle FAH est tangent à A. 
2° Trouver le lieu du milieu de FH et celui du foyer F. 


© 688. 1° Soit M un point variable sur une parabole de sommet A. La perpendi- 
culalre en A à AM coupe la directrice D en J et la perpendiculaire en J à D coupe 


AM en P. Evaluer le rapport de AP et AMet trouver le Heu de P. 
2° Trouver l’enveloppe des directrices des paraboles T admettant un sommet 
donné A et passant par un polnt donné M. 


© 689. On considère les paraboles y admettant une directrice donnée D et pas- 
sant par un point donné A. 
1° Lieu du foyer F de ces paraboles. Construlre celles qui passent par un point 
donné M. Discuter et montrer que M doit se trouver à l’intérieur d’une courbe T, 
2° La demi-droite AF coupe T en P. Démontrer que la parabole y de foyer F 
est tangente en P à T et en déduire l’enveloppe des paraboles y. 


@ 690. On donne un point fixe F et un point variable P sur une droite fixe D. 
On mène les bissectrlces Pz et Pr’ de langle (D, PF). 

1° Lieu des projections H et H’ du point F sur les droites Px et Px’? Trouver 
l'enveloppe T des droites Px et Pr’ et de la droite joignant leurs polnts de contact 
M et M’ avec cette enveloppe. 

2° Déterminer le lleu du milieu. de MM’ et celui du point N commun aux normales 
enMetM'àr. . 

3° Lieu des projectlons Q et Q’ du point F sur ces normales. 


e 691. Une corde variable issue d’un point fixe P coupe en A et B une parabole T 
de foyer F. Les points A, B et P se projettent en a, B et J sur la directrice A de T. 
On désigne par 0 langle aigu de et de A. 

1° Montrer que le cercle de dlamètre aß engendre un faisceau d’axe radical 
JP et démontrer que le produit PA.PB cos? est constant. En déduire que : 

2° Pour que qualre poinis A, B, C, D d’une parabole appartiennent à un même 
cercle il faul el il suffil que les cordes AB et CD soient également inclinées sur l'axe 
ou que le centre de gravité du quadrangle ABCD appartienne à cct axe, 


e 692. Utiliser la propriété précédente pour déterminer : 

1° Le quatrième point d'intersection D d’une parabole et d’un cercle passant 
par trois points A, B, C de cette parabole. 

2° Les points d'intersection C et D d’une parabole et d’un cercle passant par 
deux points A et B de cette parabole (on recherchera le milieu de CD). 


e 693. 1° On mène d'un point extérieur P la tangente PM et Ja sécante PAB à 
une parabole. La parallèle à l’axe issue de M coupe AB en I. Démontrer par pro- 


es PA 1A? 
A : ; ; m $ — ; x 
jection sur la directrice que : PI PA.PB et PB 133 
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2 Construire une parabole passant par trois points A, B, C connaissant la direc- 
tion de l’axe ou la tangente en l’un de ces polnts. 

3° Construire une parabole passant par les quatre sommets d’un quadrilatère 
convexe ABCD. 


© 694. On mène d’un point fixe P les tangentes PM et PM’ à une parabole varlable 
T dont le foyer F et l’axe Fz sont fixes. Soit Q le symétrique de P par rapport à F. 
1° Comparer les triangles FMP et FPM’ et montrer que le quadrangle PMQM' 
est harmonique. Lieu du centre à du cercle PMM’. 
ta „Lleu du milieu I de MM’ et lieu de la projection K du point Q sur la droite 
N i 
3° Déterminer a de la droite MM’ et limiter cette enveloppe. Etudier 
de même l'enveloppe de la drolte oI. 


@ 695. Soient OX et OY la parallèle à l’axe et la tangente en un polnt O d’une 
parabole T. On désigne par M et M’ les points de contact des tangentes issues d’un 
pont P de OX, par N et N' les intersections de ces tangentes et de OY et par I 
intersection de MM’ et de OX. 

1° Comparer les triangles OPN et ONF et montrer que le quadrangle FNPN’ 
est harmonique., , ds 

2% Soit G le point où OX recoupe Ie cercle FPN. Démontrer que IM? = 4 OG. OI. 
En déduire que, rapportée aux axes obliques OX et OY, l'équation de la parabole 
est de la forme Y? = 2pX. 

3° Etablir la réciproque. 


© 696. Soit A le polnt commun aux tarigentes en B et C à une parabole T de 
foyer F et de directrice A. On désigne par O le centre du cercle ABC, par A’ le symé- 
trique de A par rapport à F et par Bet y les projections de B et C sur A. 

1° Montrer que les cercles FAB et FAC sont respectivement tangents à AC et 
à AB et déterminer la nature du quadrangle AA'’BC. 

2° La droite BC et la tangente en A au cercle O se coupent en un point w centre 


de la similitude inverse qui transforme BA en AC. Chercher les homologues de 
8 et de F et montrer que A passe par w. ` 

3° Démontrer gue es tangentes à la parabole T issues de « sont les bissectrices 
de l'angle (vA, oB) et que leurs points de contact sont situés sur AF. 


© 697. On désigne par D et E les milieux des côtés AB et AC du triangle ABC 
et par P un point variable de la droite BC. Les droites PE et PD coupent respecti- 
vement les droites AB et AC en M et N., 
1° Etudier la correspondance entre M et N et montrer que l'enveloppe de la 
drolte MN est la parabole T tangente en B et C à AB et AC. Construire son foyer 
FE R2 
F et sa directrice A. Démontrer que : FA? = FB.FC et Ta = A 
2° Trouver les leux géométriques de l’orthocentre H du triangle AMN, de la 
projection K du point F sur MN, du centre O du cercle AMN et du. milieu Q de MN. 
3° Montrer que les lieux des pleds I et J des bissectrices issues de F du triangle 
FMN sont deux droites perpendiculaires au point « commun à A et à BC. 


e 698. Solt A le point de rencontre des tangentes en B et C à une parabole r. On 
se propose de comparer les aires de portions de plan limitées à l'intérieur du triangle 
ABC par l’arc BC de la parabole. s 

1° On mène la tangente parallèle à BC qui touche l’arc BC en M et qui coupe AB 
en Det ACen E. Montrer que l’aire du triangle MBC est le double de celle du triangle 
ADE ainsi que de la somme des alres des triangles MBD et MCE. 

29 On opère sur les triangles MBD et MCE comme on vient de le faire sur le 
triangle ABC, et on répète indéfiniment cette opération. Montrer que l’aire S du 
segment BMC est les deux tiers de celle du triangle ABC. 

8° Exprimer S en fonction de BC = b et de la distance h de M à la droite BC. 


@ 699. 1° On donne deux points fixes A et F dont la distance est désignée par 2d. 
Deux droites D, et D, rectangulalres se coupent en A. 
a) On suppose D, et D, fixes; montrer qu’il existe une parabole (P) admettant 
F pour foyer et D, et D, pour tangentes; construire la directrice de cette parabole. 
b) A et F restant fixes, D, et D, tournent autour de A en restant rectangulaires; 
la parabole (P) se déforme : montrer que sa directrice passe en un point fixe et 
trouver le lleu de son sommet. 
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c) Aet F restant seuls donnés, construire les paraboles (P) passant par un point 
donte M, Dans quelle région du plan doit se trouver M pour que le problème soit 
possible 

2° On remplace.les droites D, et D, par deux droites A, ‚A, tournant autour de 
A et faisant entre elles un angle constant «, et on étudie la parabole varlable (I1) 
ayant F pour foyer et A, et A, pour tangentes. A et F restant fixes : 

a) montrer que la directrice de (11) reste tangente à un cercle dont on déterminera 
le centre et le rayon en fonction de d et de a; 

b) construire les paraboles (II) passant par un point donné M. Étudier le nombre 
de solutions suivant la position de M dans le plan. (Toulouse. } 


© 700. Dans un plan fixe Q, on donne une parabole P, de foyer F, de directrice D 
dont on désigne le paramètre par p. 

La droite A, parallèle à la directrice D et issue de F, coupe la parabole P aux 
points A et B. Un cercle variable C, ayant pour centre un point O de la parabole P, 
est tangent à A en un point H. 

1° Démontrer que le cercle C reste tangent au cercle E de diamètre AB. 

2° Le cercle «, de dlamètre HA, et le cercle 6, de dl-mètre HB, recoupent le 
cercie C aux points M et N, respectivement. Démontrer que la droite HM passe 
par un point fixe I et que la droite HN passe par un autre point fixe J (on pourra 
utiliser l'inversion de centre H, de puissance HA.HB). Déterminer le lieu r dés 
points M et N quand C varie. (Saint-Louis. ) 


© 701. Soient Ox, Oy deux droites perpendiculaires et (A) une droite fixe qui les 
rencontre. 


1° I étant un polnt de (A), construire la drolte (D), passant par I, coupant Ox 
en M, Oy en N, I étant le milieu de MN. 

2° I décrivant la droite (A), montrer que le cercle clrconscrit au triangle OMN 
passe par un deuxième point fixe F autre que O. Montrer que la droite (D) enveloppe 
une parabole (P) de foyer F dont on construira la tangente au sommet et la direc- 
trice. On précisera la position de Ox et Oy par rapport à (P). 

3° O et (A) sont fixes. Les deux droites, perpendiculalres entre elles, Ox et Oy, 
tournent autour de O. A chaque posltlon de Ox correspond une parabole (P). 
Montrer que toutes les paraboles (P) ont même foyer et que leurs directrices passent 
par un polnt fixe. Construlre les paraboles (P) passant par un point M donné. 


iscuter. (Lille. ) 


© 702. On considère dans un plan un augle droit zOy et un point F Intérieur à cet 
angle. On désigne par (P) la parabole de foyer F et de directrice Ox et par (Q) la 
parabole de foyer F et dlrectrice Oy. 

1° Montrer qu’ll existe une drolte {T), tangente commune aux deux paraboles (P) 
et (Q). Déterminer les points de contact A et B de la droite D avec la parabole (P) 
d’une part, avec la parabole (Q) d'autre part. Trouver Ie lieu des points A et B 
lorsque, Oz et Oy restant fixes, le point F varie à l'intérieur de l'angle. Calculer la 
longueur AB en fonction de la distance OF = r et de l’angle V que fait la droite OF 
avec la bissectrice de langle zOy. 

29 Montrer qu'il existe deux points C et D qui sont communs aux deux paraboles 
Les construire géométriquement. Calculer la longueur CD en fonction de r et de V. 
Trouver le lieu des points F du plan pour lesquels cette longueur a une valeur 
donnée h. (Poitiers. ) 


© 703. 1° Étant données une parabole (P) et une sécante (D) de cette parabole, 
on sait que la détermination des polnts M’, M” où cette sécante coupe la parabole 
se ramène à la construction des cercles passant par deux points et tangents à une 
droite. Déduire de cette construction le lleu géométrique décrit par le milieu K de 
M’M” lorsque la droite (D) se déplace parallèlement à elle-même, la parabole (P) 
restant fixe. 

2° Soient Te, T6 les tangentes menées par un point T à la parabole (P); soient 
A et B leurs points de contact respectifs et F le foyer de la parabole, Montrer que 
les triangles AFT, TFB sont semblables, En déduire le lieu décrit par le point F 
lorsque (P) varle de manière que les droites Ta, TB restent fixes, le point A étant 
fixe sur Te et le pont B décrivant la droite T£. 

3° Construire le foyer d’une parabole dont on donne trols tangentes ainsi que le 
point de contact de l’une d’elles. 

Construire le foyer et la directrice d’une parabole dont on donne deux tangentes 
TA, TB et leurs points de contact respectifs A et B. 
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Calculer le paramètre p de cette parabole en fonction des longueurs TA = a. 
et TB = b dans le cas particuller où l’angle ATB est droit. { Guyane.) 


© 704. Dans un plan fixe, on fait correspondre à tout point M le point M’ tel que 
le trlangle OMM’ soit directement semblable au triangle donné OAA’. On suppose 
connus les angles AOA’ = a et OAA '= B. 

1° Construire M et M’, connaissant le milieu de MM’. 

2° Construire M et M’, sachant qu'ils sont respectivement sur deux droites 
données (D) et (D'). Discuter. 

3° Montrer que le lieu de M, quand le cercle OMM’ reste tangent à une drolte (, 
est une parabole; connaissant la distance d du point O à la droite (8), calculer le 
paramètre de la parabole et l’angle que fait son axe avec (ô). 

4° Montrer que lorsque M décrit une droite donnée (8), la droite MM’ enveloppe 
une parabole IT; connalssant la distance d du point Ò à la droite (8), calculer le 
paramètre de la parabole et l'angle que fait son axe avec (8). 

Montrer que lorsque la droite (8) tourne autour d’un point fixe, la parabole TI 
reste tangente à une droite fixe. 

5° Quand M décrit un cercle T, M’ décrit un cercle I’. Calculer langle que font 
entre elles les tangentes menées de O à T quand T et I” sont tangents extérieure- 
ment. (Bordeaux. ) 


@ 705. 1° M et M’ étant les points de contact des tangentes à une parabole (II), 
de foyer F, issues d’un point P, les triangles FPM et FM'P sont-ils semblables? 
Établir que FM.FM' = FPi. 
En déduire que le cercle circonscrit au triangle PMM’ passe par le symétrique U 
de P par rapport à F. (On pourra utiliser le symétrique de M’ par rapport à la média- 
trice de y ; 

2° Le point P étant fixe, la parabole (IT) varie de manière que son foyer F et 
son axe (å) restent fixes. 

a) La tangente et la normale en M à (It) coupent (A) respectivement en T, N. 
Montrer que TF = FN. En déduire que la perpendiculaire en N à MN passe par un 
point fixe qu’on por | 

b) Enveloppe es normales en M et M” à (11)? Éléments de cette enveloppe. 

c) Soit L l'intersection des normales en M et M’. Montrer que le cercle MLM’ 
passe par deux polnts fixes. Lleu de L? 

d) Enveloppe de MM’? ( Grenoble.) 


@ 706. On considère un triangle ABC, inscrit dans un cercle T, et le point D diamé- 
tralement opposé à A sur T. Soit (P) la parabole de foyer D, et dont la tangente 
au sommet est BC. 

1° Montrer que les trois côtés du triangle ABC sont tangents à (P). ` 

2° Construire leurs points de contact L, M, N avec (P), situés respectivement 
sur BC, AC, AB. 

3° Montrer que les cercles BDN et CDM sont tangents à BC. Ils se coupent en D 
et en un autre point E. Quel est le lieu-de E lorsque A et D décrivent le cercle T, 
supposé fixe ainsi que BC? 
Š A ND coupe r en un deuxième point Q; montrer que la droite CQ est paralièle 


50 Démontrer que les perpendiculaires au côté BC menées par les sommets du 
triangle ABC passent chacune par le milieu d’un côté du triangle LMN. 
(Dijon. ) 


@ 707. On donne un segment de droite AB; M pris entre A et B décrit ce segment; 
d'un même côté de AB on construit les carrés de côtés AM, MB, solent CD, 
MBEF, de centres I et J. 

1° Quels sont les segments de droite décrits par 1 et J? Montrer que les trois 
droites AE, BD, IJ se coupent en un point P de MC et que PM? = PC. PF. 

2° En prenant pour axe ja médlatrice de AB (qu’on appelera Oy) et AB comme 
axe des x, posant AB = 2a, on déterminera le iieu du point P, arc de parabole dont 
on précisera les éléments. 

3° Solent w le point de rencontre des lieux de I et J, O le milleu de AB. Montrer 
que w, I, J, M, O sont sur un même cercie, Montrer que J se déduit de 1 par une 
rotation d’un droit autour de O. En déduire que l’enveiloppe de IJ est la parabole 
trouvée au 2°, 

4° Peut-on: généraliser l'énoncé pour que tous les lieux décrits le soient en 
entier? (Lille. ) 


| VINGT-DEUXIÈME LEÇON | 


FOYERS ET DIRECTRICES 


© 545. Relations entre les trois coniques. — L'ellipse, l'hyperbole et la 
parabole que nous venons d'étudier séparément sont désignées sous le nom 
général de coniques. Il résulte des théorèmes n°5 427, 472 et 523 que : 


Une conique est le lieu des centres des cercles passant par 
an paint fixe F et tangents à un cercle fixe F' ou à une droite 
e 


L'’ellipse et l'hyperbole, appelées coniques à centre, correspondent au cas d'un 
oint E intérieur ou extérieur au cercle F'(2a). Si, dans une telle conique 
lig. 467), le foyer F et 

le sommet le plus voisin A 
restant fixes, le point F' 
s'éloigne indéfiniment sur 
l'axe kal AF, le cercle 
directeur (F’) vient se 
res la qui 

, perpendiculaire en 

à AF ; [a parabole appa- 
raît ainsi comme le cas 
limite d'une conique à ! 
centre dont l’excentricité \(F) 
tend vers l. Les pro- 
priétés angulaires des 
tangentes à la parabole 
se déduisent des propriétés des tangentes à l’ellipse ou à l'hyperbole en 
supposant le foyer F’ situé à l'infini la direction AF. Par définition, nous 
dirons que la parabole est une conique dont l’excentricité est égale à 1. D'où la 
classification des coniques : 


Fig. 467. 


0<e< l: Ellipse 


e= | : Parabole |  e>> 1: Hyperbole 


Nous allons montrer que l'on peut définir toute conique d'excentricité non 
nulle d'une manière analogue à la parabole. 


o 546. Théorème fondamental. — Toute conique, autre qu’un 
cercle, est le lieu des points dont le rapport des distances à un 
point fixe F et à une droite fixe D est un nombre constant égal 
à l’excentricité de la conique. 
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Dans le cas de la parabole, ce théorème se confond avec la définition (n° 507). 
Plaçons-nous (fig. 468) dans le cas d'une conique lieu des centres des cercles 
passant par le foyer F et tangents 
au cercle directeur F’ (2a). Pour 
qu'un cercle de centre M et de 
rayon MF et le cercle directeur 
F’ (2a) soient tangents, il faut 
et il suffit que la distance de 
leurs centres MF" soit égale à la 
somme ou à la différence de leurs 
rayons MF et 2a, donc que l'on 
ait : 


MF'= MF 4 2a} 
(F') ie 
Fig. 468. MF”? = (MF + 2ÿ. 
Cette condition s'écrit: MF”? = MF? + 4@ + 4a . MF. 
c'est-à-dire : (MF? — 4a) — MF? = 4a.MF (1) 


Or (MF? — 4a?) est la puissance du point M par rapport au cercle F’ (2a) et 
MF”? sa puissance par rapport au cercle-point F. En désignant par H la projec- 
Ha m poini M sur l'axe radical D du cercle F'(2a) et du cercle-point F, on 
a (n° ; 


(MF? — 4) — MF?! = 2 FF'.MH = 4c.MH (2) 


Campie tenu de cette relation, vérifiée quel que soit M, la condition nécessaire 


et suffisante (1) s'écrit: 4c.MH — 4a.MF. 
Fr MF c MF _ 
cest dire : MH — a ou MH ~ e. 


La démonstration n'est plus valable si F et F’ sont confondus car la droite D 
est alors rejetée à l'infini et e= Q. 


o 547. Directrices d’une conique à centre. — La droite D ainsi définie 
est appelée directrice relative au foyer F. 


La directrice D associée au Toyor F d’une conique à centre 
est l’axe radical du cercle-point F et du cercle directeur (F'). 


.… [l existe de même (fig. 469 et 470) une directrice D’ associée au foyer F’, axe 
radical du cercle-point F’ et du cercle directeur F. eux directrices sont 
symétriques par rapport au centre O de la conique. D'autre part la directrice D 
est, dans l’homothétie (F, 2), l'homologue de l'axe radical du cercle principal O 
et du cercle point F, donc (n° 340, 10) : 


La directrice associée au foyer F est la polaire du point F 
par rapport au cercle principal de la conique. 
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L'axe focal x'x étant orienté dans le sens OF, le pied K de la directrice est 


défini par la relation: OF.OK—=a soit: OK = £ 


Fig. 469. Fig. 470. 


Dans le cas d'une hyperbole (fig. 470), on a c > a et par suite OK < a. La 
directrice coupe le cercle principal aux deux points de contact I et J des tangentes 
issues de F, c'est-à-dire sur les asymptotes (n° 477). Il en résulte que : 

Les projections d'un foyer sur les asymptotes d'une hyperbole sont situées sur la 
directrice associée à ce foyer. 


e 548. Théorème. — Une conique à centre est définie par un 
foyer F, la directrice D associée à ce foyer et son excentricité e. 


D'après le théorème n° 546, les sommets A et A’ de l’axe focal sont les points 
à AF A'F ee 
de la droite AK tels que : AK D AK T ® Le cercle principal étant le 
cercle de diamètre AA’, la conique est donc déterminée par son foyer F et 
son cercle principal. Il en résulte de plus que (n° 272) : 


Le cercle principal d’une conique est le lieu des points du 


plan dont le rapport des distances à un foyer F et à sa projec- 
tion K sur la directrice associée D est égal à l’excentricité e. 


Son centre O est donc (n° 262) le point qui divise le vecteur FK dans le 
rapport &. Ce cercle partage le plan en deux régions. Celle qui contient le 
point F correspond aux points P du plan tels que PF < e PK, l'autre qui con- 
tient le point K correspond aux points P tels que PF > e PK (n° 272). 

Notons que si G désigne, le symétrique de F par rapport à D, l’homothétie 
(F, 2) montre que le cercle directeur F’ est le lieu des points du plan dont le 
rapport des distances à F et à G est égal à e. 


o 549. Corollaire. — Le lieu géométrique des points du plan 
dont le rapport des distances à un point fixe F et à une droite 
fixe D est un nombre donné k est la conique de foyer F, de 
directrice associée D et d’excentricité k. 
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= | = a affaire à la mn de foyer F et de directrice D. 
à k Æ 1, le théorème fondamental (n° 546) montre que la conique de foyer F, 
de directrice associée D et d'excentricité k est précisément le lieu demandé. 


e 550. Remarque. — Le théorème fondamental (n° 546) et le corollaire pré- 
cédent montrent que, le cas du cercle mis à part, il y a identité entre les coniques 
et les courbes lieux des points dont le rapport des distances à un point fixe et 
à une droite fixe est constant. 

Il èn résulte la possibilité d'effectuer l'étude des coniques en utilisant cette 
façon de les définir. Nous nous contenterons d'exposer les propriétés nouvelles, 
liées à la notion de directrice, en signalant toutefois les propriétés déjà étudiées 
qui en découlent simplement. 


e 551. Construction par points d’une conique à centre. — Soit à cons- 
truire les points d'une conique de foyer F, de directrice D et d'excentricité e 
situés sur une droite Hà perpendiculaire en H à D. Le problème a été étudié 
dans le cas de la parabole (n° 528). Supposons donc e Æ 1 (fig. 471 et 472). 
Déterminons d’abord les sommets A et A’ situés sur l'axe focal. Les tangentes 
A A et KA à i conique coupent la droite FH en deux points « et «' el que 
& œ 


— €. 


«wH «H AK 


. MF ; | . 
La relation MH — € montre que tout point M de la conique, situé sur HA 


appartient au cercle w, lieu des points dont le rapport des distances à F et à H 
est égal à e. Ce cercle ‘admet pour diamètre «x’ et son centre © est situé sur la 
médiatrice de AA’ c'est-à-dire sur l'axe non focal y'y. 


Les intersections M et M’ de HA et du cercle w sont, lorsqu'elles existent, les 
points demandés. Ils sont symétriques par rapport à y'y. 
e 552. Remarques. — 1° Introduisons le second foyer F’ et la HU D’ respec- 
tivement symétriques de F et D par rapport à y'y. On a : MF = e MH et MF’ = e MH’. 
D'autre part HH°= KK'=20K= 2% soit e HH'= 2 x © — 2a. 
a) Si e < 1, les points H et H sont de part et d'autre de M (fig. 471), donc : 
MF + MF' = e (MH + MH’) = e HH’ soit: MF + MF’ = 2a. 
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b) Sie > |, les points H et H’ sont d'un même côté de M (fig. 472), donc: 
MF'—MF = e: MH — MH =eHH' soit: MF'—MF:— 2a. 


On retrouve les relations de définition de l'ellipse et de l'hyperbole (n°5 420 et 465). 


29 La division («x'FH) est harmonique et & est le milieu de aa’. Donc (n° 261) 
HF.Ho = Hæ. Ha’ = HM.HM'. Les points F, œ, M et M’ appartiennent à un même 
cercle, centré sur y'y, et passant par suite par F’. Le point w étant le milieu de l'arc FoF’ 
la droite Mo est donc une bissectrice de l'angle FMF’, intérieure si e < 1, extérieure 
si e >> |. La droite Mo est par suite la normale en M à la conique. Cette propriété qui 
permet de construire la tangente en M à la conique montre que le cercle © est bitangent 
en M et M' à la conique. 


o 553. Intérieur et extérieur d’une conique. — l° Lorsque e = 1, on 
sait (n° 522) qu'un point M est intérieur ou extérieur à la parabole suivant 
que l'on a ME < l ou MF ~ l. 

MH MH 


2 Lorsque e < 1, la conique est une ellipse (fig. 471) et tout point M, du 
segment MM' est intérieur à l’ellipse et, ainsi que F, intérieur au cercle œ. On 


a donc (n° 548): NE < e. Tout point M: extérieur au segment MM’ ou tout 


1 } ne 
point M de la droite HA si elle ne coupe pas le cercle « est extérieur à l’ellipse 
et au cercle w, donc: Mt >e. 
2 
3 Lorsque e œ> 1, la conique est une hyperbole (fig. 472) et les deux points 
M et M' existent toujours car H est intérieur au cercle w. Tout point M, des 
prolongements du segment MM’ est intérieur à l'hyperbole et extérieur au 


cercle œ. Comme F est extérieur au cercle © on a: MH << e. Tout point du 
L] . . 1 
semen MM ' est extérieur à l'hyperbole et intérieur au cercle œ. On a donc : 
F MA 
MH” * On en déduit que : 
2 


Un point est intérieur ou extérieur à une conique donnée suivant que le rapport 
de ses distances au foyer F et à la directrice associée D est inférieur ou supérieur 
a l'excentricité de cette conique. 

Tout point de la directrice est par suite extérieur à la conique. Autrement dit 
une directrice est extérieure à la conique. 


o 554. Intersection d’une conique et d’une droite. — 1° Suppo- 
sons (fig. 473) la droite donnée A parallèle à la directrice D et perpendicu- 
laire en P à l'axe focal x'x. Tout point M de la droite À est situé à la distance 
MH = PK de D. Pour qu'il soit sur la conique il faut et il suffit que MF =e. PK. 
En coupant À par le cercle de centre F et de rayon e.PK, on obtient les 
points M et M’ cherchés. 


Ces points existent si FP est inférieur au rayon e.PK donc si i < e, c'est-à- 


dire si le point P est intérieur à la conique (n° 553). 
2° Supposons (fig. 474) que la droite donnée À coupe en I la directrice D 
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et soit « l'angle aigu de À et D. Pour tout point M de A on a MH = MI sin a. 
Pour que ce point appartienne à la conique, il faut et il suffit que : 


MF = eMH = eMI sina donc que : 


=e sm LA 


MF 
MI 


Fig. 473. Fig. 474. 


Les points M et M’ cherchés sont donc les intersections de A avec le cercle w 
de diamètre aa', lieu des points dont le rapport des distances à F et à I est égal 
à esin a. Toutefois si e sm « = l, l'un de ces points est rejeté à l'infini, ce quì 
a lieu lorsque A est parallèle à une asymptote. 


Discussion. — Soit 9 l'angle aigu de la droite A avec la droite IF. La distance ww’ 
de A aupoint w estégaleà wI sin 8 et lerayon du cercle & est égal à wa. Pour irane la 
droite A coupe la conique il faut et il suffit que : ol sinô Swa ou sinô Pen T 

La division (IFaa’) étant harmonique et © le milieu de aa’, on a (n° 262) : 


E = or = a = esin&. On obtient donc la condition : [sin 6 <esin«, | 


Les projections K et P du point F sur D et sur A sont situées sur le cercle de diamètre IF 
et l'on a : PF = IF sin 0 et PK = IF sin «. La condition précédente mo s'écrit : 


IF sin <elFsinæ  devientdonc: PF<ePK soit 


= 


PK 
š . PF jus 
Le lieu des points P tels que rm est le cercle principal (ou la tangente au sommet 


quand e = 1) de la conique. La condition P < e exprime que P et F doivent se trouver 


dans la même région du plan limitée par le cercle principal (n° 548). 


o 555. Sécantes focales. — Soit A une droite i au du foyer F et coupant la 
directrice D en I (fig. 475). Désignons par « l'angle aigu de D et A, Comme ici 
0=0, la condition sin 8e sin æ est vérifiée et la droite A coupe en général 
la conique en deux points M et M’ qui se projettent en H et H’ sur D. D'autre 


part MF = e MH = eMisinæ et M'F = e M'I sin «. On a donc: 
MF MF 


'M Z MITE sin &. La division (IFMM') est harmonique. 
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Un foyer et la directrice associée divisent harmoniquement 
toute sécante focale à une conique. 


On peut donc dire que I et F sont conjugués par rapport à la conique et que 
la directrice est la polaire du foyer par rapport à la conique. 


D pi er 
Fig. 475. Fig. 476. 


Si la droite A issue de F est parallèle à une asymptote le point M’ est rejeté 
à l'infini et le point M est alors le. milieu du segment IF. 


o 556. Sécantes quelconques. — Soit À une sécante ne passant pas par F, 
coupant la conique en M et M’, la directrice D en I et faisant un angle aigu « 
avec cette directrice (fig. 476). En désignant par H et H’ les projections de 
M et M’ sur D on a, comme au paragraphe précédent : 


MF_MF_ . .. IM _FM. 
MI — MI 7eme sot: IM ZFM 


Dans le triangle FMM' le point I divise le côté MM’ en deux segments IM et 
IM' proportionnels aux côtés adjacents FM et F'M’. Donc : 


Lorsqu'une sécante MM' à une conique coupe en | la direc- 
trice associée au foyer F, la droite FI est bissectrice de l'angle 
MFM'. 

La droite FI est bissectrice extérieure ou intérieure de l'angle MFM’ suivant 
que les points M et M’ appartiennent à une même branche ou à deux branches 
distinctes de la conique. 


o 557. Tangente à la conique. — Supposons (fig. 476) que les points M et M 
appartiennent à une même branche de la conique. Lorsque le point M', se 
déplaçant sur la courbe, tend vers M, la bissectrice intérieure F J de l'angle MFM’ 
tend vers FM. La droite MM' devient la tangente en M à la courbe et la droite FI 
devient la perpendiculaire en F au rayon vecteur FM (fig. 477) : 


La portion d’une tangente à une conique comprise entre son 
point de contact et une directrice est vue du foyer associé 
sous un angle droit. 

Pour construire la tangente en M à Roue de foyer F et de directrice D, 


il suffit donc de joindre le point M au point Î intersection de la directrice D et 
de la perpendiculaire en F à FM. Il en résulte que : 
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o 558. Corollaires. — l° Les tangentes aux extrémités d’une 
corde focale MM' et la perpendiculaire en F à cette corde 
concourent en un point de la directrice. 


Le foyer F est donc (fig. 477) le pied 
de la hauteur relative au côté MM’ du 
triangle IMM” formé par les tangentes à 
la conique issues d'un point quelconque I 
de la directrice. 

2 Si le point M s'éloigne indéfini- 
ment sur la conique, la position limite 
de la tangente IM est une asymptote 
(n° 482) et la position limite de FM est 

èle à cette asymptote. La droite FI 
devient donc la perpendiculaire en | à 
cette asymptote. On retrouve ainsi que 
(n° 547) : 

Les projections d'un foyer sur les 
Fig. 477. asymptotes d’une hyperbole sont situées sur 

la directrice relative à ce foyer. 


M 


CERCLES ASSOCIÉS A LA DIRECTRICE 


o 559. Définition. — Considérons (fig. 478) une droite (D) et un cercle (C), 
de rayon R dont le centre O est situé à distance OH = d de la droite D. On dit 
que : 


Le cercle C et la droite D sont associés dans le rapport k = R | 


Deux cercles O et O' associés dans le même rapport à une droite D se dédui- 
sent l'un de l'autre par translation si OO’ est parallèle à D, par homothétie de 
centre w si la droite OO’ coupe D en o. 


Fig. 478. Fig. 479. 


o 560. Théorèmes. — 1° Une conique d’excentricité e est le lien 
des centres des cercles passant par un foyer F et associés dans 
le rapport e à la directrice D relative à F. 


Pour qu'un cercle de centre M et de rayon MF (fig. 479) soit associé dans le 
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rapport e à la directrice D, il faut et il suffit que Ni = e, donc que M appar- 


tienne à la conique. 


2° Pour qu’une droite ^, coupant la directrice D en |, soit 
tangente à la conique il faut et il suffit que la droite E soit 
tangente à un cercle centré sur À et associé à D dans le rap- 
port e. 


Si le centre M de cercle appartient à la conique, c'est en effet une condition 
nécessaire et suffisante pour que, l'angle IFM soit droit (n° 557). Si le centre 
est un point P quelconque de À, l’homothétie de centre I qui transforme P en M 
montre que la droite IF doit être tangente à ce cercle. 


e 561. cernes joints et tangentes d’une conique. — Soit à construire 
un point quelconque M de de ha a conique définie son foyer F, sa directrice associée D 
et son excentricité e. Construisons un cercle que uelcongue (m), associé à D dans le rapport e 
et soit h la a de son anire m sur D (fig. 
Désignons par f un point quelconque du he ra se projetant en & sur D et soit ù 
l'intersection de Ff et d D. L'homothétie de centre ù qui transforme f en F, transforme 
m 


le trapèze rectangle mfkh en une trapèze semblable MFKH. Donc : pie See 


Le point M est donc un poiat de la conique. En menant la perpendiculaire en F à FM qui 
coupe D en 1 on obtient À 


a tangente IM au point M (n° 557) 


Fig. 481. 


Notons que le cercle principal de la conique est associé dans le rapport e à chaque 
directrice car OK “25 = - = e. On peut donc utiliser le cercle principal comme 
cercle (m). 


e 562. Intersection de la conique et d’une droite. — Soit à déterminer les points 
de la conique situés sur une droite donnée À qui coupe la directrice D en J (fig. 481). 
Dans l’homothétie © du paragraphe précédent, l'homologue du point J est le point j 
où la parallèle à À menée par m coupe D. Construisons le point j et menons par ce point 
la parallèle à à JF qui coupe le cercle (m) en f et f’. La construction précédente appliquée 
à f, puis à f’ donne les points M et M’ de la conique situés sur A. Pour les obtenir, 1l suffit 
de couper À par les parallèles à mf et à mf’ issues de F. 
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e 563. Tangentes parallèles à une direction donnée. — Soit 1 le point d'intersec- 
tion de la directrice D et de la tangente en M à la conique. Dans l'homothétie œ (fig. 482) 
qui transforme M en m, l'homologue de 1 est le point i où la parallèle à MI issue de m 
coupe D. Le triangle imf, homothétique du triangle IMF est rectangle en f et if est 
tangente au cercle (m). - , 

Pour obtenir les tangentes parallèles à une direction donnée 8, on construit la droite mi 
parallèle à 5, puis les tangentes if et if’ au cercle (m). La construction du n° 561 appliquée 
à f puisà f’, Jonne les points de contact des tangentes parallèles à 8. I] suffit de mener FI 
parallèle à fi puis, IM et FM respectivement parallèles à im et fm. 


Fig. 482. Fig. 483. 


e 564. Tangentes issues d’un point donné. — Soit à construire les tangentes à la 
conique issues d'un point donné P (fig. 483). 

Pour qu'une droite PM, coupant la directrice D en I, soit tangente à la conique il faut 
et il suffit (n° 560) que la droite IF soit tangente au cercle de centre P associé dans le 
rapport e à la directrice D. Construisons ce cercle et les tangentes Ff et Ff’, issues du 
foyer F. Ces tangentes coupent la directrice D en I et I’. Les tangentes cherchées sont les 
droites PI et PI’. Leurs points de contact respectifs M et M’ sont leurs intersections avec 
la ASPTT N en F à Ff et Ff’. Il suffit de mener FM et FM’ respectivement paral- 
èles et P’. 

Notons que la droite FP est bissectrice de l'angle fPf’. Elle est donc également bissec- 
trice de l'angle à côtés parallèles MFM’. On retrouve ainsi le premier théorème de Poncelet. 


SUJETS D'EXAMEN 


— Lieu des points dont le rapport des distances à un point et à une droite 

fixes est constant. (Montpellier, ME.) 

— Définition de l’ellipse : 10} par ses deux foyers; 2°) par un foyer et la 
directrice correspondante. Équivalence de ces deux définitions. 

(Bordeaux, ME et MT.) 
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EXERCICES 


Construire une conique connaissant : 
@ 708. Un foyer, la directrice associée et un point de la courbe. 
@ 709. Un foyer, la directrice associée et une tangente. 
© 710. Une directrice, deux points et l’excentricité. 
© 711. Une directrice, l’excentrlcité, une tangente et son point de contact. 
© 712. Un foyer, deux points et l’excentricité. 
© 713. Un foyer, l’excentricité, une tangente et son point de contact. 


@ 714. 1° On connaît la directrice D, l’excentricité et une tangente d’une conique. 
Trouver le lieu du foyer F associé à D. 

2° Construire une conique connaissant une directrice, l’excentricité et deux 
tangentes. 


© 715. 1° Trouver le lieu du foyer F d’une conique dont on connaît deux points 
A et, B ainsi que la directrice D associée à F, 
2° Préclser sur ce lieu les foyers des paraboles, des ellipses et des hyperboles. 


© 716. Construire une conique T connaissant uue directrice D et de plus : 
1° Trois points de la courbe. 
2e Deux points et la tangente en Pun d'eux. 
3° Un point et le centre de la courbe. 


© 717. 1° Construire une conique connaissant une directrice, l’excentricité, unc 
tangente et un point de la courbe. ‘ 

2° Construire une ellipse connaissant une directrice, un sommet du petit axe et 
un point de la courbe. 


© 718. 1° Une conique de foyer F donné passe par deux points A et B. Montrer 
que la directrice D associée à F passe par l’un ou l’autre de deux points fixes. 

2° Construire une conique de foyer F connaissant trois points de la courbe ou 
deux points et la tangente en l’un d’eux. 


@ 719. Le cercle qui a pour centre un point M d’une hyperbole et qui passe par 
le foyer F coupe la directrice D associée à F en deux points R et R’. Démontrer que 
les droltes MR et MR’ sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole. 


@ 720. Trouver le lieu des foyers des hyperboles dont on donne : 
1° Deux points et les directions asymptotiques. 
20 Une directrice, une tangente et une direction asymptotique. 
Construire une hyperbole connaissant : 
© 721. Un foyer, la directrice associée et une direction asymptotique. 
@ 722. Une directrice, une asymptote et la longueur de l’axe. 
@ 723. Une directrice, une asymptote et un point de la courbe. 
© 724. Un foyer, un point et les directions asymptotiques. 
e 725. Un foyer, deux points et une direction asymptotique. 
© 726. Construire une hyperbole de directrice D et admettant une direction 


asymptotique A connaissant en outre : 1° Deux points de la courbe. 
2° Deux tangentes. 3° Un point et une tangente. 


@ 727. Démontrer qu’une conique à centre T est déterminée par un foyer F, la 
directrice non assoclée D’ et son excentricité. Construire r. 


@ 728. 1° Trouver le lleu du centre M d’un cercle passant par un point fixe F 
et coupant une droite donnée D sous un angle donné «. 
2° Enveloppe du cercle (M). 


© 729. On donne une droite fixe D et un point F. Un cercle variable de centre M 
passe par F et est vu, de la projection H de M sur D, sous l’angle donné 2«. Trouver 
le lieu du point M et l’enveloppe du cercle (M). 
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, 139: rouye le lieu du centre M d’un cercle varlable tangent à une droite 
xe Det: 

1° Vu d’un pou fixe F sous un angle donné 2a. 

2° Coupant la perpendiculaire en F à MF sous l'angle «. 


@ 731. On donne un point fixe A et deux points B et C qul varient sur une droite 
fixe D de telle sorte que (AB, AC) = a (angle constant). 

1° Lieu géométrique du centre w du cercle ABC. 

2e Lieux des centres des cercles Inscrit et exinscrits au triangle ABC. Cas où 
l'angle «æ est droit. 


@ 732. 1° Trouver le lieu des points P d’où l’on voit une parabole de foyer F et 
de directrice D sous un angle donné (PM, PM’) = a. 


20° Evaluer en fonction de « les angles (FP , FM) et (FM ; FM’). 


| @ 733. On considère un trapèze variable ABCD dont la base AB est fixe et tel 
que BC = CD = DA. Déterminer les lieux des sommets C et D. 


e 734. 1° Déterminer les points communs à deux coniques de même foyer F, de 

directrices respectives D et D’ et d’excentricités e et e’. | 
2° Peut-on utiliser cette construction pour rechercher les centres des cercles 

passant par un point donné F et tangents à deux cercles (ou droites) donnés? 


@ 735. Démontrer due les points communs à deux coniques de même directrice 
D, de foyers respectifs F et F’ et d’excentricités e et e’ sont situés sur un même 
cercie centré sur la droite FF’. 


@ 736. On considère deux coniques T et T” de foyers F et F’, d’excentricités e 
et e’ et dont les directrices D et D’ sont perpendiculaires en O. 
Æ Démontrer que les points M communs aux deux coniques vérifient la rejation : 
M + Er — MO? = 0, et appartiennent en général à un même cercle C, 

20 On désigne par J, l'intersection de OF et l’axe non focal de T, par J’ l'intersec- 
tlon de OF, et de l’axe non focal de r’, Démontrer que le centre « du cercle C pré- 
cédent est l'intersection de FJ’ et de F/J. 


@ 737. 1° Les points d’intersection de deux paraboles de foyers F et F’ et dont les 
directrices sont perpendiculaires en O appartiennent à un cercle dont le centre w 
cst le quatrième sommet du parallélogramme FOF' o. 

20 Lorsque les deux paraboles se coupent en quatre points A, B, C, D le point I 
commun à leurs axes est le centre de gravité du quadrangle ABCD. (Cf. exercice 691), 


e 738. 1° Une corde varlable AB passe par le foyer F d'une conique 1°. Trouver 
le lleu du point I conjugué harmonique de F par rapport à A et B et le lieu du 
point P commun aux tangentes en A et B. 

2e Deux cordes AB et CD de T passe par F. Démontrer que les points de ren- 
contre M et N des côtés opposés du quadrilatère ACBD appartiennent à la direc- 
trice A associée à F. 


e 739. 1° D'un point fixe I de la directrice A d’une conique T on mène une sécante 
variable AB à cette conique. Trouver le lieu du point J conjugué harmonique de I 
par rapport à A et B et le lieu du point P commun aux tangentes en A ct B à la 
conique. 

20 Deux cordes AB et CD de la conique T se coupent en I sur la directrice. Démon- 
trer que les points de rencontre M et N des côtés opposés du quadrliatère ACBD 
appartiennent à la perpendleulaire en F à FI. 


e 740. 1° Démontrer ie second théorème de Poncelet pour une conique de foyers 
F et F’ en établissant que ie point P commun aux tangentes en M et M’ est le 
centre d’un cercle inscrit dans le quadrilatère MFM'F’ ou en montrant que le pro- 
duit des symétries par rapport à PM, PF, PM’ et PF’ cst la transformation identique, 

20 Étendre ces démonstrations à la parabole ou en faire une démonstration directe. 


e 741. On considère un point fixe F, une droite fixe D et le polnt G symétrique 
de F par rapport à D. À tout point m du plan on associe ie point M centre du cercle 
(M) orthogonal en F et m au cercle FGm de centre I. Soit H la projection de M 
sur D, et F’ l'intersection de Mm et de FG. 

1° Établir que les points m, H, G sont alignés et que les triangles MFH et mFG 
NF mF F'F 


sont directement semblables. Comparer les rapports MH’ mG et Fa 
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MH 
2° En déduire que si MF — k, le lieu de M est une ellipse ou une hyperbole de 


foyer F et dont le cercle directeur F’ fait partie du faisceau de cercles de points 
limites F et G. 


e 742. On donne une conique T de foyer F, de directrice D et d’excentricité e 
ainsi qu’un angle orienté aigu «. Une corde variable AB est vue du foyer F sous 
l’angle (FA,FB) = 2x où 2« +x suivant que A et B appartiennent à une même 
branche de T ou non. Les tangentes en A et B se coupent en P, la droite AB coupe 


D en I et coupe FP en J. On désigne par H, K et L les projections de P, F et J 
sur D. 


1° Démontrer que l’angle IFP est droit et en utilisant les cercles de centres P et 
J associés à D dans le rapport e, et établir les relations. 


PR a ea a IE reig, 
PH cosa JL ‘(084 
2° En déduire les lieux y et y’ du point P et du point J et l'enveloppe de la 
droite AB. 


3° Soit ọ la projection de F sur AB. Établir la similitude des triangles Fo et 
FJL et retrouver ainsi le lieu de ọ et l'enveloppe de AB. 


e 743. On considère les ellipses E qui ont une directrice donnée D, une excentricité 
donnée e < 1, et qui passent par un point donné M. 

1° Quel est le lieu des foyers F, relatifs à D, des ellipses E? 

20 Construire les ellipses E admettant pour tangente en M une droite donnée MT. 

3° Construire les ellipses E passant par un second point donné N. Discuter la 
possibilité du problème selon la position de N. 

4° La discussion du 3° fait apparaître une ellipse S. Si N est sur S, il existe une 
seule ellipse E passant par N. Montrer qu'elle est tangente à S en N. 

(Espagne. ) 


@ 744. On considère toutes les ellipses E qui ont un foyer fixe F, qui sont tangentes 
à une droite fixe D et dont la longueur de l’axe non focal est donnée et égale à 2b. 

1° Calculer la puissance de F par rapport au cercle directeur de centre F’ et en 
déduire que les ellipses E sont tangentes à une deuxième droite fixe D’. 

A Trouver le lieu du centre de ces ellipses, ainsi que l'enveloppe de l’axe non 
focal. 

3° Montrer que la directrice relative au foyer F passe par un point fixe et que la 
deuxième directrice enveloppe une parabole. 

p 4° Prouver que toutes les ellipses E sont vues de deux points fixes sous un angle 
droit (ces points sont situés sur la perpendiculaire de F à D). | 

5° On considère toutes les coniques C qui ont un foyer fixe F et dont les direc- 
trices passent par un point fixe A. 

Montrer que celles de ces coniques qui sont tangentes à une droite donnée D 
sont aussi tangentes à une deuxième droite que l’on déterminera. Réciproquement 
les coniques qui ont un foyer fixe F et qui sont tangentes à deux droites fixes ont 
leurs directrices correspondant à ce foyer passant par un point fixe. 


(Bordeaux. ) 


© 745. On donne une droite A et un point fixe A à la distance AH = h de la 
droite A. Les côtés d’un angle « de sommet A coupent A en B et C. L’angle « pivote 
autour de À, en restant constant. 

1° Montrer que le centre O du cercle circonscrit au trlangle ABC décrit une 
portion de conique dont on précisera la nature. (On pourra chercher la relation 
qui existe entre «, OA et la distance OI de O à A). Distinguer deux cas selon que « 
est aigu ou obtus. Cas où œ = x/2. 

29 Soient M et N les pieds des hauteurs du triangle ABC issues de B et C. Montrer 
que chacune des droites HM et HN reste fixe. En déduire que l’enveloppe des 
hauteurs BM et CN se compose de deux paraboles dont on définira le foyer et dont 
on calculera le paramètre en fonction de h et de a. Calculer les distances de A à 
chacun des points d’intersection P et Q de ces deux paraboles. 

3° On transforme la figure par une inversion de centre A, de pulssance AH? = hi, 
Construire les figures inverses de la droite A et du cercle circonscrit au triangle ABC. 
Montrer que ce dernier cercle est tangent à un cercle fixe. Construire ce cercle, Ne 
pouvait-on prévoir ce résultat? (Poitiers. ) 
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© 746. Soient, en axes rectangulaires Or, Oy, une ellipse de foyers F et F’ (x = ¢, 
y E 0), d’axes 2a et 2b, et une droite D passant par l’origine et de coefficient angu- 
alre m. 

1° Une parallèle D’ à D coupe l’ellipse en M et M’. Lieu A du mllieu de MM’ 
lorsque D’ se déplace parallèlement à D. Solutlons algébrique et géométrique. 

2° Solent I et J les points de rencontre de la directrice relative à F avec la droite D 
et avec la drolte A. Démontrer que KI.KJ = — KÕ. KF (K est l'intersection de 
la directrice et de laxe focal). 

3° Montrer que le cercle circonscrit au triangle OIJ passe par un point fixe 
lorsque D tourne autour de O. En dédulre l’orthocentre du trlangle OIJ. 

4° La parallèle à OI menée par F coupe en R la drolte A. On apnelle P et P’ les 
points de rencontre de l’ellipse et de la droite A. Démontrer que OF? = OR.OJ. 
| (La Réunion.) 


© 747. On considère les coniques (C) ayant un foyer F fixe et dont la directrice 
correspondante passe par un point fixe P. : 

1° Parmi les coniques (C), construire les paraboles passant par un point donné M. 
Où doit se trouver M pour que le problème admette une, deux solutlons? Montrer 
que, quel que solt M, ces paraboles sont tangentes à une droite fixe. 

2° Parmi les coniques (C), construire les elllpses d’excentriclté e donnée passant 
par un point donné M. Où doit se trouver M pour que le problème admette une, 
deux, zéro solutlons? 

3° Parmi les coniques (C), on considère les ellipses de petit axe égal à une lon- 
gueur 2b donnée. Déterminer le lieu de leur centre, l’enveloppe de leur petit axe 
et des tangentes aux extrémités de leur petit axe. 

40 Parmi les coniques (C), on considère les ellipses d’excentricité e donnée. 
Déterminer le lieu de leur centre et des sommets de leur petlt axe, démontrer que 
leur petit axe et les tangentes aux extrémités de leur petit axe passent par un point 
fixe. (Nancy.) 


© 748. Soient un segment AB, A sa médlatrice, w le centre d’un cercle variable (w) 
passant par A et B. Le cercle (w) coupe A en D et D’ et les droites BD et BD’ coupent 
respectivement la tangente en À à (o) en Cet C’. 

1° Montrer que AD et AD’ sont bissectrices de Vatigle BAC. En déduire que le 
lieu de C et C’ est une hyperbole (H) de foyer A et de directrice A. Préclser les 
éléments de cette hyperbole. Déterminer en particulier le foyer F autre que A. 

2° Soit P le pôle de la droite BC par rapport à (œ). Montrer que la droite CP 
coupe AB en Q symétrique en A par rapport à B. En dédulre que la tangente autre 
que CA menée de C à (w) coupe AB en F. Construire les tangentes à (H) en C et 
en C’; quel est leur point d’Ihtersection? 

8° Le point C étant du même côté que A par rapport à A, démontrer que les côtés 
BC = a, CA = b, AB = c du triangle ABC vérifient la relation a? = b(b + c). 
Montrer que l’on dolt avolr b < a < 2b, { Bordeaux. ) 


© 749. Le plan est rapporté à deux axes de coordonnées rectangulaires +’Ox, 
y'Oy. Sur z'Or, deux points fixes F et F’ ont respectivement pour abscisses (+ ¢) 
et (— c), c nombre positif donné. 

Ùn cercle variable T passant par F et F’ coupe l’axe y'Oy en deux points N et 'F 
(dont les rôles seront interchangeables au cours du problème). 

1° Construire un point M du cercle r tel que NF = e.NM, e étant un nombre 
positif donné < 1. 

La parallèle à x'Ozx passant par M coupe NF en un point K. Comparer les triangles 


NMF et NKM. Évaluer le rapport NEK’ Lieu de K. En dédulrele lieu de M, dont on pré- 


cisera les divers éléments. Quelle est la tangente en M à ce lieu? { On posera Ta a }: 


2° La droite MT coupe à nouveau le lieu de K en un pointI. Montrer que le 
quadrilatère MFIK est inscriptible dans un cercle C. 

En supposant fixe le cercle T initial, on falt une inversion de centre F, de puissance 
TF?. Préciser l'inverse du cercle T, le position du point M’ inverse de M, celle du 
transformé du cercle C, enfin celle de l’inverse I’ du point I. 

Que devient dans cette inversion le cercle Q circonscrit au triangle TF1? Que peut- 
on dire des positions respectives de T et N? De Q et Oy? Lleu du centre de Q quand 
le cercle T värie? (Lille. ] 
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e 750. Soient Os et Oy deux axes rectangulaires : (Ox, Oy) = + ie 


On considère le point fixe A de laxe Or tel que OÀ = 3a (a > 0) et un point 
variable B de la demi-droiie Oy tel que OAB = 6. On désigne par (+) le cercle lieu des 


points M du plan tels que Me = 2et par (H) l’hyperbole de foyer A qui admet (œ) 


pour cercle principal. 

On-obtient ainsi, lorsque B se déplace sur Oy, une famille de cercles (#) et une 
famille d’hyperboles (H) associées à ces cercles. 

1° Lieux géométriques des sommets et du centre « de l'hyperbole (H). Lieu du 
second foyer. Calculer, en fonctlon de 86, le rayon du cercle (+) et la distance wA. 
Déterminer langle des asymptotes d’une hyperbole (H). 

2° Enveloppes des directrices des hyperboles (H). On dessinera avec soin ces 
enveloppes. 

3e Quel doit être 6 pour que l'hyperbole (He) coirespondante ait une asymptote 
parallèle à Or? Déterminer l’abscisse de l'intersection I de la directrice associée au 


foyer A et de l’axe Or. Montrer que Ox coupe (He) en un point E. Déterminer EA 


et l’abscisse de E. 


4° Soit T-le point du cercle (ọ) tel que (oA, oT) = 60°. Lieu de T. Enveloppe 
de l’asymptote de H qui passe par T., 

5° Existe-t-1l des hyperboles (H) tangentes à la droite y = 8a; à la drolte y = ka 
(ka > 0)? Discuter sulvant les valeurs de k. ( Grenoble, ) 
e 751. On donne un cercle (O) de centre O, de rayon R, un point F non situé 
sur ce cercle tel que OF = d et Fon considère les coniques (T) qui ont comme 
foyer F et pour cercle principal tout cercle ayant pour diamètre une corde de (O) 
portée par une droite passant par F. d 

1° Lieux géométriques du centre et du deuxième foyer de (T)? Quelle est la nature 
de (T) suivant la position de F par rapport à (O0)? 

2° Montrer que, quelle que solt la conique (T°) : les tangentes aux sommets de 
Faxe focal sont tangentes à une conique fixe (T5); la directrice associée à F est. tan- 
gente à une parabole fixe (P); la deuxième directrice est tangente à la parabole (P') 
symétrique de (P) par rapport à O. 

3° Calculer en fonction de la distance du centre de (T) au point O l’excentricité 
de (T). Quelle est, lorsque (Tr) est une ellipse, son excentricité maximum? lorsque 
(T) est une hyperbole, son excentricité minimum? Comment faut-Il prendre F pour 
qu'il existe parmi les coniques (T) une hyperbole équiiatère? un cercle? 

Lorsque (T) est une ellipse, calculer son petit axe. 

4° Montrer que : lorsque (T) est une hyperbole, ses asymptotes sont tangentes à 
un cercle fixe; lorsque (T) est une ellipse, les tangentes aux sommets du petit axe 
sont tangentes à un cercle fixe. 

50 Combien peut-il exister de coniques (Tr) tangentes à une droite donnée? 
(On se contentera d’indiquer la construction du cercle principal en supposant le 
problème possible sans chercher à discuter.) (Liban.) 
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e 565. Equation d’une conique à centre. — Considérons (fig. 484) une 
conique définie par un foyer F, la directrice correspondante D et son excen- 
tricité e z 1. Désignons par K la projection de F sur D, par A et A' les sommets 
de l'axe focal et par O le milieu de AA’. Prenons pour axes de coordonnées Ox 
orienté dans le sens OF et Oy perpendiculaire en O à Ox. En posant OA = a, 

= c = ae, on obtient, puisque la division (AA'FK) est harmonique (n° 547): 


2 
OK = S + Le foyer F est donc le point F (c, 0) et la directrice D a pour équa- 
2 
. EAS a, 
y tion : x = z 
Soit M (x, y) un point quelcon- 
que du plan et H T? Y) sa pro- 


jection sur la directrice D. Pour 
que ce point M pie à la 
conique il faut et il suffit que l'on 


ait : 
MF Le P. 
Fig. 484. Ma eo MP= à MH?. 
2 "2 
Soit (n° 31): &@— + y = : (= 
ou en réduisant : £ es += ee 


Soit finalement : (1) 

Dans le cas de l'ellipse, ona :aœ>c et @— e= b?, d'où: 
Erre @ 
Eo po 

Dans le cas de l'hyperbole ona:a <c et a— ê= —b?, d'où: 
EART O 
é B` 
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e 566. Remarque. — L'équation d'une conique à centre, rapportée à ses 
o x 
axes, est donc de la forme : St 3 =] (4) 
Réciproquement, si les coordonnées d'un point M vérifent une telle relation, 
le lieu du point M est une conique d'axes Ox et Oy. En effet : 
19 Si « et £ sont positifs on peut poser «= a°, B = b?, le lieu est l'ellipse d’axe 
focal AA’ = 2a si a > b, d'axe focal BB' = 2b si b >a. 
2 Six = a, B = — b? on a affaire à une hyperbole d'axe focal AA’ = 2a, 
et si « = — &, 8 = b? on obtient une hyperbole d'axe focal BB’ = 2b. 


30 Lorsque « et B sont tous deux négatifs l'équation (4) est impossible. 


LIEUX GÉOMÉTRIQUES 


e 567. Théorème. — Etant donnés deux points fixes A et A' et 
un nombre algébrique k le lieu des points M dont la projec- 
tion H sur la droite AA' vérifie la relation: HM? = k HA .HA' est 
une conique d’axe AA. 


Prenons pour axes Ox et Oy l'axe 
A'A et la médiatrice du segment AA’ 
(fig. 485). Tout point M du plan 
a pour coordonnées x — OH et 
y = HM. En posant OA = a on a 
HA = (a — x) et HA’ = (—a— x 
Pour que le point M vérifie la relation 
proposée il faut et il suffit que : 


ÿ=kR(a—x)(—a—x) 
ou 5 k( 3 » Fig. 485. 
y= kki — a’). 


2 
Soit : ke = |, 


Si k > 0, on peut poser ka? = b? et le lieu de M estune hyperbole d'axe trans- 
verse AA’. Cette hyperbole est équilatère si k = 1. 

Si k << 0, on peut poser : ka? = — b? et le lieu est une ellipse d'axes AA’ = 2a, 
BB’ = 2b. L'axe focal est AA’ si k < 1, BB’ si k > 1. Pour k = — 1 le 


lieu est le cercle de diamètre AA. 


o 568. Théorème. — Le lieu des centres des cercles invariants 
dans une inversion donnée et tangents à un cercle fixe F ou 
à une droite fixe À est une conique. 


Si, par hypothèse, le cercle M invariant dans l'inversion (w, k), est tangent 
en N à un cercle F (R), il est également tangént en N’ au cercle F’ (R’} ou à la 
droite A, homologue du cercle F dans l'inversion considérée (n° 380). Si le 
cercle M est par hypothèse tangent en N’ à une droite donnée A il est également 
tangent en N au cercle F (R), homologue de A dans l'inversion (w, k). 
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1° Etudions d’abord (fig. 486) le cas où le cercle M est tangent aux cercles F (R) 
et F’ (R’) en deux points Net N’ homologues dans l'inversion (w, À). La parallèle 
menée par F à la droite oNN’ coupe F'N’ en +. Le triangle MNN étant isocèle, 


Fig. 486. Fig. 487. 


il en est de même du triangle MF get on a: Ma F Me D'autre part le théo- 
rème de Thalès donne : FF = Fra soit F'ẹ = -Fo La longueur F'ọ est 


donc une constante 2a et le cercle de centre M passant par F est tangent en ẹọ 
au cercle fixe F’ (2a). Lorsque N décrit le cercle F (R) et N’ le cercle F’ (R’) le 
point + décrit le cercle F’ (2a). Donc : 

Le lieu du point M est la conique T de foyer F et de cercle directeur F' (2a). 


20 Si (fig. 487) le cercle M est tangent au cercle F (R et à la droite À en deux 
points N et N’ homologues dans l'inversion (w, k), la parallèle menée par F à 


la droite oNN’, coupe la droite MN’ en un point + tel que N'ọ = oF. Le lieu 
de + est une droite D parallèle à A. Le triangle MF? homothétiqué du triangle 
MNN' est isocèle et on a MF = Mo. Lorsque N décrit le cercle F et N’ la 
droite À, le point + décrit la droite D : 

Le lieu du point M est la parabole T de foyer F et de directrice D. 

Le paramètre KF de cette parabole est égal à la distance Ho du point ù à la 


droite À car on a : KH = N'=Fo donc KF=— Ho. 


e 569. Corollaires. — l° Le lieu des centres des cercles ortho- 
gonaux à un cercle fixe o (p) et tangents à un cercle fixe F (R) ou 
à une droite fixe À est une conique T. 


Ces cercles sont en effet invariants dans l'inversion (w, p?). 


Lorsque le cercle « (p) coupe en A et B le cercle F (R) ou la droite A (fig. 486 
et 487) les points À et B appartiennent à la conique T car lorsque N vient en A 
il en est de même de M. Or la droite oN, parallèle à Fọ, est perpendiculaire à la 
tangente en M à T. La droite wA, position limite de oN, est donc la normale 
en À àT. Le cercle w est bitangent en À et B à la conique T. 
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2 Le lieu des points dont la différence des carrés des dis- 
tances à un point fixe « et à une droite fixe ^ est un nombre 
constant k est une parabole T. 


La relation Mo? — MH? = k montre que le point & a pour puissancé k 
par rapport au cercle de centre M tangent en H à À. Ce cercle M est donc inva- 
riant dans l'inversion (%, k). 

Lorsque k = p?, la parabole T est le lieu des points M dont la distance à la droite A 
est égale à la longueur MT de la tangente au cercle bitangent « (ẹ). 

3° Les cercles tangents à deux cercles donnés (ou à un cercle et une droite 
donnés) sont invariants dans l'une ou l'autre des deux inversions qui échangent 
ces deux cercles. Il en résulte que : 


Le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles F 
et F' se compose en général de deux coniques homofocales de 
foyers F et F'. 


Le lieu des centres des cercles tangents à un cercle F et à 
une droite À se compose en général de deux paraboles homo- 
focales de foyer F. 


Lorsque le cercle F est tangent en À au cercle F’ ou à la droite A, une de ces 
coniques dégénère en la droite AF. 


PROPRIÉTÉS DES TANGENTES 


e 570. Théorème. — Une conique est déterminée par un foyer 
et trois tangentes. 


Soient P1, P2 et Ps les symétriques du foyer F par rapport aux trois tangentes 
données (fig. 488). Ces trois points sont en général situés sur un cercle de cen- 
tre F’ et il existe une conique unique 
T de foyer F et de cercle directeur F' 
tangentes aux trois droites données. 

Si le point F appartient au cercle 
circonscrit au triangle ABC formé par. 
trois droites, les points 91, a et Ps 
sont alignés sur une droite D et la 
conique T est dans ce cas la parabole 
de foyer F et de directrice D. 

Les foyers F et F’ d'une conique T 
inscrite à un triangle ABC sont dits 
inverses dans le triangle ABC. L'égalité des 
angles tels que (AB, AF) et (AF”, AC) 
détermine le point F’ inverse d'un point 
donné F non situé sur le cercle ABC. Les 
projections «&, B, y et «', B',y' de F et F’ k 
sur les côtés du triangle appartiennent à Fig. 488. 
un même cercle O, cercle principal de Pa 
la conique T. Les égalités Fæ.F'«’ = FRB. F'B' = Fy. F'y' montrent que les distances 
orientées des points F et F’ aux côtés du triangle ABC sont inversement proportionnelles. 


e 571. Théorème. — La portion d’une tangente variable à une 
conique, comprise entre deux tangentes fixes est vue d’un 
. foyer sous un angle de droites constant, 
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Cette propriété résulte du n° 439 pour l’ellipse, du n° 488 pour l'hyperbole 
et du n° 537 pour la parabole. 


e 572. Réciproque. — L’enveloppe d’un segment variable PQ 
compris entre deux droites fixes x'x et yy et vu d’un point 
fixe F sous un angle de droites constant est une conique de 
foyer F tangente à xx et yy. 

Désignons par H, K et L:les projections du point F sur les droites PQ, xx et 
gy Les quadrangles FHPK et FHOL étant inscriptibles, on obtient : 


(FP, FQ) = (FP, FH) + (FH, FQ) = (KP, KH) + (LH, LQ) 
= (KP, LQ) — (KH, LH). 


Posons (KP, LQ) = (x'x,y'y) = a. Pour que l'angle (FP, FQ) soit égal à un 
angle constant 9, il faut et suffit que (HK ‘AD = a — 9, Si a — 6 est différent 
de 0 à kr près, le lieu de H est un cercle de centre O et l'enveloppe de PQ est 
la conique de foyer F admettant le cercle O pour cercle principal. Si « = 6, le 
lieu de H est une droite À et l'enveloppe de PQ est la parabole de foyer F admet- 
tant À pour tangente au sommet. Comme le cercle O (ou la droite A) passe par 
K et L, les droites x’x et y'y sont tangentes à la conique enveloppe. 


Fig. 489. Fig. 490. 


o 573. Segments déterminés sur deux tangentes fixes. — Considérons 
(fig. 490) une conique de centre O de foyers F et F” et deux tangentes fixes x’x 
et y'y respectivement parallèles à FX et FY. Une tangente variable A coupe x’x 
en P et y'y en Q. Lorsque A devient parallèle à y'y, le point P vient en I et l'angle 
constant (FP , FQ) vient coincider avec a , FY). Lorsque A devient parallèle 
à x’x le point Q vient en Jet l'angle (FP, FQ) vient coïncider avec (FX, ÉD. Des 


égalités : 

. (FP,FQ) = (FI,FY) = (FX,F)) 
on déduit : 

; (FP,FI) = (FQ,FY) et (FP,FX)= (FQ,FJ) 
et par suite : 


(FP,F) = (QF,Q) et (PF,PI) = (FQ,F)). 
Les triangles IPF et JFQ sont directement semblables et : IP. JQ = FI.FJ. 


D'autre part, si les tangentes x'x et y'y sont orientées, le produit IP. JỌ garde 
un signe constant. nc : 
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Le produit IP. JQ des segments déterminés par une tangente 
variable À sur deux tangentes fixes x'x et yy d’une conique 
à centre est constant. 


Lorsque x'x et y'y sont les asymptotes d'une hyperbole, les points I et J 
er O centre de l'hyperbole et on retrouve la relation OP.OQ = OF? du 
n° ; 


e 574. Cas où les tangentes fixes sont parallèles. — Si x'x et y'y sont 
parallèles les points I et J sont les points de contact À et B de ces tangentes. 
a poi AP.BQ est donc constant et égal en valeur absolue à FA.FB ou 
à AF.AF". 


1° Lorsque la conique est une ellipse admettant OC pour demi-diamètre 
conjugué de OA (fig. 491) on voit, en prenant la droite PÒT parallèle à AB, que 


AP . BQ = OC?. Si AB est le grand axe de l'ellipse le produit AP . BQ est égal au 
carré b? du demi-petit axe. Dans ce cas les a PFQ et PF’Q sont droits et le 


Fig. 491. Fig. 492. 


cercle de diamètre PQ passe par F et F’. Si AB est le petit axe de l'ellipse le 
produit AP .BQ est égal au carré a? du demi-grand axe. La puissance des points 


` 


À et B par rapport au cercle « de diamètre PQ est égale à : 
AP.AQ = AP.BQ = AF = ÀF’? Les points À et B ayant même puissance 
par rapport au cercle w et aux cercles points F et F', il en résulte que le cercle 
diamètre PQ appartient au faisceau de cercles de points limites F et F’ 

2 Lorsque la conique est une hyperbole de diamètre AB admettant OC pou 
demi-diamètre conjugué de OA, on voit en prenant pour P1Q; une des asymp 
totes de l'hyperbole que AP, = — BQ, = OC. Donc AP.BQ = — OC 
Si AB est l'axe transverse de l'hyperbole le produit AP .BQ est égal à — b?, Dans 
3 cas, les angles PFQ et PF'Q sont droits et le cercle de diamètre PQ passe par 

et F’. 


REMARQUE. — La relation ÒC? = AP.BQ= AF.AF” montre que le produit 
des rayons vecteurs AF et AF’ d'un point A d'une conique à centre est égal au 
‘carré OC? du demi-diamètre conjugué de OA. 
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e 575. Réciproque. — L’enveloppe d’une droite PQ qui détermine 
sur deux droites parallèles Ax et By des segments dont le 
produit ÀP. BO est constant est une conique tangente en À et 
Bà Ax et à By. 

Si le produit AP. BO est égal à À, il existe une ellipse T de diamètre AB et 
de centre O, admettant pour demi-diamètre conjugué de OA le segment OC = k 
parallèle à Ax. Si le produit AP. BQ est égal à — 4? il existe une hyperbole T, 
de diamètre AB admettant pour demi-diamètre non transverse conjugué de OA, 
le segment OC = k parallèle à Ax. 

D'après le paragraphe précédent la tangente à la conique T', issue d'un point 
P de Ax et distincte de PA, coupe By en un point Q' tel que: AP . BQ’ = AP .BQ. 
Les points Q et Q’ sont donc confondus et les différentes droites PQ sont les 
tangentes à la conique T. 
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o 576. Projection de la normale sur les rayons vecteurs. — Considé- 
rons une conique de foyers F et F’ (fig. 493). La normale au point M de cette 
conique coupe l'axe focal x'x en N. Désignons par + le symétrique du foyer F 
par rapport à la tangente en M, par H et H’ les projections des foyers F et F’ 
sur cette tangente et par « l'angle aigu formé par MN et les droites MF et MF’. 


Fig. 493. Fig. 494. 


La similitude des triangles F'MN et F'oF donne : 


MN MF MN MF . MN = FH-MF" 
pF T oF UE IFAT 2a 0t 5 a 
La projection MK du segment MN sur la droite MF est égale à MN cos «. 
Comme MF" cos « = F'H' et FH.FH’ = 82. On obtient donc : 
FH.MF' cosa  FH.FH' _ a 
a z a 7 a 


b2 
La longueur MK est donc constante et égale à a7 P Cette longueur est 


MK = MN cos à = 


appelée paramètre de la conique à centre, 
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Dans une parabole (fig. 494) le triangle FMN est isocèle et la projection MK 
de MN sur MF est égale à HN, c’est dire (n° 531) au paramètre de la parabole. 

La projection sur un rayon vecteur de la portion de normale 
à une conique comprise entre la courbe et laxe focal est cons- 
tante et égale au paramètre de cette conique. 

Longus le rayon vecteur MF est perpendiculaire en F à l'axe focal, le point K 
est en F (fig. 495). Donc : 

Le paramètre d'une conique est égal à la longueur de la demi-corde focale per- 
pendiculaire à l'axe focal de cette conique. 


Fig. 495. Fig. 496. 
ə 5717. ents déterminés sur la normale. — D'après le théorème de 
Thalès on obtient (fig. 493) compte tenu de l'égalité MF = Mo : 
NFL NP FE 2e an, MELONE Le op 
Me MF T FT 2a SX MF MPa 


L'intersection P de la normale MN avec l'axe non focal y'y (fig. 496) est 

située sur le cercle MFF’ car MN est bissectrice de l'angle ÊME ' et y'y est la 

médiatrice de FF’. Les dax, triangles PNF et PFM sont inversement sembla- 
c 


wa PNL PF _ NF _ ec 
bles, d’où : PF FM PM « (2) 
On en déduit que : | PM = 2 PF | 6) 


D'autre part : N = pF x M = a bia PM et PN étant de même 
sens il en résulte que : Y = NE = M, (4) | 


donc compte tenu de la relation a? — © = b? : 


Les trois segments MP, MN et NP déterminés par les axes 
sur la normale en M à une conique sont proportionnels à 
2 b? 2 
a“, bd“ et €. 
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La puissance du point N par rapport au cercle MFF’ donne : 
NF. NF = NM. NP = NM. a MN = 7 MRE. 


D'où : 6) 


Dans la parabole (fig. 494) on sait que la sous-normale HN est égale au para- 
mètre p et que le foyer F est le milieu de l'hypoténuse NT du triangle MNT. 


Donc : MN? = NH.NT = 2AN.FN. Soit | MN? = 2p FN | (6) 


e 578. Cercles focaux. — Par tout point M d'une conique à centre (fig. 496) passent 
deux cercles de centres respectifs N et P bitangents à la conique. Le premier qui est tan- 
gent en M et M’ est appelé cercle focal de première espèce et le second qui est tangent en 
M et M, est appelé nes focal de seconde espèce. 

Par tout point M d'une parabole (fig. 494) passe un cercle de centre N, bitangent à 
la courbe en M et M’ et appelé cercle focal de la parabole. 

1° Le cercle © envisagé au 1° du h° 569 est un cercle focal de première espèce de la 
conique ' (fig. 486 et 48. Les formules (5) et (6) du n° 577 montrent que le rayon p d'un 
tel cercle vénifie la relation : 
c— 


ê 


RO al" ou pe af 


p= 


suivant que T est une conique à centre ou une le. 

20 Le cercle œ utilisé dans la construction du n° 551 est un cercle focal de seconde 
espèce de la conique (fig. 471 et 472). La formule (3) du n° 577 montre que le rayon p d'un 
tel cercle vérifie la relation : p = oF ou © = FO: Il en résulte que : 


Le cercle focal de seconde es de centre & est l'homologue du cercle principal O (a) dans 


la similitude directe de centre F qui transforme FO en Fo. Cette similitude transforme les 
sommets À et A’ de la conique en a et «’ 
extrémités du diamètre du cercle © passant 
par F. Les lieux de & et æ’ sont donc les tan- 
gentes aux sommets À et À’ de la conique. 


Lorsque la conique est une hyperbole 
(fig. 497) le cercle focal de seconde espèce w 
est vu du foyer F sous un angle constant 


TFT = 29 tel que : sing = p= S 


L'angle aigu est donc le complément du 
demi-angle des asymptotes. Les points de 
contact T et T’ des tangentes issues de F se 
déduisent du point © dans l’une ou l'autre 
des similitudes directes (F, cos p, F +). Les 
lieux de T et T’, lorsque œ décrit l'axe y'y, 
sont les perpendiculaires en K et K’ aux tan- 
gentes FK et FK’ au cercle principal, c'est-à- 
dire (n° 477) les asymptotes OS et OS’ de 
l'hyperbole. 


Fig. 497. 
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Soit T, le point où le cercle w recoupe l'asymptote OS. La rotation (F, 29) trans- 
forme T en T’ et la rotation (O, — 29) transforme T en T,. Le produit de ces deux rota- 


tions est la translation qui transforme K en K1. Il en résulte que le vecteur TT, est cons- 
tant et de module 2a. Le cercle © découpe donc des segments de longueur constante 2a 
sur les asymptotes. 


© 579. Application à la similitude, — Lorsque deux points M et M’ décrivent deux 

divisions rectilignes semblables admettant le point fixe F pour centre de similitude directe, 

le centre w de tout cercle lié au triangle FMM” décrit une droite 8 (n° 248) et le rayon p 

du cercle ù est dans un rapport constant avec la distanceoF. Le cercle œ est donc un cercle 

de seconde espèce de la conique I de foyer F admettant pour cercle principal le cercle 

Ge) dont le centre est la projection de F sur 8, Autrement dit la conique T est l'enveloppe 
u cercle o. 


EXERCICES 


@ 752. Préciser la nature et les éléments des coniques lleux des centres des cercles 
tangents à deux cercles inégaux donnés F (R) et F’ (R’) tels que FF’ = 2e suivant 
que ies cercles sont extérieurs, sécants ou intérieurs. 


© 753. Reprendre l'étude précédente lorsque ies cercles donnés sont : 
1° Tangents intérieurement ou tangents extérieurement; 
2° Egaux, sécants ou extérieurs. 


© 754. Préciser ies éléments des paraboles lieux des centres des cercles tangents à 
un cercle F (R) et à une droite donnée A sltuée à la distance d de F suivant que l’on 
a:d>R,d=—R,d<Roud= 0, 


© 755. Un cercle variable de centre M passe par un point fixe A et découpe sur 
une drolte donnée A un segment BC de longueur constante 2a. 
1° Montrer que le cercle A (a) est orthogonal au cercle de centre M tangent à A 
2° Trouver le lieu du point M et préciser ses éléments. 


@ 756. Un point P décrit la perpendiculaire en A au segment donné AB. La per- 
pendiculaire en P à AP et la perpendiculaire menée de A à BP se coupent en M. 
1° Le cercle-de centre M et de rayon MP est orthogonal au cercle de diamètre AB. 
En déduire le lieu de M. 
2° Le cercle de centre B et de rayon BA est orthogonal au cercle de diamètre MP. 
En déduire ie lieu du milieu I de MP. 


© 757. On donne un segment AB et une droite quelconque A. La perpendiculaire 
en P à A et la perpendiculaire menée de A à BP se coupent en M. 

1° On suppose que le point A est sur A. Montrer que le cercle de centre M et 
tangent à A est orthogonal au cercle:O de diamètre AB. En déduire que le lieu de M 
est la parabole bitangente au cercle O en A et en A’ projection de B sur A. 


2° Lorsque A se projette en K sur A, la translation de vecteur KÄ tranforme A, 
Pet B en 4’, P’ et B’. Déterminer comme ci-dessus le lieu de M. 


è 758. Dans le triangle ABC le côté BC est fixe et le point A décrit une parallèle A 
au côté BC. Soit A’ la projection de A sur BC et H l’orthocentre du triangle ABC. 
1° Le cercle de diamètre AH est orthogonal au cercle de diamètre BC. En déduire 
le lieu du milieu à de AH et par affinité, celui du point H. | 
2° Montrer que le sommet D du parallélogramme A'ACD' est fixe et que le cercle 
de centre H et tangent à BC, est orthogonal au cercle de diamètre BD. Retrouver 
ainsi le lieu de H. 


@e 759. 1° Lieu géométrique des foyers F’ des coniques de foyer donné F, tangentes 
à deux droites données A et A’ concourantes ou parallèles. 

29 Construire le second foyer F’ d’une conique T de foyer F, tangente aux trois 
côtés d’un triangle ABC. Etudier le cas où F est le centre O du cercle ABC, l'ortho- 
centre H du triangle ABC, le centre d’un cercle inscrit ou exinscrit ou le centre de 
gravité. Quelle est la nature de T lorsque F appartient au cercle ABC? 
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© 760. Théorème de Pastal. — On considère un htxagone AB’'CA’BC’ inscrit dans 
un cercle. Les côtés opposés BC’ et B’C se coupent en a, CA’ et C'A en B, AB’ et A'B 
en y. Démontrer que dans la similitude inverse qui tranforme «BB’ en «CC, homo- 
logue du point y est le point y’ inverse de 8 dans le triangle «CC’ et en déduire que 
les trois polnts «, B, y sont allgnés. 


© 761. On considère deux coniques r et I’ ayant un foyer commun F : 
1° Construire les tangentes communes à ces deux conlques et montrer que le 
polnt P commun à ces tangentes est situé sur la droite qul jolnt les deux autres 
ers : 


oyers. 
2° Etudier le cas où l’une des coniques est une parabole. 


@ 762. Soient Ox et Oy deux axes rectangulaires et sur Ox les deux points A et A 
tels que OA = — OA’ = a. Deux points varlables N et N’ décrivent Oy et les droites 
AN et A'N’ se coupent en M. Trouver le lleu du point M sachant que le prodult 
ON. ON’ est constant et égal à b2 ou à — b3, 


è 763. On donne deux points fixes A et A’ et un point variable P qui décrit une 
droite fixe A perpendiculaire en K à la droite AA’. La perpendiculaire menée par A 
à la droite AP coupe en M la droite A’P. Solt H la projection de M sur AA’. 

1° Montrer que HM? et le produit HA. HA’ sont dans un rapport constant. 

2° Trouver le lieu de M et discuter sa nature. 


© 764. On considère un trapèze ABB'’A’ rectangle en A et en A’. Un point variable 
P décrit la droite AA’ et les droites PB’ et PB coupent respectivement AB et A'B’ en 
N et N’. Les droites AN’ et A’N se coupent en un point M qul se projette en H sur 
AA’. 
1° Montrer que le produit AN. A’N' est constant et trouver l'enveloppe de NN’. 
2° Comparer HM? et HA. HA’ et déterminer le lieu de M. 


© 765. On donne un triangle AA'B de hauteur BK. Une droite variable A perpen- 
diculaire en P à AA’ coupe AB en.N et A’B en N’, Les droites A'N et AN’ se coupent 
en un point M se projetant en H sur AA’. 

1° Démontrer que le lieu de M est la conique T d’axe AA’ qul passe par B. 

20 Trouver la nature du faisceau B(AA’MP) et déterminer l’enveloppe de la 
que MP. En dédulre que la tangente en B à r coupe le segment ’ en son 
milleu I. 

8° Démontrer que la droite IM est tangente en M à T. 


© 768. Soient deux axes de coordonnées rectangulalres Ox et Oy, une droite fixe 
A, d’équation z = d et sur Or le point fixe w tel que Ow = kd. Un point M du plan 
se projette en H sur 4 et on désigne par h une constante donnée, 

1° Montrer que le lieu des points M tels que Mo? — k MH? = h est une conique T 
de centre O dont on établira l'équation. Discuter sa nature. 

2° On suppose que À = P?. Montrer que T est le lleu des points dont la puissance 
par rapport au cercle « (p) est égale à k MH? et que r passe par les polnts A et B 
communs à A et au cercle w lorsqu'ils exlstent. | 

3° La droite AM recoupe le cercle w en C et le polnt H se projette en P sur AM. 
Montrer que MC = k MP et en déduire que T est bltangente au cercle ù. 


© 767. Une conique T de foyer F est définie comme lleu des centres M des cercles 
orthogonaux à un cercle donné w (p) et re Pr au cercle donné F (R). On pose 
oF = e R et on désigne par MT la longueur de la tangente issue de M au cercle w, 
par A l'axe radical des cercles w et F et par H la projection de M sur A. 

1° Montrer que la condition pour que les cercles M (MT) et F (R) soient tangents 
s'écrit |(MF2 — R?) — (Mo? — p?)| = 2R.MT. 

2° Démontrér que MT = eMH. Etudier le cas où pọ = 0 et le cas où T est une 
ellipse de centré «. 

3° Trouver une propriété de la somme ou de la différence des longueurs des tan- 
gentes menées du point M de T, à deux cercles focaux centrés sur l’axe focal de la 
conique T. 


© 788. Un cercle variable dont le centre « décrit la médiatrice du segment donné 
FF" a pour rayon r = € aF (e constante donnée). 

1$ Montrer que le pied K de la polaire de F par rapport au cercle (w) décrit une 
droite D. Calculer le rapport des lôngueurs FK et Fo. 
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2° La perpendiculaire en K à D coupe le cercle (w) en M et M’. Démontrer que 
MF = e MK et trouver le lieu r de M et M’. Le cercle FMK étant orthogonal au 
cercle (w), montrer que ce dernier est bitangent en M et M’ à r. , 

3° On désigne par (1) une positlon donnée du cercle (w) par L, A et A’ les positions 
correspondantes de K, M et M’. Le cercle FKL est orthogonal aux cercles (w) et (1) 
et l’axe radical de ces deux cercles est la médiatrice de KL. Démontrer que la puis- 
sance de M par rapport au cercle I est dans un rapport constant avec le carré de 
la distance MH de M à la droite AA’. 


@ 769. 1° Trouver le lieu des extrémités des diamètres perpendiculaires à Oz des 
cercles centrés sur Or et bitangents à une conique r d’équatilon : + z = 1 
d’axe focal Ox ou bltangents à la parabole y? = 2px. 

2° Même problème pour les extrémités des diamètres perpendlculaires à Oy 
pour les cercles centrés sur Oy et bltangents à r. 

3° En déduire l'enveloppe des cercles ayant pour diamètres les cordes d’une 
conique perpendiculaires à un axe de cette conique. 


@ 770. 1° Une conique de foyers F et F’ et de centre O est tangente aux trois 
droites Pz, Qy et PQ. Les tangentes parallèles à Qy et Px coupent Prz et Qyen Iet J. 
On construit le trlangle PQS directement semblable au triangle POI. Démontrer que 
les trois trlangles PFQ, PIF’ et F’JQ sont directement semblables, qu’il en est de 
même des triangles POF’ et PFS et gue le quadrangle FF'PS est harmonique. 

2° On se donne les points I, J, P et Q de la figure précédente. Construire les 
points F et F’ et montrer que la conlque r de foyers F et F’ tangente à PQ est égale- 
ment tangente à IP et JQ. 

3° Deux points variables M et N décrivent respectivement les droites IP et JQ 
de telle sorte que IM. JN = IP.JQ. Démontrer que l'enveloppe de la droite MN 
est la conique T construite au 2°. (Procéder par identification ou montrer que les 
angles (FM , FN) et (F'M , F’N) sont constants). 


@ 771. En utilisant les résultats de l’exerclce précédent : 

1° Construire une conique de centre O donné tangente aux trois côtés d’un 
triangle PQR donné. Cas où O est sur QR ouen R. ' 

2° Deux points varlables M et N décrivent respectivement deux droites AB et 


AC de telle sorte que BNC = k(constante donnée). Construire les points I et J 
tels que TA = k TB et JA = k JC. Démontrer que le produit IM. JN est constant 
et que l'enveloppe de la droite MN est la conique T ayant pour centre le milieu O 
de IJ, tangente en B et C à AB et AC. Que devient T pour k = 1? 


© 772. 1° Démontrer que si le quadrilatère ABCD est circonserit à un cercle de 
centre O, il exlste une conique de foyers A et C, tangente en B à OB et qui est égale- 
ment tangente en D à OD. En déduire que dans te quadrilalère ABCD la somme de 
deux des côlés esl égale à la somme des deur autres. 

2° Réciproquement sl cette condition est réalisée il existe une conique de foyers A 
et C qui passe par B et D et le polnt O commun aux tangentes en B et D est le 
centre d’un cercle inscrit dans le quadrilatère. 


© 773. Une conique variable r de centre O est inscrite dans un quadrilatère donné 


ABCD. On désigne par w le centre de la similitude directe qui transforme AB en CD. 

1° Les tangentes parallèles à CD et AB coupent respectivement AB et CD en I 
et J. Démontrer que les divisions AIB et CJD sont semblables. 

2° Démontrer qué-le lieu de O est la droite qui joint les milieux M et N des diago- 
nales du quadrilatère ABCD (Th. de Newlon). 

3° Trouver l'enveloppe de la droite IJ et l’enveloppe du cercle de diamètre IJ. 


© 774. Deux paraboles Tr et T” de même foyer F ont pour directrices D et D’ 


et pour paramètres p et p' = kp. Leurs axes font entre eux l’angle (Fx, Fz') = «a. 
1° Construire les points communs à T et r’,.leur tangente commune 8 et ses points 
de contact avec T et T’. 
2° D'un point P variable sur ô on mène les tangentes PM à T et PM’ à T". Évaluer 


les angles (PM , PM’) et (FM,FM') et démontrer que FM’-== k FM. Que peut-on dire 
des angles (PF, PM) et (PF. PM’)? 
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3° Montrer gue es polnts M, M’ P et F appartiennent à un même cercle de centre 
o tangent en P à 8. Déterminer le lieu du point « et en déduire celui du point de 
rencontre N des normales en M ct M’ àT et T’. 

4° Soient H et H’ les projections respectives de M sur D et de M’ sur D’. Trouver 
l'enveloppe de la drolte ’ et celle du cercle de diamètre HH’. 


© 775. On consldère deux cercles O(R) et w (p) et on désigne par (w) l'homologue 
du cercle (w) dans l’Inversion (O, Rê). Soit M un point variable du cercle (w) et p 
la tangente en M à ce cercle. 

1° Montrer que le lieu du pôle P de la droite p par rapport au cercle O est la 
conique T de foyer O admettant le cercle (w’) pour cercle principal. Déterminer la 
tangente en P à T. 

2° Démontrer que l'enveloppe de la droite m, polaire de M par rapport au cercle Q, 
est la conique T. Discuter la nature de T et étudier le cas où le cercle (w) passe par O. 
- 3° Soit A la polaire du point © par rapport au cercle O et H la projectlon de P 


súr A. Démontrer (cf. exercice 317) que PH 7 4 et retrouver les résultats de 


la discussion précédente, (La conique T et le cercle o sont dits polaires réciproques 
par rapport au cercle O). 


© 776. On considère les conlques (C) tangcntes à deux droites non parallèles 
données (T) et (T) et admettant un foyer donné F situé dans l’un des angles aigus 
formés par les deux droites indéfinles (T) et g A 

1° Montrer que le cercle directeur du secon foyer F’ passe par deux points fixes 
et que ce second foyer décrit une droite passant par le point de rencontre des 
tangentes (T,) et (T3). Trouver le lleu du centre des coniques (C). 

Distinguer sur ces lleux les foyers et les centres d’ellipses et d’hyperboles. 

a Déterminer les foyers F’ pou” lesquels la conique (C) est une hyperbole équila- 

tère. 

3° Montrer qu’ll existe parmi les conlques (C) une seule parabole (P) et construire 
ses points de contact avec (T;) et (Ta). A 

4° Déterminer les coniques (C) qui passent par un point donné A. Discuter le 
nombre et la nature de ces coniques d’après la position du point A, dans les diverses 
régions du plan déterminées par les droltes (T;), (Te) et la parabole (P). (N ) 

ancy. 


© 777. On donne une parabole définie par son foyer F et sa directrice (D). Soit p 
son paramètre. 

1° Construire les points d’intersection M et M’ de la parabole avec une sécante 
passant par F. Déterminer le point de contact T de la parabole avec la tangente 
parallèle à MM’. 

2° On considère le cercle (C) de diamètre MM’. Montrer que ce cercle est tangent 
à la directrice (D) en un point que l’on déterminera. Calculer, en fonction de p 
et de l'angle « que fait la sécante MM’ avec la directrice (D), le rayon du cercle (C) 
et la puissance du sommet S de la parabole par rapport à ce cercle. Cette puissance 
est constante lorsque la sécante MM’ varie, 

3° Montrer que, lorsque la sécante MM’ varle, le cercle (C) reste tangent à une 
pet ee (Tr) autre que D, que l’on déterminera. Trouver le lleu du centre du 
cercle (C). 

4° Il existe une deuxième famille de cercles tangents à (D) et à (T). Montrer que 
la droite joignant les points de contact d’un cercle de cette famille avec (D) et (T) 
passe par un point fixe et que ces cercles sont orthogonaux à un cercle fixe que l’on 
déterminera. (Clermont. ) 


@ 778. On considère tous les cercles (C) du plan caractérisés par la propriété sui- 
vante : O désignant un point fixe donné et T, T les points de contact des tangentes 
menées de O au cercle (C), le triangle OTT’ est équilatéral. 

1° Lleu des centres des cercles (C) qui passent par un point donné A. ` 

2° Lieu des centres des cercles (C) qui sont tangents å une droite donnée (D) ne 
passant pas par ©. 

3° On considère les cercles (C) qui sont centrés sur une droite donnée (A) ne 
passant pas par O. Trouver le lieu géométrique des points T,T’ relatifs à ces cercles 
ainsl que l’enveloppe de la droite TT’. 

4° Construire les cercles (C) centrés sur la droite (A) et passant par un point 
donné M du plan. Discussion. (Toulouse. } 
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© 779. On donne le foyer F et la directrice D d’une parabole P de paramètre p. 

1° Une drolte quelconque (A) passant par F coupe la parabole en M et M’. Mon- 
trer que le point J d’Intersection des tangentes à P en M et M’ est situé sur D et que 
le cercle C qui a pour diamètre MM’ est tangent à D. 

2° Montrer que ia puissance du sommet S de P par rapport au cercle C est cons- 
tante lorsque À varle. Calculer cette puissance en fonction de p. Montrer, en utili- 
sant une inversion de pôle S, que tous les cercles C sont tangents à un cercle fixe. 

3° Trouver le lleu § ométrique du milieu O de MM’. 

49 Soient N et N’ les points d'intersection de ia droite FJ avec la parabole P. 
Montrer que les tangentes en N et N’ se coupent sur A et qu’elles sont parallèles 
aux bissectrices des tangentes JM et JM’. Montrer que le lieu géométrique du point 
de rencontre Q des tangentes à P en M et N est une conique de foyer F et de direc- 
trice D. (Poitiers. ) 


© 780. Etant donné, dans un plan P,une demi-drolte Oz et sur cette deml-drolte un 
point A tel que OA = a, on considère la tranformation qui fait correspondre à tout 
point M du plan un point M’ pris sur la bissectrice de l’angle xOM et définl sur cette 
bissectrice orlentée par OM’3 — OM x a. 

1° Le point M’ est-il bien défini quel que solt M? Peut-il coïncider avec M? 
Quelle est la figure transformée d’un cercle €) de centre O? 

2° Le plan P étant orienté, on désigne par 2c l'angle des demi-droites Ox et OM 
et l’on trace l’axe Oy formant avec Oz l'angle ( Or, Oy) = + 3 -Exprimer, dansle 
système d’axes Ox, Oy, les coordonnées x’ et y’ de M’ et les coordonnées x et y de 
M en fonction de OM’ et de «, puis x et y en fonction de x’ et de y’. En déduire ie 
lieu de M’ lorsque M décrit : 
R 2 une droite passant par O; b) une droite parallèle à Ox; c) une drolte parallèle 

NA 

3° On considère, Inversement, la transformatlon qul fait passer de M’ à M; 

2 M’ étant donné, construire géométriquement le point M correspondant ; 

b) Lieu de M, iorsque M’ décrit une drolte passant par O; 

c) M’ décrivant une perpendiculaire à Or coupant Oz en un point H’ tel que 
OH’ = d, exprimer OM en fonction de d et de «; en déduire que M décrit une 
parabole de foyer O, d’axe Or. ( Grenoble.) 


© 781. Deux cercles de rayons R et R’, de centres F et F’ (FF’ = 2c), se coupent 
en des points N et N’. On pose : u = angle FNF’ (0 < u < x). 

Une droite variable d coupe les deux cercles suivant une division harmonique. 
Solent H et H’ les projections de F et F’ sur d. Déterminer le lieu décrit par les 
points H et H’. 

Montrer que la droite d reste tangente à une ellipse ou à une hyperbole suivant 
que u est aigu ou obtus. Qu’arrive-t-il si u est droit? 

2° On considère une ellipse de foyers F et F’ et de demi-grand axe a. Déterminer 
deux cercles de centres F et F’, de rayons R et R’ respectivement, tels que toute 
tangente à l’ellipse coupe ces deux cercles suivant une division harmonique. 

Quelles sont les limites extrêmes entre lesquelles peuvent osciller les rayons R 
et R’ des deux cercles cherchés? 

30 On fait tourner de 90° autour du centre de l’elllpse le segment FF’ pour 
l’amener en F,F’,. 

Déterminer les distances de F, et F’,, à une tangente commune aux deux cercles R 
et R’. Faire le produit de ces distances. 

Quelle est la courbe enveloppée par cette tangente commune lorsqu'on fait 
varier R? (Lyon.) 


© 782. On considère deux cercles O, O’, tangents en A, de rayons R, R’ (R' < R), 
NA ben à O. Soit w le centre d’un cercle variable qui reste tangent à O en M et 
en M’. 

1° Lieu du point w. Angle que fait la droite MM’ avec la tangente oT à ce lieu. 

2° Montrer que la droite MM’ passe par un point fixe, dont on précisera la posi- 
tion. Montrer qu’il existe un cercle qui coupe tous ies cercles w à angle droit (préciser 
son rayon et la position de son centre). 

3° On mène par le point w ia parallèle à MM'; celle-ci rencontre la droite OO’, 
d’une part, et la perpendiculaire à OO’ en son milieu I, d’autre part, en deux points, 
respectivement, P, Q. Calculer en fonction durayon x du cercle « la mesure algébrique 
de IP, le sens positif choisi sur OO’ étant celui de O vers O’, ainsi que ia mesure 
de IQ. Valeurs maxima et minima de ces deux nombres. (Egyple.) 
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e 783. Ou considère dans un plan un point fixe O et une droite D. On désigne par 
d la distance de O à la droite D. A tout point M de D on associe le cercle (M) de 
centre w lieu des points K tels que Ke = 2. 

1° Prouver que le lieu de w lorsque M décrit D est une droite. 

2° Déterminer les cercles (M) qul passent par un point donné A du plan. Discuter 
suivant la posltlon de A dans le plan et indiquer le lieu des points A par lesquels 
passe un seul cercle (M). 

3° La perpendiculaire à D menée par le point M coupe le cercle (M) en P et P’. 
Trouver le lieu géométrique H des polnts P et P’. Le comparer au lieu de A défini 
dans la deuxième question. Prouver que la courbe H et le cercle (M) sont tangents 
en'P et P’. On pourra pour cela utillser — en le démontrant au préalable — le fait 
que les quatre points O, P, P’, œ sont sur un même cercle. 

4° Trouver, lorsque M décrit la drolte D, le lieu des polnts de contact T et T’ des 
tangentes menées de O au cercle (M); trouver l’enveloppe de la droite TT’. 

5° Solt (M')le cercle de centre «w In verse du cercle (M) dans l’Inversion de centre O 
de puissance 2 d?, Montrer que les cercles (M’)sont orthogonaux à un cercle fixe, que le 
rayon du cercle (M’) est égal à Do » et déterminer le lieu de «’ lorsque M décrit D. 

(Guyane. ) 


e 784. On considère une circonférence (C) et sa tangente (T) en un de ses points, O» 

1° Trouver le lieu des centres des circonférences (T) tangentes à la fois à (C) et 
à (T) respectivement aux points M et N, distincts en général de O. 

2° Montrer que MN passe par un point fixe I et que les cercles (T) sont orthogo- 
naux à un cercle fixe que l’on déterminera. 

3° Que deviennent les cercles (T) dans l’inversion de centre O et de puissance O13? 

4° On considère tous les couples de cercles (r) orthogonaux entre eux et se 
coupant aux points A et B. Trouver le lieu des points A et B. - 

5° Déterminer les deux cercles (T+) et (T,) tangents à une droite D donnée issue 
de O. En désignant par P, et P, les points dê contact de ces cercles avec (T), calculer 
le prodult OP,.OP,. 

° Montrer qu’il existe un cercle distinct de (C) passant par O et tangent à la 

fois aux deux cercles (1',) et (T3) de la question précédente. ( Guyane.) 


| VINGT-QUATRIÈME LEÇON | 
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e 580. Généralités. — Dans l'introduction à l'étude des coniques (n° 416) 
nous avons montré que toute section d'un cône de révolution par un plan ne 
passant pe par le sommet est une ellipse, une hyperbole ou une parabole. Nous 
allons effectuer une étude plus complète d'une telle section en utilisant la méthode 
classique de Dandelin. 

Considérons une surface conique de révolution de sommet S, d'axe Sz et de 
demi-angle au sommet 8. Désignons par P un plan donné faisant avec Sz l'angle 
ọ < |P. Lorsque le plan P passe par S (fig. 498) il coupe le cône suivant deux 
génératrices distinctes, deux génératrices confondues ou au seul point S selon 
que l'angle + est inférieur, égal ou supérieur à 8, c'est-à-dire selon que le plan P 


Fig. 498. 


est sécant, tangent ou extérieur au cône S. D'autre part lorsque le plan P est 
pepe en O à l'axe Sz il coupe le cône suivant un cercle de centre O. 

ans ce qui suit nous écarterons ces cas particuliers et nous supposerons donc 
que le plan P ne contient pas le sommet $ du cône et n'est pas perpendiculaire 
à l'axe Sz de ce cône. 


o 581. Théorème. — La section d’un cône de révolution par un 
plan ne passant pas par le sommet du cône est une ellipse, 
une hyperbole ou une parabole. 


La figure formée par le cône de révolution S et le plan sécant P admet pour 
plan de symétrie, le plan méridien issu de l'axe Sz et perpendiculaire au plan P 
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(fig. 499). Ce plan de anan coupe le aie rs „deux génératrices Su 
et Sv dont l'une au moins Su coupe k plan P Désignons par Ax la trace 
du plan de symétrie ASz sur le plan P. La droite A est la projection de Sz sur 
le plan P et fait avec Sz l'angle aigu +. L'axe Sz coupe une des bissectrices de 
l'angle SAx en un point & centre d'un cercle tangent en C à Su, en C' à Sv et 
en F à Ar. La sphère (&) admettant le cercle FCC’ pour grand cercle est ins- 
crite dans le cône suivant -un petit cercle y, d’axe Sz et de diamètre CC’. Le 
rayon oF étant perpendiculaire au plan P, la sphère (w) est tangente et F au 
plan P. Le plan (x) 
qui contient le cer- 
cle y est perpendi- 
culaire au plan de 
symétrie SAr et 
coupe le plan P 
suivant une droite 
D pee 
en 


à Ar et à CC’. 


1° Tout point M 
commun au plan P 
et au cône S appar- 
tient à une généra- 
trice a cône qui 
coupe -y en T 
Soient N et H les 
projections de M 
sur le plan (x) et sur 
la droite D. Les 
droites MN et MH 

Fig. 499. étant respective - 

ment parallèles à 

Sz et Ax, les angles aigus NMT et NMH sont respectivement égaux à 6 et à ç 
ce qui montre que : 


MN = MT cos 8 = MH cos +. 


Or les segments MT et MF sont égaux comme tangentes issues de M à la 
sphère (o). On en déduit que MF cos 8 = MH cos æ soit : 


MF _ cos ©, 
MH cos 8 
Le point M appartient donc à la conique T de foyer F, de directrice associée D 
et d'excentricité e= = $ 


2° Réapro ami soit M un point quelconque de cette conique T, Menons 
par la droite SM un Pl an Q coupant le cône suivant deux génératrices Su et Si 
non parallèles au plan P. D'après ce qui précède, ces génératrices coupent le 
plan Pen deux points distincts M, et Mz de la conique T. Le point M qui appar- 
tient à la conique T a à Ja droite M, M; intersection des plans P et Q coïncide 
avec l'un des points M, ou Ma. Donc : 

Tout point de de la conique T fait partie à l'intersection du cône S et du plan P. 
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o 582. Nature de la section. — Menons par le sommet S le plan P’ paral- 
lèle au plan P. Trois cas peuvent se présenter : 
1° Le plan P’ est extérieur au cône. On a : ẹ => 6 et cos p < cos 8. 


cos . : 
Donc e = os Aa l. La conique T est une ellipse. 


2° Le plan P’ est tangent au cône On a ọ = 8 et cos ọ = cos ©. Donc 
e= |. La conique T est une parabole. 

3° Le plan P’ coupe le cône suivant deux génératrices. Ona: ọ <9 et 
cosọœ>cosð donc e > l. La conique T est une hyperbole. 


Une section plane d’un cône de révolution est une ellipse, 
une parabole ou une hyperbole selon que le plan issu du som- 
met et parallèle au plan sécant est extérieur , tangent ou sécant 
au cône. 


Notons que lorsque le plan sécant P se déplace parallèlement à lui-même les 
sections obtenues sont homothétiques l'une de l’autre par rapport à S. 


e 583. Section elliptique. — Dans ce cas fig. 500) la section T appartient 
à une même nappe du cône. Le plan P coupe les deux génératrices du plan de 
symétrie uSv en À et À’, extrémités du grand axe de l'ellipse T. Il existe deux 
sphères w et w’ inscrites dans le cône et tangentes en F et F’ au plan P. Ces 


€ 


zi 
Fig. 500. Fig. 501. 


Mm 


sphères sont situées de part et d'autre du plan P et leurs cercles de contact y 
et y’, de diamètres CC’ et EE’ coupent la génératrice SM en deux points T et T’ 
de part et d'autre de M. Comme MT = MF et MF' = MT' on a: 


MF+MF=MT+MT'=TT'= CE. 


L'ellipse T admet pour foyers les points de contact F et F' des sphères inscrites 
au cône et tangentes à son plan. Son grand axe AAÂ' est égal au segment déterminé 
sur une génératrice du cône par les cercles de contact de ces sphères. 
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D'autre part (fig. 501) désignons par A; le point où la parallèle à CC' menée 
par À’ coupe la génératrice SA. Les égalités AF = AC, A'F'= A'E’ et AA'=CE 
montrent que les deux divisions AFF'A’ et CAALE sont égales. Par suite on a : 


AA = FF'=2e et  [SA—SA'| = |[SA— SA) = AA, = 2c 


© 584. Problème. — Placer une ellipse donnée sur un cône de révolution 
donné. 

Remarquons d'abord que si le problème admet une solution il en admet une infinité. 
En effet si une ellipse T, égale à l'ellipse donnée, est située sur le cône S il en est de même 
de toutes celles qui s'en déduisent par rotation autour de l'axe Sz du cône et par symétrie 
par rapport au sommet S de ce cône. 

nstruisons la figure 501 connaissant l'angle 1Sv = 28 et les éléments del’, Dans le 
triangle AA'A; de hauteur AH, on connaît deux côtés AA’ = 2a, AA, — 2c < 2a et l'angle 


AAA égal à x — 0, On peut construire ce triangle (fig. 502), problème qui admet une 
solution unique car AA’ ™>AA;. La médiatrice zz’ de A'A; coupe le prolongement de A,A 


z! 


% 1 
x 

R 

` 3 

ss VAI 


Fig. 502. Fig. 503. 


en un point S tel que ASA’ = 28. Le cône de révolution de sommet S, d'axe Sz et de géné- 
ratnice SA est égal au cône donné. Le plan P, issu de AA’ et perpendiculaire au plan ASA’, 
coupe ce cône suivant une ellipse de grand axe AA’ = 2a, de distance focale AA, = 2e, 
égale à l'ellipse donnée. ; 

On peut donc toujours placer une ellipse donnée sur un cône de révolution donné. 


o 585. Cônes de révolution contenant une ellipse donnée. — Soit T une 
ellipse de foyers F et F’ et de grand axe AA’, située dans un plan P (fg. 503). 
Le sommet S d'un cône de Sa contenant F appartient au plan P' perpen- 
diculaire au plan P suivant AA’ et (n° 583) vérifie la relation : 


ISA — SA"! = FF = R. 


Le point S appartient donc à l'hyperbole T” du plan P’, de foyers À et A’ et 
de sommets F et F’. 

Réciproquement soit S un point quelconque de l'hyperbole T” et Sz la tan- 
gente en S, bissectrice intérieure de l'angle ASA’. Le cône de révolution de 
sommet S, d’axe Sz et d'angle au sommet ASA’ coupe le plan P suivant une 
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rellipse de sommets A et A’ et dont la distance focale SA-—SA' | est égale à FF’. 
‘Cette ellipse coïncide avec T’. Autrement dit : | 
Le cône de sommet S et de directrice I est un cône de révolution. 


e 586. Définition. — Une ellipse et une hyperbole sont dites 
focales lorsqu'elles sont situées dans deux plans perpendi- 
culaires et telles que les foyers de l’une soient les sommets de 
l’axe focal de l’autre. 


. [l est clair que l’une de ces deux courbes est déterminée dès que l'on connaît 
l'autre. On peut donc énoncer le théorème : 

Le lieu des sommets des cônes de révolution contenant 
une ellipse T est l'hyperbole focale T”. 


. Notons que l'hyperbole I” est aussi l'enveloppe des axes des cônes de révo- 
‘tion contenant T. 


e 587. Section hyperbolique. — Dans ce cas (fig. 504) on a © < 8. Le plan 
sécant P coupe les deux génératrices Su et Sv en deux points À et A’ n'appar- 
tenant pas à une même nappe du cône. Il existe encore deux sphères « et w’ 
inscrites dans le cône et tangentes en F et F’ au plan P. Ces deux sphères étant 


Fig. 504. 


situées d'un même côté du plan P, leurs cercles de contact y et y'łde diamètres 
CC et EE” coupent la génératrice SM en deux points T et T' situés d'un même 
côté du point M. Comme MF = MT et MF' = MT on obtient : 


IMF'— MF = MT MT = TT = CE. 
L'hyperbole T admet pour foyers les points de contact F et F' des sphères ins- 


crites dans le cône S et tangentes au plan P. Son axe focal AA' est égal au segment 
déterminé sur une génératrice du cône par les cercles de contact de tes sphères, 
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Désignons (fig. 505) par A; le point où la parallèle à CC”, issue de A”, coupe la. 
génératrice SA. Les égalités AA’ = CE, AF = AC et AF = À' Ẹ = AE 
montrent que les deux divisions FAA'F”’ et ACEA, sont égales. Par suite 


AA, = FF'= 2c et SA + SA' = SA + SA, = AA = 2c. 


© 588. Problème. — Placer une hyperbole donnée sur un cône de révolution 
donné. 


Remarquons d'abord comme au n° 584 que lorsque ce problème admet une solution, 
il en admet une infinité. 

Construisons la figure 505 connaissant l'angle A'SA; = 20 et les rage de T. Dans 
le triangle AAA: de hauteur AH on connaît deux côtés AA’ = 2a , AA, = 2c > 2a et 


l'angle AA,A' = 3 — 89. On peut toujours construire le triangle rectangle AHA, (fig. 506) et 
placer le point A’ si le cercle A (2a) coupe la droite A,H c'est-à-dire si : 
2a > AH = 2ccosð doncsi a> ccos® (1) 


a et A éral deux pe pour À’ mais on peut se borner, en supposant 
pour laquelle 1 l'angle AA’A, est inférieur ou égal à un droit). Comme 
qe zz’ de A'A, coupe le segment AA; en un point S tel que 


er = A Le cône de révolution de sommet S, d'axe Sz et de génératrice SA est égal 
au cône donné. Le plan P, issu de AA’ etp erpendiculaire au plan ASA',coupe ce cône sui- 
santun une hyperbole T d’axe focal AA’ = 2 de lie focale AA, = 2c, égale à l'hyperbole 
onnée. 
Soit 2x l'angle des as ptotes de cette hyperbole. Comme a = c cos « (n° 477) la condi- 
tion de possibilité (1) int: :ccosa > ccos® c'est-à-dire : æ < 6, 
our qu'on puisse placer une hyperbole sur un cône de révolution donné, il faut et il suffit que 
l'angle de ses asymptotes soit au plus égal à l'angle au sommet du cône. 
Si æ = 9, le plan de l'hyperbole est parallèle à un plan méridien du cône. 


Fig. 506. Fig. 507. 


o 589. Cônes de révolution contenant une hyperbole donnée. — Soit T 
une hyperbole de foyers F et F’, d’axe focal AA’, située dans un plan P (fig. 507). 
Le sommet S d'un cône de révolution contenant T se trouve dans le plan P’ 
perpendiculaire au plan P suivant AA’ et on doit avoir (n° 587) : 


SA + SA' = FF’ = 2c. 
Le point S appartient donc à l'ellipse r” focale de l'hyperbole F (n° 586). 
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Réciproquement le cône de révolution ayant pour sommet un point quel- 
conque S de cette ellipse I”, pour axe la tangente Sz à I” et pour génératrices 
SA et SA’, coupe le plan P suivant une hyperbole de sommets À et A’ et de 
distance focale SÁ + SA' = FF’. Cette hyperbole coïncide avec T. 


Le lieu des sommets des cônes de révolution contenant une 
hyperbole T est l’ellipse focale T. 


. L'ellipse I” est aussi l'enveloppe des axes des cônes de révolution qui con- 
tiennent l'hyperbole T. 


e 590. Section parabolique. — Dans ce cas (fig. 508) on a & = 8 et 
MF = MH. La section T est la parabole de foyer F, de directrice D et de para- 
mètre p = FK. Le plan P de T est parallèle à la génératrice Sv du cône et il en est 
de même de l'axe Ë de la parabole T. Il n'y a cette fois qu’une seule sphère w, 
inscrite dans le cône et tangente au plan P car l’axe Sz du cône est parallèle à 
l'une des bissectrices de l'angle SAx. Cette sphère qui touche le cône suivant 
le cercle y, est tangente en F à Ax, en C à Su, en C’ à Sv. Le triangle SoA est 
rectangle en 6 et (fig. 509) on en déduit que : 


SC = SC’ ; AC = AF=h e Al = 


Remarquons que SC’ et MH étant parallèles, les points C’, T et H sont alignés sur 
l'intersection du plan SC'M et du plan du cercle y. Comme ST = SC les deux triangles 
semblables STC’ et MTH sont isocèles. On a donc MT = MH et on retrouve ainsi 
l'égalité MF = MT = MH. 


Fig. 508. 


e591. Problème, — Placer une parabole donnée sur un cône de révolution 
donné. 


Comme aux n°5 584 et 588 on voit que lorsque ce problème admet une solution, il en 
admet une infinité. Construisons la figure 509 connaissant l'angle au sommet 20 du 
cône donné et le paramètre p de la parabole T. Déterminons d'abord le triangle rectangle 


WAF dans lequel AF = ; et ÂoF = 6, puis le cercle de centre © tangent en F à AF. La 
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tangente AC et la tangente en C’, parallèle à AF, se coupent en S. Le cône de révolution 
d'axe So et de génératrices SC et SC’ est égal au cône donné. Le plan P, issu de AF et 
perpendiculaire au plan AS, coupe ce cône suivant une parabole de foyer F et de som- 
met À égale à la parabole donnée T : 

On peut toujours placer une parabole sur un cône de révolution donné. 


Fig. 510. Fig. 511. 


o 592. Cônes de révolution contenant une parabole donnée. — Soit T 
une parabole de foyer F et de sommet À située dans un plan P (fig. 510). Le 
sommet S d’un cône de révolution contenant T se trouve dans le A P per- 
pendiculaire au plan P suivant l'axe Ax de la parabole T. Désignons par w le 
cercle tangent en F à Ax et en C et C’ aux génératrices Su et Sv du cône S situées 

s le plan P’. L'angle AoS étant droit, la droite Aw coupe Sv en un point H’ 
symétrique de À par rapport à So. Le point H' appartient à la droite À perpen- 
deulaite au plan P en K’ symétrique de À par rapport à F. Comme d'autre 
part SA == SH! le point S est équidistant de A et de A. 1] appartient donc à la 
parabole T” de foyer À et de directrice À. 

Réciproquement soit S un point quelconque de T” se projetant en H’ sur A. 
Le milieu © de AH’ se projette en F sur Àx et appartient à la bissectrice inté- 
rieure Sz de l'angle ASH. IT est donc équidistant de Ax, SH’ et SA et le cercle 
de centre w, tangent en F à Ax, est tangent à SH’ et SA. Le cône de révolution 
d'axe Sz admettant SA et SH’ pour génératrices est coupé par le plan P suivant 
une parabole de foyer F et de sommet À, c’est-à-dire suivant la parabole T. Les 
paraboles égales T et I”, de même axe Àx, situées dans deux plans perpendicu- 
laires et telles que le foyer de l’une soit le sommet de l'autre sont dites focales 
l'une de l’autre (fig. 511). Il en résulte que : 

Le lieu des sommets des cônes de révolution contenant une 
parabole T est la parabole focale T". 


Remarquons que l'axe Sz du cône S est la ru en S à T’, Cette parabole 
est donc l'enveloppe des axes des cônes de révolution contenant T. 


o 593. Sections planes d’un cylindre de révolution. — Les méthodes 
utilisées aux n°% sa et 583, pour le cône s'appliquent au cas d'un cylindre de 
révolution. 

figure formée par un cylindre de révolution d'axe z’z et un plan P coupant 
les génératrices sous l'angle aigu +, admet pour plan de symétrie le plan méri- 
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dien issu de z'’z et perpendiculaire au plan P (fig. 512). Ce plan de symétrie 
contient les génératrices u’u et v'v qui coupent le plan P en A et À’. La droite AA’ 
est la projection de z’z sur le plan P et fait avec z’z l'angle 9. 

L'axe z'z coupe la bissectrice intérieure de l'angle A’Az en un point œ, cenetre 
d'une sphère tangente en F au segment AA, en C à Au et en C’ à A'v. Cette 
sphère, tangente en F au plan P, est inscrite dans le cylindre suivant un cercle Y 
de diamètre CC' et dont le plan (x) est perpendiculaire au plan de symétrie Azz’. 
Les deux plans P et(x)se coupent suivant une droite D perpendiculaire en K à 


AA et à CC’. 


Fig. 512. Fig. 513. 


Tout point M commun au cylindre et au plan P appartient à une généra- 
trice y'y coupant le cercle y en Y. Le point M se projette en T sur le plan (7), 
en H sur la droite D et l'angle aigu en M du triangle rectangle MTH est égal 
à ọ, d'où : MT = MH cos +. Or MT = MF comme tangentes issues de M à 


la sphère œ. On en déduit que : MF = MH cos ? ou y = cos 9. 


Le point M appartient donc à l'ellipse T de foyer F, de directrice D et d'excen- 
tricité : e = cos 9. 

Tout point M de cette ellipse T fait partie de l'intersection car le plan Mzz’ 
contient deux génératrices du cylindre qui coupent le plan P en deux points 
distincts M; et M: de T. Le point M appartenant à T et à la droite M,M: com- 
mune aux plans P et Mzz’ coïncide avec l'un des deux points M, ou Mo. 


e 594. Théorème. — La section d’un cylindre de révolution par 
un plan coupant les génératrices sous un angle ọ est une ellipse 
d’excentricité e = cos ®. 


Il est clair que le segment AA’ = 2a est le grand axe de cette ellipse. D'autre 
part, il existe une deuxième sphère w’, symétrique de la sphère © par rapport 
au milieu O de AA’, tangente en F’ au plan P et inscrite dans le cylindre sui- 
vant le cercle y’ de diamètre EE”. Las cercles y et Y’ étant situés de part et d'autre 
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du plan P, coupent la génératrice XX en deux points T et T’ de part et d'autre 
de M. Comme MF’ = MT, on en déduit que : 


MF + MF' = MT + MT' = TT' = CE. 


L'ellipse T admet pour foyers les points de contact F et F' des sphères inscrites 
dans le cylindre et tangentes à son Hon. Son grand axe AA’ = 2a est égal au seg- 
me eleen sur une génératrice du cylindre par les cercles de contact de ces 
sphères. 
-  Désignons par A, le point où la parallèle à CC’, menée par À’, coupe 
cul (6 513). Les égalites AA’ = CE, AF = AC et AF’ = AE = AÈ mon- 
trent que les divisions AFF'A' et CAA.E sont égales. Donc AA, = FF’ = 2c. 

Dans le triangle rectangle AAA’ on a d'autre part : 
A'AË = À'A2 — AA? = 4® — 42 = 4, donc A'A, = 2b. 

Le petit axe de l'ellipse T est égal au diamètre du cylindre. 

Cette dernière propriété résulte d’ailleurs du fait que le diamètre BB’ du cylindre 
perpendiculaire en O au plan AOz est un axe de symétrie de la figure. I] coïncide 
avec le petit axe de l'ellipse T. -> 


e 595. Remarques. — 1° Une ellipse d'excentricité e ne peut par suite être placée sur 
un cylindre donné que si son petit axe est égal au diamètre du cylindre. Tout plan faisant 
avec l'axe de ce cylindre un angle + tel que cos ® = e coupe alors le cylindre suivant une 
ellipse T égale à l'ellipse donnée. 

20 Tout y indre de révolution contenant une ellipse donnée T' a un diamètre égal au 
petit axe de I. Son axe z'z passe par le centre O de I”. Il se projette sur le plan P de cette 


ellipse suivant l'axe focal Ox et fait avec Ox un angle ọ tel que cos ? = ee. 


Íl y a donc deux positions possibles pour z'z : ce sont les asymptotes de l'hyperbole focale 
de l'ellipse T (n° 586). huis 


e 596. Propri projectives des coniques. — Considérons une conique F 
intersection d’un plan P'et d’un cône de révolution de sommet S. Désignons 
par y la section de ce cône par un plan ~ perpendiculaire à son axe : 

La conique T est homologue du cercle y dans la projection 
ou perspective de centre S du plan x sur le plan P. 


Il en résulte qu’une conique possède toutes les propriétés du cercle qui se 
conservent en projection centrale. Citons le théorème du n° 97, les théorèmes 
de Pascal (n° 296) et de Brianchon (n° 391) ainsi que leurs corollaires relatifs 
aux quadnlatères ou triangles inscrits ou circonscrits à une conique. 

La division harmonique se conservant en projection, on peut étendre aux 
coude la définition des points conjugués (n° 335) et les propriétés des pôles 
et polaires (n° 337 à 352), 


SUJETS D'EXAMEN 


— Sections planes d’un cône de révolution. (Aix ME et MT.) 
— Sections planes d'un cylindre de révolution. (Buenos Aires, ME.) 


— Sections d’un cône de révolution par un plan parallèle à un plan tangent 
au cône. (Alger ME et MT.) 
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EXERCICES 


e 785. On considère un cône de révolution S et un point fixe intérieur F. 

1° Déterminer les coniques de foyer F situées sur le cône. 

2° Discuter la nature des coniques trouvées et trouver le lieu des foyers des 
paraboles situées sur le cône. 


e 786. On donne un cône de révolution et une droite A orthogonale à l'axe du cône. 
1° Déterminer les coniques de directrice A situées sur le cône. 
2° Etudier la nature des coniques trouvées. 


@ 787. 1° Soit 8 le demi-angle au sommet d’un cône de révolution S. Déterminer 
l’augle ọ que fait avec l'axe de ce cône un plan P coupant le cône suivant une hyper- 
bole équilatère. Discuter. 

2° Lieux des foyers des hyperboles équilatères situées sur S. 


è 788. Un plan P coupe un cône de sommet S suivant une conique T qui se pro- 
jette suivant une courbe T” sur le plan z perpendiculaire en S à laxe du cône 
Démontrer que I” est une conique de foyer S. Préciser sa directrice et son excentri- 
cité. 


@ 789. Deux cônes de révolution ont leurs sommets S et S’ dans un plan perpendi- 
culaire à la direction commune de leurs axes. On désigne par a et B les demi-angles 
au sommet de ces cônes. 

1° Montrer que la projection de l'intersection T de ces deux cônes sur le plan P 
est en général un cercle. 

2° Etudier le cas où « = ß et déterminer dans ce cas la courbe T, 


e 790. 1° Trouver le plan d’une conique T située sur un cône de révolution donné 
connaissant son centre O, 

2° Démontrer que deux cônes de révolution égaux dont les axes sont parallèles 
se coupent suivant une conique dont on précisera le centre et le plan. 


@ 791. Deux cônes de révolution S et S’ sont circonscrits à une même sphère £ 
suivant les cercles y et y’. 

1° Montrer que tout point M commun à S et à S’ est le centre d’une sphère 
orthogonale à la sphère E suivant un cercle u tangent à y et à y'. Réciproque? 

29 En déduire que le point M appartient au plan polaire par rapport à £ de l’un 
ou l’autre des centres d’inversion I où J des cercles y et x’ et montrer que le lieu de 
M se compose de deux coniques T et I”. 


@ 792. Un cône de sommet S est coupé suivant une hyperbole par un plan P 
parallèle aux génératrices Sà et Su. 

1° Les droites Sà et Su sont les directions asymptotiques de T et le plan MSA 
coupe le plan P suivant une droite Mì’ parallèle à Sa. 

2° En déduire que les asymptotes de T sont les intersections du plan P par les 
plans tangents au cône S suivant Sà et Su. 


e 793. Une sphère E et un plan P sont tangents en F. On considère les cônes de 
révolution de sommets S circonscrits à la sphère X et coupés par le plan P suivant 
une conique T de centre O donné, 

1° Lieu géométrique du centre w de la deuxième sphère inscrite dans le cône et 
tangente au plan P. Lieu du point S? 

2° Limiter les lieux précédents et distinguer sur le lieu de S les points pour les- 
quels la conique T est une ellipse ou une hyperbole. 


e 794. Une sphère £ et un plan P sont tangents en F. On considère les cônes de 
révolution de sommets S circonscrits à la sphère X et coupant le plan P suivant une 
conique tangente à deux droites données D, et Dg. 

1° Montrer que les cônes S sont tangents à deux plans fixes et trouver le lieu de 
leurs sommets. 

2° En déduire le lieu du second foyer F’ de la conique T et celui du centre de la 
sphère w’ tangente en F’ au plan P et inscrite dans le cône. 
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® 795. On considère ur.e sphère X, un plan xe P non tangent à X et dans ce 
plan un point fixe F. 

1° Lieu des sommets S des cônes circonscrits à E et coupant le plan P suivant une 
conique T admettant F pour foyer. 

2° Lieu des centres des sphères inscrites dans le cône et tangentes au plan P. 


e 796. 1° Un point M décrit une conlque T de foyer F et soient S et S’ deux point 
de la conique focale I’. Démontrer que l’une des expressions |MS — MF| ou 
(MS + MF)est constante et qu’il en est de même de} MS — MS] ou (MS + MS’). Dis- 
tinguer, suivant les positions de F, S et S’ sur r”. 

29 Démontrer que si A et C appartiennent à T, B et D à la conique focale I”, la 
somme de deux eôtés du quadrilatère ABCD est égale à la somme des deux autres. 


© 797. On donne un cône de révolution S coupé par un plan P suivant une coni- 
que T. Une sphère quelconque x, inscrite dans le cône suivant le cercle y, coupe le 
plan P suivant un cercle « et le plan de y coupe le plan P suivant une droite A, 
pour polnt variable M de T on mène la tangente MT au cercle « et on projette M 
en H sur A. 

1° Montrer que MT = e MH (où e désigne l’excentricité de T). Les cercles « obte- 
nus en faisant varier £ sont les cercles focaux de première espèce de la conique T. 

2° Si la droite 4 coupe le cône S en A et B, le cercle « correspondant est bitangent 
en A et B à la conique T. 

3° Soient MT et MT’ les tangentes à deux cercles focaux «w et œ et d la distance 
des droltes A et A’ correspondantes. Montrer que l’on a : MT + MT’ = ed ou 
IMT — MT’| = ed suivant que M est compris entre les droites A et A’ ou non. 


e 798. Une sphère variable S de centre w passe par deux polnts fixes A et B et cst 
tangente en M au plan fixe P.. 

19 Trouver le lleu (C) du point M et le lieu (T) du point w. 

2° Montrer que le cercle y passant par A, B, et M est tangent en M au plan P et 
que l'enveloppe de l’axe A de ce cercle est la courbe T. 


e 799. Reprendre le problème précédent en remplaçant le plan P par une sphère x, 


@ 800. On considère une sphère fixe (Z,) et on envisage les sphères (S) de centre w 
tangentes à (X) et invariantes dans chacune de deux inversions données de 
centres I et J. 

1° Montrer que les sphères S sont orthogonales à toutes les sphères d’un faisceau 
de sphères ©, 

2° Trouver le lieu des points de contact M des sphères (S) avec (2,) et le lieu rT 
des centres w de ces sphères. 

3° Démontrer qu’il existe une infinité de sphères E tangentes à toutes les sphères 
S et orthogonales aux sphères d’un faisceau ©’ (on pourra procéder par inversion). 
Etablir que le iieu T’ des centres des sphères E est ja conique focale de T, 


© 801. 1° Démontrer que toute sphère tangente à deux sphères O, et O, est Inva- 
riante dans une des inversions échangeant ces deux sphères. 

2° Déduire de l’exercice précédent que le lieu des centres des sphères tangentes 
à trois sphères données O,, O, ct O, se compose, dans le cas le plus favorable, de 
quatre coniques T. Montrer que les plans de ces coniques sont issus de l’axe radical 
des trois sphères et que leurs axes focaux sont concourants dans le plan 0,0,0,. 

3° Montrer que les coniques T’, focales des coniques T, passent par O,, O, et O,. 
Que représentent les foyers des coniques I” pour les grands cercles des sphères 
données situés dans le plan de leurs centres? 


ə 802. Une courbe T est la projection centrale (ou perspective) sur un plan d’un 
cercle ou d’une conique donnée +. 
10° Démontrer que les diagonales d’un quadrilatère circonscrit à I' se coupent 
au point de rencontre des droites joignant les points de contact des côtés opposés. 
2° Soit A le point commun aux tangentes en B et C à T. Une tangente variable 


à T coupe AB en M et AC en N. Démontrer que l’expression HANA z est une cons- 
tante k et en déduire (cf. exercice 771) que toule projection sur un plan d’un cercle 
ou d’une conique est une conique. Etudier le cas où k = 1, 

3° Soit D le point de contact de MN avec T. Démontrer que MN est la polaire 
de A par rapport. à DB et DC et établir qu’une conique est définie par trois points 
et les tangentes cn deux de ces points. 
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è 803. Une conique T est définie par trois de ses points A, B et C et le point w 
commun aux tangentes en A et B. On construit la tangente CT, polaire de œ par 
rapport aux droites CA et CB. (cf. exercice 802). 

1° Justifier le construction suivante par points et tangentes de r : on mène 
par « une sécante arbltraire coupant CA, CB et CT en`«, B et £ Les droites AB et 

a se coupent en un point M de T et la droite Mż est la tangente en M à T. 

29 Construire le polnt D dlamétralement opposé à C sur T et le centre O der 
et achever la déterminatlon des foyers de T. 

3° Montrer que les dlagonales du quadrilatère dont les côtés consécutifs sont 
les tangentes en À, C, B et M à T se coupent au point I commun à AB et à CM. 

49 Montrer que l’on peut déterminer le point « connaissant les cinq points A, 
B, C, D et E de r et que l’on peut, connaissant cinq tangentes à T, déterminer 
la droite AB joignant les points de contact de deux d’entre elles. (On peut aussi 
utiliser les théorèmes de Pascal et de Brianchon relatifs à un pentagone inscrit 
ou cIrconscrit). En déduire qu’une conique est définie par cinq points ou par cinq 
tangentes, 


@ 804. On considère un trlangle ABC. Le cercle inscrit de centre I, de rayón r, 
est fixe, Il est tangent en F au côté BC dont le support est fixe. Le sommet A décrit 
une droite D parallèle au côté BC. La hauteur, constante, relative à BC est égale 


1° Démontrer que, pour tous les trlangles ABC ainsi définis, il existe un rapport 
constant entre le deml-pérlmètre p et la longueur a du côté BC (on pourra utiliser 
l’aire du trlangle ABC). En déduire la valeur du produit FB.FC en fonction de r 
ct de h (cette valeur est constante). 

20 On fait tourner autour de IF le cercle inscrit et la tangente en F, engendrant 
alnsl une sphère S et un plan P. On considère les cônes de sommet A tangents à 
la sphère S. Quelle est ia nature des sectlons. de ces cônes par le plan P? En pré- 
ciser les éléments. 

3° On revient à la figure prlmltive. Sur le cercle (O) de centre O, circonscrit au 
trlangie ABC, on désigne par M le milieu de l’arc BC ne contenant pas le point A. 
Montrer que le rayon du cercle exinscrit dans l’angle A a une valeur constante. En 
déduire le lleu du point M. 

4° Montrer que le cercle (9) est tangent à un cercle fixe, passant par F, lui-même 
tangent à D (on pourra utillser une Inversion de pôle F). 

50 Quel est le lieu géométrique du point O? (Caen. ) 


© 805. Par un point O pris dans un plan (P) on mène une drolte OD dans le plan 
et la perpendiculaire ON en O au plan (P). Ces deux droites sont supposées fixes 
dans tou! ce qui suit. 

1° On considère le cône (S) de révolution de sommet O, d’axe OD et dont le deml- 
angle au sommet est noté x. Déterminer la nature de la conique (H) section du cône 
(S) par le plan (Q) parallèle au plan (P) et coupant ON en O’ tel que OO' = h 
et h = csin z, : désignant une longueur donnée et fixe. Quel est le lieu des 
foyers F et F’ de (H) quand, c restant fixe, x varle? 

2° M étant un point quelconque de (H), calculer la longueur OM = r en fonction 
de c et du cosinus de l'angle aigu y que fait avec ON le plan (R) passant par OD 
ct M. En déduire que le lieu du point M, lorsque x varie, le plan (R) restant fixe, 
est un cercle (C) dont la projection orthogonale sur le plan (P) est une elllpse (E). 
Préciser la position des foyers G et G’ de (E). 

3° Démontrer que la tangente MT en M à (H) est perpendiculaire à la tangente 
MT en M au cercle (C). 

49 m désignant la projection orthogonale de M sur le plan (P) montrer que le 
produit des distances de G et G’ à la normale en m à (E) est égal à h? et en déduire 
que le dièdre d’arête MT et dont les faces passent respectivement par G et G’ est 
droit. { Guyane. ) 


© 806. On donne un plan (P), un point F à une distance p du plan (P) (p = 0) 
et l’on considère les sphères (S) passant par F et tangentes au plan (P). 

1° Construire (S) connaissant le point de contact. Quel est le lieu géométrique 
des centres des sphères (S) situés dans un plan (Q) passant par F et perpendiculaire 
au plan (P)? En déduire une génération simple de la surface (y) lieu des centres 
de toutes les sphères (S). Déterminer les sections de cette surface par des plans 
parallèles à (P). 

20 On considère les sphères (S) dont les centres sont situés dans un plan (à) 
passant par F : 

a) Lieu des points de contact de ces sphères et du plan (P). 
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b) Montrer que le licu des centres de ces sphères est une ellipse (E). Que représente 
cette ellipse pour la surface (+)? 
30 Calculer les longueurs des axes et l’excentricité de l’ellipse (E) en fonction 


de p et de l'angle u du plan (à) et du plan (P) (o <u< 5) 


4° Déterminer la section de la surface (y) par un plan donné quelconque (2') 
non parallèle à (P). Lieu du centre de cette section quand le plan (x) se déplace 
parallèlement à un plan fixe. {Lyon.) 


© 807. a) Sur la circonférence d’un cercle, de centre I et de rayon r, sont marqués 
cinq points : i, p, p’, ï’, et O. Les quatre premiers sont des sommets successifs 
d’un hexagone régulier inscrit dans le cerele; ces quatre points forment un trapèze 
isocèle dont les côtés non parallèles (ip et i’p’) concourent en un point S. Le cin- 
quième point, O, est celui des deux points de Ía circonférence situé à l'intersection 
avec l’axe de symétrie OIS de la figure et tel que I soit compris à l’intérieur du 
segment OS. 

Xprimer, en fonction du rayon r, la longueur Op = Op’ = a; vérifier les relations 


2r = a(V6—12}, OS = ay2. 


8) On consldère la pyramide régulière SABCD dont la base est un carré ABCD 
de côté 2a et dont les faces sont quatre triangles équilatéraux. 

1° Exprimer en fonction de a la hauteur SO = h du solide. Déterminer la sphère 
circonscrite, c’est-à-dire la sphère qui passe par cinq pointe S, À, B, C, D. 

2° Il existe une sphère (O) tangente aux huit arêtes du solide, les points de contact 
étant situés sur ces arêtes non prolongées. Définir cette sphère par son centre et 
par son rayon. 

3° Déterminer la sphère (de centre I et de rayon r) qui est située à l’intérleur du 
solide et qui est tangente aux faces et au plan de base. Vérlfier que la relation entre 
r et a n’est autre que celle de la première partie du problème. à 

4° Les sphères (0) du 2° et (1) du 3° ont en commun un cercle dont on déterminera 
le centre P, le plan et le rayon en fonction de r. Que peut-on dire du cône ayant ce 
cercle pour base et le sommet en S? Quel est le second cercle d’intersection de ce 
cône ct de la sphère (1)? 

5° Les deux cercles d’intersection de la sphère (I) et du cône (S) précédent défi- 
nlssent une seconde surface conique de révolution dont la position du sommet S$’ 
sera précisée par rapport aux points I et P. On considère ensuite un plan tangent 
à ce nouveau cône (S’) et l’on demande d'étudier l’elllpse (E) de section du premier 
cône (S) par ce plan. On exprimera (en fonction de r) les longueur des axes 2a et 
26, la distance focale 2y de (E), alnsi que la distance d’un foyer F à la directrice 
qui lul est associée. (Nancy.) 
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PROBLÈMES DE RÉVISION 


© 308. On donne dans un plan P deux points fixes À et A’. On pose AA’ = d. 
1° Lieu géométrique des points M du plan tels que l’angle orienté des vecteurs 


MÁ’ et MA soit constant. Ce lieu est en général un arc de cercle (2), 
2° Lieu géométrique des points M du plan tels que le rapport MA solt constant. 
Ce lieu est en général un cercle (T), dont on calculera le rayon en fonction de d et 


du rapport We = À Montrer que le cercle (T) et l'arc (Z) sont orthogonaux. 


3° Par un point M donné du plan passent, en général, un arc de cercle (X) et 
un cercle (r). 
on fait correspondre au polnt M le point M’ situé sur (X) et tel que 
7e = MA * k, k désignant un nombre positif donné différent de 1. Solt (T) la 
transformation ponctuelle ainsi définie. 

Connaissant M, déterminer M’, Examiner le cas où M est situé sur la droite AA’. 

Vérifier que les points doubles de la transformation (T) sont les points A et A’. 

40 Pour étudier la transformation (T) on vous propose d'effectuer l’Inverslon de 
pôle A et de puissance AA’. 

Montrer que les cercles (T) et (r°) qui passent respectivement par M et M’ ont 
pour inverses deux cercles (y) et (Y) e centre A’. Calculer les rayons des cercles 


(T) et (T”) en fonction de d, de ME = à et de k. En déduire que le rapport des rayons 


des cercles (y’) et (y) est constant et égal à k. 

Placer les inverses m et m’ des points M et M et dire qu’elle est la transformation 
ponctuelle simple qui les fait correspondre, Lleu géométrique du polnt M’ lorsque 
M décrit un cercle donné (G) du plan P. (Poitiers). 


© 809. 1° On considère dans un plan de cercle (C) et une drolte (D); on appelle 
(F) le faisceau de cercles dont (D) est l’axe radical et dont (C) fait partie. Soit (T) 
la famille de cercles (+), tangents à (D) et coupant (C) sous un angle constant «; 
on appelera & le centre du cercle variable (y) et M son point de contact avec (D). 
On désigne par I(M) l’Inversion de pôle M et dont la puissance est égale à la puis- 
sance du point M par rapport à (C); il est recommandé de faire usage de cette tran - 
formation (variable avec le point M) dans tout le cours du problème. 

a) Construire (y), connaissant M et «. Discuter; nombre de solutions. 

b) Montrer que l’inverslon I(M) transforme chaque cercle (+) en une de deux 
droites fixes, parallèles à D. 

c) Montrer que si un cercle (+) coupe un cercle (C.) de (F) sous un angle «,, tous 
les cercles de la famille (r) couperont (C,) sous un angle fixe. 

d) En déduire les enveloppes (autres que D) du cercle (y). 

e) Lieux des centres « des cercles (y). 

20 On considère maintenant une droite fixe (A), parallèle à (D), et qui coupe (C) 
en deux points, A et B. On appelle A’ et B’ les seconds points d'intersection des 
sécantes MA et MB avec (C). M étant toujours un point de (D) on demande : 

a) de D l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle MA'B', lorsque M 
varie sur ; 

b) de trouver le lieu géométrique des centres de ces cercles, { Grenoble), 


@ 810. On donne un cercle (O) de centre O et un point F Intérieur. Soient (M) 
les cercles de centre M passant par F et tangents en I au cercle (O0); FI recoupe 
(O) en I, et K est la projection de F sur la tangente en I, à O. 

1° Démontrer : 

a) sans utiliser l’inverslon, 

b) en utilisant une certaine inversion de pôle F, que OI, est parallèle à MF et que 


2 FK x FM =F Ix FI. 
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2° Soit T le pôle de FI par rapport au cercle (M); on désigne par (T) le cercle de 
centre T et de rayon TF. Y a-t-il un deuxième cercle (M) auquel corresponde le 
même cercle (T)? Démontrer : 

a) sans utlllser l’Inversion, 

b) en utillsant la même inversion que précédemment, que les cercles (T) 
appartiennent à un faisceau de cercles quand le cercle (M) varie. 

3° Le lieu de M est une ellipse (£) dont on précisera les éléments : foyers et direc- 
trlces. 

4° Le cercle de centre I, passant par F recoupe (T) en E, les droites MT et OI, 
se coupent en E,; démontrer que : 

a) E, F et E, sont alignés; 

b) I, T, E, L, E, sont sur un même cercle. (Toulouse. ) 


e 811. Soient une droite fixe D et un point A non situé sur cette droite. On consi- 


> 
dère l'angle (AX, AY) = a, de grandeur constante, plvotant autour de son sommet 
A. La droite D est coupée respectivement aux points B et C par les axes AX et AY. 
1° a) Lieu du centre I du cercle Inscrit dans le triangle ABC; lieu du centre I’ 
du cercle exinscrit dans l’angle A de ce triangle. 
b) Lieu du point de concours des tangentes en I et I’ au lieu précédent. 


2° a) La bissectrlce de langle (AX, AY) coupe la droite D en E. On considère 
la droite R, perpendiculaire en E à la bissectrice AE; elle coupe AX en M et AY 
en M’. Lieux des polnts M et M’. 

b) Montrer que les lieux trouvés sont les asymptotes du lieu (1°, a) trouvé dans 
la première question. (Lyon.) 


© 812. On considère un segment BC et un point A non situé sur la drolte BC. 
Un point M varle sur le segment BC et l’on porte sur BA, dans le sens BÀ, une lon- 


gueuï* BN = BM, sur CA, dans le sens CA, une longueur CP = CM.  : 

1° Montrer que lorsque M varie, l'angle NMP reste constant et que le centre F 
du cercle circonscrit au triangle NMP est un point fixe. 

2° Démontrer que les quatre points A, N, P, F sont sur un même cercle et trouver 
le lieu du centre de ce cercle lorsque M décrit le segment BC. 

3° En déduire les positions des polnts M, N, P pour lesquelles le segment NP 
a une longueur minimum; 

4° Démontrer que la droite NP reste tangente à une parabole de foyer F. Préciser 
la tangente au sommet de la parabole, son axe et les tangentes remarquables éven- 
tuelles, ainsi que leurs polnts de contact. (Athènes. ) 


© 813. On considère une demi-circonférence (C) de diamètre AB = 2a. Un point 
M décrit le segment AB. On trace, à l’intérieur de (C), les deml-circonférences de 
diamètres MA et MB; on mène leur tangente commune extérieure, qui les touche 
en « et B respectivement. | 

1° Démontrer que les droites A« et BB se rencontrent eù un point P situé sur 
(C). Lieu du milieu Q du segment «8. 

2° On trace la circonférence de dlamètre PM, qui rencontre (C) en P et R. Démon- 
trer que les droites PR et af se rencontrent sur la droite AB. 

3° On trace la circonférence de centre P et de rayon PM. Quel est l'axe radical 
de cette clreonférence et de (C)? 

49 On trace la circonférence (o) tangente à AB en M et tangente à (C). Lieu de 
son centre w? (La Réunion.) 


© 814. On donne un dlamètre A'D d’un cercle (A) de centre A (de rayon R) et 


R 
un point I du segment AD (ar = 3 }- Une droite variable passe par I et coupe (A; 


en Met N. 

1° Les tangentes en M et N au cercle (A) se coupent en E. Lleu du point E. 

2° Dans l’inversion (1) de centre I et de pulssance IA x lå’, les inverses de M 
et N sont respectivement M’ et N’. Quel est le lieu (B) de ces points? Précisez la 
position de son centre B. 

8° Les tangentes en M’ et N’ au lieu (B) se coupent en F. Montrez que E, I, F 
sont allgnés. Lieu de F. Précisez en quel point ce lieu coupe la droite . 

4° Montrez qu'il existe un cercle (C) de centre C tangent en M au cercle (A) et 
en M’ au cercle (B). Montrez que, quand M varie, ce cercle (C) reste orthogonal à 
un cercle fixe. 

5° Quel est le lieu du point C? (Besançon. ) 
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è 815. 1° Une conique étant définie par son cercle principal (O) et l’un de ses 
foyers F, comment faut-il choisir les données pour que cette conique soit une 
hyperbole équilatère? Construire, dans ce cas, le deuxlème foyer, les directrices et 
les asymptotes de cette hyperbole. 
2° Etant donnés deux points fixes F et P, on désigne par (H) une hyperbole 
équilatère variable -de foyer F dont le cercle principal (O) passe par P. Quels sont 
les lleux géométriques de son centre O et de son deuxième rs à 
Montrer que, A étant, pour cette hyperbole, la directrice associée au foyer F, 
les points d’intersection de cette droite A et du cercle (O) décrivent des cercles, 
et trouver l’enveloppe de chacune des asymptotes de l'hyperbole. 
3° Montrer que l'hyperbole variable (H) reste tangente à une droite fixe D, et 
construlre le point de contact, connaissant la position du centre O de l'hyperbole. 
(Paris. ) 


@ 816. Soient deux axes rectangulaires Or, Oy et un point F du plan qui a pour 
coordonnées d et dy 3 (d longueur donnée). 

On considère les ellipses ayant F pour foyer et tangentes à Ox et Oy. 

1° Lieux du deuxième foyer F’ et du centre de ces ellipses. Montrer que leur petit 
axe reste tangent à une parabole. 

20° On pose OF’ = zx. Calculer en fonctlon de d et de x les deml-axes de ellipse 
et son excentricité. Peur quelle valeur de x l’excentriclté est-elle minimum? 

3° Soient M et N les points de contact de l’ellipse avec Ox et Oy. Montrer que 
les blssectrices de l'angle MFN sont fixes. En déduire que la drolte MN passe par 
un point fixe I. Montrer que la directrice associée à F passe par I. {Nancy.) 


© 817. On considère deux droites rectangulaires Ix et Iy et un polnt F de leur 


an. 

1 M Soicnt (C) les coniques tangentes à ces deux droltes et dont Pun des foyers est 
en F. 
a) Quel est le lieu des centres de ces conlques? 

b) Quel est le lieu de leur deuxième foyer F’? 

a-t-il une parabole parmi les coniques (C)? On distinguera sur chacun des 
lieux a) et b}, les parties qui correspondent à des ellipses et celles qul correspondent 
à des hyperboles. 

2° Quelle est l’enveloppe de l’axe non focal des couiques (C)? 

3° Démontrer qu'il existe, en dehors de I, un point fixe J tel que les tangentes 
à une conique (C) menées de ce point soient égalemeut rectangulaires; démontrer 
que lee directrices associées à F des 'conlques © passent par un point fixe de la 
droite IJ. 

4 Détermincr, parmi les coniques (C), une ou plusieurs coniques (s’ll en existe) 
qui sont tangentes à une droite donnée D du plan. Soit (T) une telle conique. 

5° On suppose que les points I et F et la droite D restant fixes, l'angle drolt 
xIy prend toutes les positions possibles autour de I. Démontrer que, dans ces condi- 
tions, les cercles principaux des conlques (T) définies au 4° passeut par deux points 
P et P’ et que le milieu du segment FI se trouve sur PP”. 

Démontrer que les conlques (T) restent toutes tangentes à une deuxième droite 
fixe D’ autre que D. 

6° Chercher à quelles conditions D et D’ sont perpendiculaires l’une à l’autre 
(la droite D dolt être tangente à une parabole dont on indiquera les Potier”; 

oitiers. 


è 818. Soient deux cercles (O) et (0’), de centres O et O’, de rayons R et R’ (avec 
R < R'), situés dans un même plan et tangents intérieurement en A. Solt D leur 
tangente commune. 

1° D'un point P de D on mène les tangentes PT et PT’ aux deux cercles (O) 
et (0’) en T et T’ respectivement. Montrer qu'il existe un cercle (1), de centre I, 
tangent aux deux cercles (O) et (0’) en T et T’. Lorsque P décrit D, montrer que 
(I) reste orthogonal à un cercle fixe, que l’on construira. Trouver le lieu de I. Que 
représente la droite IP pour ce lieu? 

2° Supposons P fixe sur D. Soit Q un autre point de D. On mène par Q des paral- 
lèles aux droltes PT, PT’ qui coupent respectivement (O) et (0’) en MN et M'N’. 
Où doit se trouver Q pour que ces quatre points existent? Montrer qu’ils sont alors 
sur un cercle (y), dont on déterminera le centre. Inversément, le cercle (y) étant donné 
peut-on construire Q? Discuter. 
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8° A chaque point P de D, on associe un autre point Q de D tel que le cercle (+) 
correspondant solt tangent intérieurement au cercle (O). Montrer que l’angle POQ 
est droit. Montrer qu’alors le cercle (y) reste tangent à un deuxième cercle, que 
l’on déterminera. 
4° On suppose maintenant Q fixe et P variable sur D. Le cercle (y) correspondant 
à Q existe-t-il quel que soit P? Discuter. Montrer que les polaires de A par rapport 
à tous les cercles (y) passent par un point fixe. Lieu du centre du cercle (y). 
{Nancy.) 


e 819. On considère un cercle fixe C de centre O et de rayon a, une droite fixe D 
passant par O, et sur cette droite un point fixe A à la distance 2a du point O. Un 
cercle variable T est tangent en A à D; on désigne par I son centre et par B celui 
de ses points qui est diamétralement opposé à A. 

1° æ et B désignant respectivement les angles AOT et IOB, trouver la relation 
qui existe, quel que soit T, entre tg x et tg B. Pour quelle valeur de tg« la valeur 
de tgh est-elle maximum? Construire l’angle « correspondant à cette valeur de tg a. 

2° Soient E le point où le segment OI coupe C, F le point où la parallèle menée 
de E à D coupe OB, E’ et F’ les projections des points Eet F sur D. Démontrer que 
F’ est le milieu de OE’. Quelle ligne décrit, quand T varie, le point F? 

3° Quelle doit être la puissance d’une inversion de pôle A pour que, dans cette 
inversion, le cercle C soit son propre inverse? La puissance d’inversion étant ainsi 
choisie et l’un des cercles T étant dessiné, construire l’inverse de ce cercle Tr. Appli- 
cation à la construction de ceux des cercles T qui sont tangents au cercle C. 

4° Quelle doit être la puissance d’une inversion de pôle O pour que, dans cette 
inversion, n'importe quel cercle T soit son propre inverse? La puissance d’inversion 
étant ainsi choisie, quel est l’inverse du cercle C? Application à la construction de 
ceux des cercles T qui sont tangents au cercle C. 

N. B. — Les quatre parties du problème sont indépendantes. (Egypte.) 


@ 820. On donne une sphère (S) de centre O et de rayon R; deux plans tangents 
(f) et (m), dont les points de contact seront désignés par F et M, se coupent suivant 
une droite D. On appelle I le milieu du segment FM et H la projection de M sur D. 

1° Montrer que la droite D est perpendiculaire au plan FOM. Quelle relation 
existe-t-il entre OI, OH et R? 

2° M décrit un cercle donné (C) tracé sur (S). Le point F étant donné sur (S), 
déterminer la courbe (C') lieu de I et la courbe (T) lieu de H. Le cercle (C) étant 
fixé, où doit se trouver le point F pour que (T) soit une droite? 

3° Déterminer, dans les mêmes conditions, la courbe (K) du plan (/) à laquelle 
la droite D reste tangente lorsque M décrit (C). Discuter la nature de (K) suivant 
la position de F sur (S). [On pourra laisser de côté le cas où F est sur le cercle (C)]. 

4° Montrer que, lorsque F n’est pas situé sur (C), la courbe (K) est la section. 
par (/) du cône (ou cylindre) circonscrit à (S) le long de (C). Retrouver ainsi les 
résultats de la discussion précédente (question n° 3). (Strasbourg. ) 


e 821. 1° Construire un trapèze isocèle ABCD, connaissant la longueur 21 de AB 
et sachant que BC, CD, DA sont égaux et ont pour longueur a. 

2° l étant fixé ainsi que les points A et B, montrer que le lieu de C quand a varie 
est une branche d’hyperbole (H). Construire les foyers, les directrices, les asymptotes 
de (H). Quel est l’angle de AB avec une asymptote? ; 

3° Montrer que le lieu de (C) peut être défini de façon équivalente par la propriété 
suivante : l’angle géométrique ABC est le double de l'angle géométrique BAC. 
Trouver le lieu du centre du cercle inscrit dans le triangle ABC quand C varie. 

4° Montrer qu’en cherchant les points d’intersection de (H) avec un cercle conve- 
nable on peut déterminer un angle égal au tiers d’un angle donné. 

On ne demande pas de construire les points‘ intersection. 

5° En utilisant la définition de (H) au 3°, indiquer à quelle propriété analogue 
est rattachée la seconde branche de l’hyperbole (H). (Lille. ) 


e 822. Une parabole (P) varie en gardant fixe sa directrice D et en passant par 
un point fixe A. 

1° Déterminer les lieux : 

a) du foyer F; 

b) du sommet S; 

c) des intersections N et T.de l’axe de (P) avec la normale et la tangente en A à (P). 

2° Trouver la courbe (11), lieu du second point d’intersection B de (P) avec la 
droite AF. Montrer que (P) et (II) sont tangentes en B. 
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3° Déterminer la parabole (P) pour qu’elle passe par un second polnt donné M. 
Discuter suivant les positions de M : on montrera que l’exlstence et le nombre des 
solutions dépend de la position de M par rapport à une courbe que l’on précisera. 

Montrer que chaque parabole (P) est tangente à cette courbe en un point que l’on 
déterminera et qu’en tout polnt de cette courbe passe une parabole (P) qui lui est 
tangente. (Clermont. ) 


© 823. D'un polnt fixe O pris à l’intérieur d’une parabole donnée, de foyer F et 
de directrice A, on mène la parallèle D à son axe; soit P le point où elle coupe A. 

1° Construire le point d’intersection I de la drolte D avec la parabole, ainsi que 
la tangente (T) en Í à cette dernière. 

2° On considère un cercle variable C passant constamment par les points O et P; 
soient S, et S, les points où il coupe (T). Soient (T,) et (T3) les tangentes, autres que 
(T), menées des polnts S, et Są à la parabole donnée, M, et M, leurs points de con- 
tact, P, et P, les projections de M, et M, sur A. Démontrer que (T,) est parallèle à 
OS, (on pourra, pour cela, considérer les angles POS,, PS,S2, PP,F) et que (Te) est 
parallèle à OS}. 

3° Solt Q l'intersection des droites (T;) et (T3). Quel est, quand le cercle C varie, 
le lieu géométrique de ce point Q? 

4° Montrer que, parmi les cercles C, il y en a généralement un qui est tel que 
les droites OS, et OS, correspondantes solent perpendiculalres. Que peut-on dire de 
la position correspondante du point Q? Cas d’exception. 


5° Démontrer que l’on a toujours OM, _ MQ, 
S30 MS: 
Qu'en conclut-on pour les points M}, M, et O? (Paris.) 


© 824. Soient une droite (D) et un point F non situé sur (D). On désigne par K 
la projection orthogonale de F sur (D) et l’on pose FK = d. 

1° M étant un point quelconque, distinct de F et non situé sur (D), on désigne par 
(y) le cercle de diamètre FM. La tangente en F à (+) coupe la médiatrice A de FK en 
un point I. Montrer que ce point I a même puissance par rapport à (y) et par rapport 
à tous les cercles du faisceau qui a pour points limites F et K. 

Démontrer qu’il exlste un cercle (O) de ce faisceau qui est tangent à (y). Détermi- 
ner son centre O et son point de contact P avec (y). 

2° La droite FP coupe (D) en E et recoupe le cercle (O) en N. Démontrer que le 
falsceau (0, PNFE) est harmonique. Montrer que MF et ON sont parallèles, Dédulre 
de ce qui précède que les trois points O, M, E sont alignés. 


3° H désignant la projection orthogonale de M sur (D), on pose uE = e. 
Evaluer le rapport pE, d’abord en fonctlon du rapport OK puls en fonction de e, 


et calculer le rayon R de (O) en fonction de d et de e. Quelle est la valeur du rapport 


Sr? 
PK 

49 On suppose que M décrive une conique (C) de foyer F, de directrice (D) et 
d’excentricité e. Montrer qu’à tous les points M de cette conique il correspond un 
même cercle (O), qui est le cercle principal de cette conique. Quel est l’angle que 
fait la tangente en M à la conique avec la droite FE? 

5° Déduire de ce qui précède la solution du problème suivant : 

Soit (C) une conique de centre O, x'Ox son axe focal, g'Oy son axe non focal. 
M étant un point quelconque de la conique, on désigne par à le coefficient angulaire 
de OM, par y le coefficlent angulaire de la tangente en M à la conique. Evaluer le 
produit Au en fonction de l’excentricité e de (C). (A. 0. F.) 


© 826. (E) est une ellipse donnée, de centre O, de foyers F et F’. On désigne par a 
le rayon du cercle principal O), et par 2c la distance FF’. 

1° Soit H la projection de F sur une tangente (A) à l’ellipse (E). Solent M et M’ 
les polnts de (A) définis par HM = HM’ = HF’. Rappeler quel est, lorsque (A) 
varie, le lieu de H. Calculer FM et FM’ en fonction de a et c. En déduire que, lorsque 
(A) varie, le lleu de M et M' est un cercle (C) de centre F. 

2° Solt I le point de rencontre des tangentes au cercle (C) en M et M’. Par quelle 
transformation simple peut-on déduire I de H? Montrer que le lieu de I est, lorsque 
(A) varie, un cercle (C'). 


408 GÉOMÉTRIE 


3° Les droites rectangulaires F'M, F'M’ recoupent respectivement (C) aux points 
P et P’. Montrer que les quatre côtés du quadrilatère MM’PP’ sont tangents à (E). 
En déduire gu'il existe une infinité de quadrilatères inscrits à (C) et circonserlts à 
(E), puis qu’il existe une infinité de quadrilatères inscrits à (C’) et clreonserits à (C). 

49 On désigne par K’ le pied sur la droite FF’ de la directrice associée au foyer F’ 
on rappelle que cette directrice est la polaire de F’ par rapport au cercle principal 
O)]. Montrer que F’ et K’ sont conjugués par rapport à ( }: Montrer que les trols 
cercles (O), (C), (C’) appartiennent à un même falsceau à points limltes. [A cet effet 
il pourra être utile de considérer le faisceau de cercles orthogonaux aux cercles (O) 
et (C)]. (Strasbourg.) 


© 826. Soient deux droites D et D’, concourantes en O, un point A sur (D) et un 
point A’ sur (D’). 

1° Déterminer les rotations qui font correspondre les droites (D) et (D’), les points 
Aet A’ étant homologues; on appellera o et «’ les centres de ces rotatlons. 

2 Les droites (D), (D’) et le point A sont fixes, le point A’ se déplace sur (D). 
Quel est le lieu des points o, o’? 

3° La droite (D) et le point A restent fixes, mals la drolte (D’) pivote autour de O, 
la longueur OA’ restant constante. A chaque position de (D’) correspondent deux 
centres de rotation o, œ’ (17° question). 

a) ww’ reste tangente à une courbe fixe, que l’on déterminera et dont on discutera 
la nature. 

b) Déterminer les deux points de la droite (D) qui ont pour homologue le point O 
dans les rotations de centres o et o’. En déduire les lieux de ces points w e o. 

(Caen. ) 


© 827. 1° Dans un plan, A et B sont deux points fixes (AB = a Æ 0) et MM’ 
deux points quelconques, distincts de A et B, homologues dans l'inversion de 


centre B, de puissance a?. Montrer que MA = AB’ Quel est l’inverse du lieu (w) 


des points P tels que > soit égal à un nombre k donné? 
Utiliser l'inversion précédente pour comparer, sulvant ia position de M dans le 
plan par rapport au lieu (o), le rapport MB %® nombre k. On distinguera les cas 


suivants: k > 1,k <1letk= 1. 

2° On considère les coniques (C) d’excentricité e donnée, dont un foyer est fixe 
et dont la directrice associée (D) passe par un point fixe L (Pour simplifier, on se 
bornera dans cette questlon au cas où e < 1). Construire les coniques (C) passant 
par un point M donné. Discuter le nombre de solutions suivant la position du point 

dans le plan. Trouver le lieu (m) des points M par lesquels ne passe qu’une seule 
conique (C). Prouver que pour tout polnt M de (m) la conique C passant par M est 
tangente à (m) en M et en un autre point 

3° On suppose maintenant e quelconque, différent de 1. Montrer que le cercle 
directeur (F’) des conlques (C) centré au second foyer F’ reste orthogonal à un cercle 

LA 

fixe (y). FF’ recoupant (y) en G, prouver que Le = e?, En déduire les lieux du 


second foyer F’, du centre ©, alnsi que l’enveloppe de la directrice (D’) associée 
à F’. (Dijon. ) 


© 323. Deux cercles (C) et (C') de centres O et O’, de rayons R et R’ sont tangents 
extérleurement en A. La droite OO’ recoupe (C) en K et (C’) en K’. On appelle (r) 
tout cercle tangent à (C) et à (C’). 

1° Solent M et M’ les contacts de (T) avec (C) et (C’). Démontrer que la droite 
MM' passe par un point fixe S. En déduire la construction d’un cercle (T). 

2° De S on mène une tangente à (T). Quel est le lieu (L) du point T de contact 
quand m varie? Reciproquement, T étant donné sur (L), combien existe-t-il de 
cercies (T) tangents en T à la drolte ST? Effectuer ia construction de ces cercles. 

3° On transforme la figure dans une Inversion de pôle A et de puissance AK. AK’; 
construire avec soin les transformés de (C), (C’), (T) et (L). 

40° Quel est le lieu des centres « des cercles (r)? Prenant OO’ pour axe des x et 
la médiatrice du segment OO’ pour axes des y, donner l’équation de ce lieu. Calculer 
le rayon p de (T) en fonction de l’abscisse x de son centre w. 

Discuter le nombre des cercles (F) ayant un rayon pe donné suivant la valeur de p. 

(La Réunion.) 
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® 829. 1° On considère les triangles ABC dans lesquels B = 2C. Montrer que les 
côtés de ces trlangles satisfont à la relation AC? = AB (AB + BC). 

(Pour établir cette relation, il peut être utile de tracer le cercle tangent à AB en B 
et passant par C). 

2° On suppose connus, dans un tel triangle, le côté BC — a et la différence 
AC — AB = l des deux autres côtés. Écrire le système de deux équations à deux Incon- 
nues déterminant les longueurs x et y des côtés AB et AC; le résoudre et le discuter. 

3° Le côté BC étant tracé, on se propose de construire géométriquement le point A. 
Montrer que la condition AC — AB = ! revient à placer le point A sur une courbe 
(H,) dont on précisera la nature et les éléments principaux. 

Montrer, de préférence géométriquement, que la condition B = 2C revient à 
placer le point À sur une hyperbole (H,) ayant pour foyer ie point B et pour direc- 
trice la médiatrice de BC. 

Montrer alors qu’on peut construire les points communs à (H.,) et à (H3) en utili- 
sant seulement la règie et le compas. Discussion. (Paris. ) 


© 830. On donne un cercle (C) de centre O et de rayon R, un diamètre fixe AB de 
ce cercle, et une droite (D) perpendiculaire à AB en un point H situé du même côté 
de O que B, distinct de B, et tel que OH = d. 

Un point M décrit la droite (D). Les droites MA et MB recoupent le cercle respec- 
tivement en P et Q. 

1° Montrer que le cercie (r) circonscrit au triangle MPQ est orthogonal au 
cercle (C). (On pourra utiliser une inversion de pôle M). 

Déterminer le lieu de son centre. 

2° Montrer que la droite PQ passe par un point fixe S, dont on précisera la posi- 
tion par rapport à (C) et (D). 

Trouver le lieu géométrique du deuxième point d’'intersection N du cercle (r) 
et du cercle circonscrit au triangle MAB. (Clermont. ) 


© 831. On donne dans un plan (P) deux points fixes A et A’ et le milieu O de 
AA’ (OA = OA’ = a). 
1° On fait passer par A deux droites rectangulaires (A) et (4’). Construire un cercle 
T) passant par A’ et tangent à (A) et (A'). Trouver, quand (A) et (4’) varient le lieu 
u centre de QE les lieux des points de contact M et M’ de (T) avec (A) et (4’) et 
l'enveloppe de MM’. 
2° On fait passer par A et A’ deux cercles orthogonaux (C) et (C') de centres o, 
a. On pose wa = d. On désigne pa N et N’ les points de contact de (C) et (ra 
avec une tangente commune (D). Trouver les lieux des points N et N’ quand (C 
et (C’) varient en restant orthogonaux; montrer que NN’? = 2 ad. {Lyon.) 


© 832. Soit un cercle fixe C de centre O et une droite fixe D qui coupe C en deux 
points A et B. 

1° Démontrer que tout point M du plan tel que sa puissance par rapport au cer- 
cle C soit égale au carré de sa distance MK à la droite D (K étant la projection 
orthogonale de M sur D) est centre d’un cercle à tangent à D et orthogonal à C. 

Enoncer et démontrer la réciproque. 

2° A l’aide d’une inversion de pôle A, démontrer que les cercles à (c’est-à-dire 
les cercles tangents à D et orthogonaux au cercle C) sont aussi tangents au cercle 
fixe y qui passe en A, en B et en O. 

3° A l’aide de la même inversion, démontrer que les cercles tangents à D et tan- 
gents à y comprennent, outre les cercies à, une deuxième famille de cercles à, qui 
sont tous orthogonaux à un cercle fixe C, qu’on précisera. 

4° Démontrer que le lieu géométrique des points M définis au 1° est une para- 
bole P dont le foyer est F, centre de y et dont on précisera la directrice. (Lyon.) 


© 833. On donne sur une droite orientée trols points fixes : À, F, F’, teis que : 
AF = m; AF = m;0<m<m!. 

On appellera (F) le cercle de centre F, de rayon m, (F') le cercle de centre F’, de 
rayon m’ et (C) tout cercie tangent à (F)et à (F’); C sera le centre de (C), P son 
polnt de contact avec (F), P’ son point de contact avec (F'). 

1° Démontrer que ie lieu de C se compose d’une ellipse et d’une droite. 

2° Démontrer que, si P et P’ sont distincts, la droite PP’ passe par un point fixe I. 
Qu'est le point I par rapport à (F) et (F’)? Calculer AT en fonction de m et m’. 

3° Déduire du 2° une construction géométrique de l'intersection de l’ellipse (E) 
de foyers F et F’ et passant par A avec une droite issue dè F (ou F’). 
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40 Qu'est le lieu géométrique du point de rencontre des tangentes en P et P’ à 
(C)? Déduire une construction géométrique des tangentes menées à (E) d’un point 
de la perpendleulalre en A à FF’. 

5° Que sont, dans l’inversion de pôle A et de puissance 4 mm’, les inverses de (F), 
(F'), (C)? Qu'est l’Inverse de la droite PP’? 

Utiliser cette inversion : 

a) pour retrouver tous les résultats du 2°; 

b) pour démontrer que les cercles (C) restent orthogonaux à un cercle fixe sl P 
et P’ sont distincts; calculer AK, K étant le centre de ce cercle. (Caen.) 


© 834. Soient dans un plan deux axes rectangulaires, x/Ox et y'Oy, et A le polnt 
de Ox d’abscisse positive donnée a. 

A tout point M du plan, on falt correspondre le point M’ défini par la condition 
que la similitude de centre O qui transforme M en A transforme À en M’ (ce qui 
revient,en général, à dire que lestriangles OMA et OAM’ sont directement semblables). 

1° a) Montrer que a est moyenne proportionnelle entre les longueurs OM et OM’. 
Montrer qu’on peut transformer M en M’ par le produit d’une inversion et d'une 
symétrie par rapport à une droite, l’ordre dans lequel sont effectuées ces deux trans- 
formations étant indifférent. 

b) Lieu de M’ quand M décrit l’une des lignes suivautes : une droite A passant par 
O; un cercle (N) passant par O et A; un cercle (%) centré sur x/Ox et orthogonal’ 
au cercle de centre O et de rayon a. 

c) Calculer les coordonnées x’, y’ de M’, connaissant a et les coordonnées x, y de M. 

29 a) Démontrer que le cercle GMA est tangent à M'A et le cercle OM’A à MA; 
let E Rant les mllleux de AM et AM’, démontrer que A, I, O, I’ sont sur un même 
cercle (T). 

b) (T) coupe y'Oy en O et B (qui peuvent être confondus). Démontrer que B est 
le centre du cercle MAM’. Calculer l’ordonnée b de B en fonction de a et des coor- 
données x, y de M, 

c) MM’ étant supposé non parallèle à y’Oy, soient K le milieu de MM’ et C le 
point où la dolte MM’ coupe y'Oy. Démontrer que x'Ox est la polaire de C par 
rapport au cercle AMM’. Démontrer que B, C, A K sont sur un même cercle. 

d) Construire les points M et M’, connaissant la droite (D) qui les porte. 

e) Lieux de M et M’ quand K décrit le cercle de centre Ô et de rayon f ) 

(Maroc. 


© 835. On considère les deux droites joignant un point fixe O à deux points A et 
A’ variables sur une droite (D) ne passant pas par O, ces deux points restant homo- 
logues dans une inversion donnée de pôle I (sur D), de pulssance k (IA. TA’ = k). 
On coupe ces deux droites par une droite quelconque (4) ou un cercle (C) passant 
par O et on se propose d’étudier la correspondance entre les deux points M et M’ 
ainsi obtenus. 

19 Si k > 0, montrer que les deux droites OA, OA’ restent conjuguées harmo- 
niques par rapport à deux droites fixes. En conciure que sur (A), M et M’ se corres- 
pondent aussi par inversion. Cas particulier? 

Dans la suite k est quelconque. . 

2° On considère un cercle (C,) dont la tangente en O est parallèle à (D). Montrer 
que ia droite MM,’ passe par un point fixe, [On pourra faire l’Inversion de pôie O 
qul échange (C) et (D)]. 

3° Un cercle (C) quelconque coupe (C,) en O et w. Déduire de l’étude du triangle 
wM,QM la correspondance entre M, et M. En conclure que la droite MM’ passe aussi 
par un point fixe. | 

4° Montrer que les points M et M’ sur (A) se correspondent par inversion, quel 
que soit le signe de k [On pourra introduire un cercle (C) dont la tangente en O est 
parallèle à (A)]. (Caen.) 


© 336. On considère deux axes de coordonnées rectangulaires x’Ox, y'Oy, F le 
oint de l’axe x'Ox d’abscisse donnée a positive. On désigne par (P) la parabole de 
oyer F et de directrice y’Oy, par (D) la droite d’équation x = 2a, par (C) une conique 
SE foyer F, de directrice associée (D) et d’excentricité variable et supérieure à un 
tiers. 
19 M étant un point de (P) d'abséisse z, MH la distance de M à (D), évatuer en 


MF 
forction de a et de x le rapport z = MHE Variations de ce rapport quand M décrit 
(P). Courbe représentative. 
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2° A tout point M de (P) est assoclée une conique (C) passant par M. Discuter 
suivant la position de M sur (P) la nature de (C). Comment sont disposés les points 
qui donnent une même conique (C)? Enveloppe des asymptotes des hyperboles de 
la famille (C). 

3° L’excentricité e étant donnée, comment peut-on construire les polnts communs 
à la conique (C) correspondante, et à la parabole (P)? Discuter sulvant la valeur de e 
le nombre de points obtenus. Dans le cas particulier où e — 2, calculer en grades 
les angles des tangentes à (P) et (Q en chacun des points communs. 

49 Déterminer M sur la parabole (P) de manière que la conlque (C) assoclée 
admette pour centre un polnt donné de l’axe x'Ox. Discuter. {Alger.) 


© 837. I. On considère un cercle (C) de rayon a et deux points intérleurs F et F 
symétriques par rapport au centre O et tels que OF = OF’ = c (c < a). On fait 
passer par F et F’ deux droltes parallèles FGH et F’G’H! qui coupent le cercle respec- 
tlvement en GH et G'H’. On mène les tangentes au cercles en ces quatres points; 
elles forment le quadrilatère UVU’ V’. 

1° Montrer que deux des sommets (qui seront appelés V et V’) décrivent des 
droites quand la direction de FG varie. 

2° On désigne par u et v les longueurs de OU et OV. Trouver la relatlon qul lie 
ces longueurs. Déterminer la plus petite valeur que peut prendre v, la plus grande 
valour que peut prendre u et la plus petite valeur que peut prendre Paire du qua- 

rllatère. ' 

II. 1° On considère une ellipse dont les foyers s'appellent F} et F4, dont le centre 
s'appelle O et une de scs tangentes G,G, ; les foyers F} et F, se projetant respectlve- 
ment sur la tangente en G, et G3. La tangente touche l’ellipse en M. Montrer que F,M 
est parallèle à OG}. 

2° On prend un point P sur le cercle qui a pour diamètre le grand axe AA’ de 
l’ellipse (cercle dit « principal k On mène les deux tangentes à l’ellipse issues de P; 
elles touchent l’ellipse en K et K’. Montrer quie (si les notations K et K’ sont conve- 
nablement choisies) F}K et FaK’ sont parallèles. 

3° La réciproque de cette dernière proposition est-elle exacte? 

III. Revenant au problème (I), montrer que le lieu des polnts U et U’ est une 
ellipse. (Monipelller.) 


© 838. AE et DD’ sont deux dlamètres perpendiculaires d’un cercle (O), de centre 
O, et de rayon R. On appelle triangle (D) tout trlangle ABC, de sommet A, inscrit 
dans le cercle (O) et dont les côtés BC = a, CA = b, AB = c, vérifient la relation : 
b2 + c3 — a? = d?, où d désigne une longueur donnée non nulle. On appelle M, N, P, 
les milieux respectifs de BC, CA, AB; AA’, BB’ CC’, les hauteurs d’un triangle (T). 

1° Montrer que l'angle A est aigu. Montrer que l’expression MA? + MO? est cons- 
tante. En déduire que le lieu de M; s’il existe, est un arc de cercle (T). Quels sont 
son centre et son rayon? M, étant donné sur. (T), construire le triangle (T) correspon- 
dant. Déduire de la discussion que la condition d’exlstence des triangles (T) est 
d < 2RV2. Montrer que le cercle (T) coupe le diamètre DD’, en des points T et T’ 
tels que OT = OT’ = d /2. En déduire une construction simple de (r). Dans toute la 
sulte du problème, on supposera d = 2R. à 

2° Montrer que l’enveloppe de BC est une demi-elllpse. Préciser ses foyers et ses 
axes, Construire les triangles (T), connaissant l’un des sommets B ou C. Déduire 
de la discussion que les sommets B et C ne peuvent décrire tout le cercle (O). Cons- 
trulre e positions limites de ces points. Construire les triangles (T) rectangles en B 
ou en C. 

3° Lleux des points A’, N et P. Limiter ces lleux. Montrer que : 


AB.AC = ÀC. AB’ = 2Rî, 
Lieux des points B’ et C’. Limiter ces lieux. Montrer que les hauteurs BB’ et CC’ 
enveloppent un arc de parabole (x). Préciser les éléments de (x). (Dijon.) 
ijon, 


@ 839. Une parabole (P) a pour foyer F et pour directrice A. L est le milieu d’une 
corde fixe M,M, de (P) et x, m, M les projections orthogonales de L, M}, M, sur A. 
1° Montrer que Fà est perpendiculaire à M,Ma. 

20 N étant un trolsième point de (P), on désigne par n sa projection orthogonale 
sur À, par n, et n, les milieux de nm, et et par n’ le symétrique de n par rapport 
à F. Montrer que les angles de droites (NM,, NM,) et (n’m,, n'm) sont égaux à un 
multiple près de x. 
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3° Construire les points d’intersection de (P) avec un cercle (C) de centre O 
passant par M, et M.. 

Montrer qu'il peut exister deux points d’intersection N; et Na généralement dis- 
tincts de M, et M, et que pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le point O soit 
sur une certaine demi-droite O,X que l’on déterminera. Que peut-on dire du cercle 
(Cı) de centre O, passant par M, et Ma 

4o Montrer que, lorsque O décrit O,X, N,N, se déplace parallèlement à elle-même 
et qu'une bissectrice de l’angle (M,M;, NiN2) est parallèle à laxe de la parabole. 

étant le milieu de N,N; et I le milieu de JL, démontrer que I est sur l’axe de (P). 
(Aix-Marseille. ) 


e 840. On donne une demni-droite Ar, un point B de cette derni-drolte tel que 
AB = a (a longueur donnée). Dans le plan orienté deux demi-droites perpendicu- 


laires Au, Av, telles que (Au, Av) = 5 pivotent autour de A. 


I. 1° La demi-droite Au étant placée, construire le carré AMNP ayant le 
sommet M sur Au, le sommet P sur Av et tel que AN? = BM? + BP? (on mon- 
trera que BN doit être perpendiculaire à AB). Lieux du centre I du carré et des 
sommets M et P quand Au varie autour de A. 

2° A quelle courbe (C) la droite PN reste-t-elle tangente? Préciser ses éléments. 


II. Le carré AMNP n’est plus soumis à la condition : AN? = BM? + BPt, 
mais à cette autre : BM2 + BN3 + BP8 = 9a?; résoudre alors les deux questions 
proposées au n° 1. (On montrera que BM? + BN? + BP? s'exprime en fonction de 
10 et de a, O étant le milieu de AB). 

III. — On remplace la condition précédente par cette autre : 

BM? + BN? + BF? = kaè, 
k étant une constante donnée; discuter suivant les valeurs de k, la nature de l'en- 
veloppe de la droite PN. (Caen. ) 


e 841. Etant donnés un cercle (C) de centre O, de rayon R et une droite D de son 
plan, à une distance OH =. 2R du centre, on appelle (y) tout cercle tangent à D et 
orthogonal à (C). 

1° Construire un cercle (y) de rayon donné r. Discuter. 

20° Construire un cercle (y) passant par un point A donné de (C). Discuter. 

3° Construire un cercle (y) tangent à D en un point B. Que devient la solution si 
B s'éloigne indéfiniment sur D? 

4° B décrivant la droite D, trouver l'enveloppe des cercles (+) et le lieu de leur 
centre. 

50 Construire le cercle y’ inverse d’un cercle y dans l’une des inversions qui font 
se correspondre D et (C). Retrouver, grâce à cette inversion, l'enveloppe des cercles 
(v) du 4°. (Lille. ) 


e 842. On donne un point fixe F, une droite fixe D ne passant pas par F, et on 
conei re les hyperboles (H) qui admettent pour foyer le point F et pour asymptote 
a droite D. 

1° Lleu du deuxième foyer F’. Enveloppes de la deuxième asymptote et de l'axe 
non focal. Que peut-on dire du cercle directeur relatif au foyer F’? de la directrice 
relative à F? 

2° Construire F’, sachant que (H) satisfait à l’une des conditions supplémentaires 
suivantes: a) (H) a une excentricité donnée ; DH) est tangente à une droite donnée ; 
c) (H) passe par un point donné M. Dans le dernier cas, le problème admet deux 
solutions. Comment choisir M pour que les deux hyperboles se coupent orthogona- 
lement au point M? (Montréal. ) 


@ 843. (C) est un cercle de centre O, et de rayon R,. M,, un point de (C). Sur la 
tangente (D) en M, à (C,) on prend un point M. On posera MM, = a. 

I. 1° Montrer qu’il existe un cercle unique, (C,), tangent à (à) et tangent à la 
droite M,M, en M,. On construira son point de contact T avec (C1) et son centre Og. 


20 Vérifier que le rayon R, de (C;) est donné par R} = iR $ 


3° Montrer qu’il existe un cercle unique (C) tangent à (C), à (C) et à la droite (D) 
en un point du segment M,M.,. 
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On construira ses points de contact T}, T, et M avec (C,), (C,) et (D). (Il sera 
commode d’utliiser une inversion de centre M; et de puissance aĉ). 

4° Calculer la longueur M,M et le rayon R de (C) en fonction de R, et a. 

11. 1° Montrer que TT, coupe 0,0, en un point I situé sur (D). * 

2° Préciser les points d’intersection : 

a) de MT, avec (Co) et de MT, avec (C); 

b) de MX avec (C) et de M avec (C.); 

c) de M,T, avec (C) et de Ma 3 avec (C). 

8° Montrer que les quatre points M,, M,, T}, Ta sont sur un même cercle, 

4e Montrer que le cercle circonscrit au triangle TT,T, est orthogonal aux trols 
cercles (C), (C,) et (Ca). (Poitiers. } 


EL on donne dans un plan une drolte A et un point fixe A à une distance 
=`a de A, 
1° Atout point M de A on fait correspondre ies points P et P’ définis par : 


(MA, MP) = +3 MP=kMA, 
+ —— x MA 
(MÀ , MP’) =—5 MP = 


k étant un nombre positif donné. Montrer que, quand M décrit A, P et P’ décrivent 
deux droites D et D’ et le cercle (PAP’) pue par un point fixe Q autre que A. 

2° On suppose que, A restant fixe, k varie. Trouver l’enveloppe des droites D 
et D’ et le lieu du point Q. 

3° On suppose maintenant que, k restant constant, A varie. Montrer que la droite 
AQ reste parallèle à une direction fixe et que le milieu ù de AQ reste sur A. En 
déduire ie lieu de Q quand A décrit une droite A, qui coupe A en un point B. 

4° Caicuier en fonction de k la tangente de l'angle a = (A,AQ). Déterminer k 


pour que tg a = H (Grenoble.) 


© 845. I. Calculer le rayon et la posltlon du centre u du cercle lieu des points w 


teis que = = > A et O étant deux points fixes. 


II. On considère les cercles (Q) du plan qui sont vus d’un point O de ce plan 
sous l’angle donné 2a. 

1° Exprimer le rayon ọ d’un cercle (N) en fonction de « et de la distance Ow 
de O au centre w du cercle (Q) considéré. Indiquer quatre transformations ponc- 
ruelles du programme qui transforment un cercie (Q) en un cercle de la même 
a mille. 


2° Dans tout ce qui suit, on prend a = E Construire un cercle (Q) passant par deux 


points A et B donnés. Discuter (on formera une relation entre OA, OB et AB). 
3° Soient (Q,) les cercles (N) tangents à une droite (D) donnée Ip) ne passe pas 
ar O]. Lieu de leur centre «,. Lieu de P, pied de la polaire de O par rapport à 
la). On trouve deux coniques, dont on précisera l’excentricité, un foyer et la 
directrice associée. 
4° Soient (Q4) les cercles (N) centrés sur une droite (E) [(E) ne passe pas par OJ. 
a) Lieu du pied de la pare de O par rapport à (N) et enveloppe de cette polaire. 
b) Construire un cercle (Q) passant par un point A donné. Discuter. 
c) Déduire de la discussion précédente l’enveloppe des cercles (R). (Lyon.) 
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TEXTES DE CONCOURS GÉNÉRAL 


@ 846. On donne un cercle C et l’axe C’ de ce cercle, c’est-à-dire la perpendiculaire 
au plan de C, menée par le centre. Une inversion quelconque fait correspondre 
à C et à C’ deux cercies C, et €’. Une seconde inversion, également arbitraire, fait 
correspondre à C, et C’, deux nouveaux cercles Cg et C'a. 

1° Indiquer des propriétés caractéristiques du couple de cercles C, et C’,. Le 
couple Ca, C’, possède-t-il ces propriétés? 

2$ Les sommets opposés d’un quadrilatère gauche Q sont situés respectivement 
sur deux cercles C,, C’, donnés, de l’espèce Indiquée. Trouver la relation qui existe 
entre les longueurs des côtés de Q. Reciproguement, les côtés d’un quatrilatère Q 
donné satlsfaisant à cette relation, est-il possible de trouver deux cercles C}, C'; 
passant respectivement par les sommets opposés de Q et possédant les propriétés 
caractéristiques susvisées? 

3° .Deux sommets opposés d’un tel quadrilatère étant donnés, ainsi que la droite 
qui joint les deux autres, il y a une infinité de ces quadrilatères Q. Etudier le dépia- 
cement des sommets variables. Trouver le lieu géométrique du centre de la sphère 
circonscrite à Q. 

4° Deux points A et B étant fixés sur C,, et un point M se déplaçant sur C’, 
que peut-on dire des surfaces lieux géométriques des bissectrices des droites 
MA, MB? Comment se coupent ces surfaces? 

5° Est-il possible de trouver deux cercles T' et I” tels qu’une inversion arbitralre 
leur fasse correspondre des cercles dont les plans se coupent sous un angle cons- 
tant? (1922). 


@ 847. On considère les hyperboles qui ont un foyer donné F qui passent par un 
point donné A et dont une asymptote est parallèle à une direction donnée D. 

1° Démontrer que la directrice relative au foyer F passe par l’un ou l’autre de 
deux polnts fixes que l’on construira, $ 

(Dans tout le problème, on n’envisagera que la famille des hyperboles (H) pour 
lesquelles la directrice passe par lur des deux points trouvés; soit I ce point.) 

Prouver que le lieu du second foyer de ces hyperboles est une parabole. 

2° Soient (H) et (H') deux hyperboles quelconques de la famille considérée, 
f et f' leurs foyers respectifs autres que F, Ca et (CH ), les cercles directeurs qui 
ont pour centres d et P 

Lieu du point de contact des cercles (Cm) et (Cæ’) lorsqu'ils sont tangents, 

Discuter leur intersection suivant la position de la droite ff’. Lieux de leurs 
points de rencontre quand la drolte ff’ varie en gardant une direction fixe ou en 
passant par un point fixe, : 

3° (H) et (H') peuvent avolr des tangentes communes.. Discuter l’existence de 
ces droites. Montrer qu’elles se coupent sur une droite fixe. Trouver la courbe fixe 
à laquelle elles restent tangentes quand la droite fl a une direction fixe ou passe 
par un point fixe; appliquer au cas où les hyperboles (H) et (H') se coupent ortho- 
gonalement au point A. 

4o K et (4) peuvent avoir des points communs autres que le polnt A et le 
point à infin] sur D. Discuter leur existence. Quel est leur Ileu : 
a) Quand ils sont confondus; 
b) Quand les deux hyperbo eè associées ont leurs asymptotes parallèles; 
c) Quand elles ont même excentricité? (1923). 


@ 848. On oriente les côtés d’un trlangle ABC donné, respectivement de B vers 
C, de C vers A, de A vers B, Sur ces côtés, à partir de leurs milieux A, Bı, C:, on 


porte des vecteurs A,A’, B,B’, C,C', mesurés par les nombres à cos A, à cos B, à cos C, 
à désignant un nombre algébrique arbitraire. 
à 1° Montrer que les cercles circonscrlts aux triangles B'C’'A, C'A'B, A'B'C, sont 
aux. 
Ego Trouver les courbes auxquelles sont tangents les côtés du triangie A'B'C” 
quand À varie, 
3° Soit T le cercle clrconscrit à ce trlangle. Démontrer que si Tr tend vers une 
osition limite I, les points communs à T, et T tendent vers des positions limites 
M M’. On indiquera une construction géométrique simple des points Me, M' 
et on en cherchera le lieu 
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4° Solt O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. La tangente en O au 
cercle clreonscrit au triangle OM,M’, rencontre M,M’, en un point E, dont on 
demande le lieu. On cherchera la courbe à laquelle sont tangentes les polaires de 
O par rapport aux cercles T. f 

59 Les perpendiculaires à BC en A’, à CA en B’, à AB en C’ sont les côtés d’un 
triangle A"B"C". On demande de trouver la relation qul existe entre les rayons 
des cercles circonscrits aux triangles ABC, A’B’C’, A”B”C". , 

6° Y a-t-il, en dehors des trlangles A‘B'C’ précités, d’autres triangles A'B'C'’, 
Inscrits au triangle ABC, et tels que les cercles circonscrlts aux triangles B'C'A, 
C'A'B, A'B'C soient égaux? (1924). 


© 849. I. Soient P, P}, P}, Pa, des positions successives d’un plan mobile qui gllsse 
sur un plan fixe; un point M de P a dans P}, Pa, P, les positions M,, Ma, M4. 

M décrivant une drolte de P, trouver le ieu D du miljeu de MM, et l’enveloppe 
de MM,. Même question, M décrivant un cercle de P. Montrer que la projection de 
MM, sur D est constante. . 

IÈ Trouver le lieu r de M pour que M, M,, M, soient en ligne droite; quelle est 
alors l’enveloppe de la droite MM,M,? 


x MM. 
Trouver le lieu T’ de M pour que le rapport MM solt constant; dans ce'cas, que 


2 
sont les enveloppes des côtés du triangle MM,M,? Sous quel angle se coupent T 
et I”? Trouver le iieu de M pour que l’angle M,MM, solt constant, 

III. Déterminer M pour que le triangle MM,M, solt équilatéral, ou pour que les 
quatre ponts M, M,» Ma M, soient en ligne droite. 

IV. Üne droite A du plan a, dans P,, P3, P}, les positions respectives A,, As 
Ag. Que doit être Penveloppe de A pour que A, À,, A4 concourent? Trouver le lleu 
X de leur point de concours. Quelle relation présente £ avec le lieu r? Déterminer 
A de manière que A, A1, âz, â soient concourantes, 

V. Trouver l'enveloppe de A pour que le triangle formé par A,, 43, Ag, ait une 
aire constante. 

Quel est le lieu de M pour que l’alre du triangle M,.M,M, soit constante? (1926) 


© 850. Un cercle variable r passe par deux points A et B (AB = 2a). O étant 


ie centre de ce cercle, on prend sur OB le point H tel que Ho = — m (m, nombre 
pot donné) et on mène par ce point la perpendiculaire à OB, qui coupe r en P 
etQ: 


1° Lieu des points P, Q et enveloppe de PQ. Si l’on orlente convenablement AP 
et AQ, la somme ÀP + AQ est constante. k 

20 Soit y le cercle d’Euler relatif au trlangle AFQ; lieu du centre « de ce cercle; 
montrer que la droite wH passe par un point fixe. 

Cas de m = 1; quel est, dans ce cas, le lieu des points de contact du cercie d’Euler 
avec les cercles Inscrit ou exinscrits au triangle APQ, qui ont leurs centres sur AB? 

8° Soient J et J, les points de contact de PQ avec lesdits cercles. Etudler, dans 
le cas général, la famille des cercles de diamètre JJ,, Comblen en passe-t-ll par un 
polnt? Combien y en a-t-ll qui sont tangents à une droite ou un cercle? 

4° Montrer qu'll existe deux points fixes F, et F}, tels que la corde de iongueur 
minima, menée par F, (ou F,) dans le cercle y, soit vue du centre « de ce cercle 
sous un angle constant 26. On posera cos B = e et on calculera e en fonctlon de m. 

5° combien y a-t-il de cercles y qul passent par un point donné M? Discuter quand 
M se déplace. $ 

6° Combien y a-t-il de cercles y qul sont tangents à une droite donnée D? Discuter 
quand D se déplace. n 

7° Quel est le lieu du polnt M tel que deux cercles y, qul passent par ce point 
soient orthogonaux? (1929). 


© 851. On donne deux cercles C et C’, de rayons r et r’, dans un plan P; d est la 
distance de leurs centres. Solt D une direction convenablement choisie, faisant un 
angle a avec le plan P. On falt subir aux cercles C et C’'des transiations respectives 
T et T’, parallèles à D, de sorte que les positions nouvelles C, et C’, de ces cercles 
soient sur une même sphère S. 
I. Calculer le rayon de S, en fonction de d, r, 7’, æ. Déterminer & de sorte que le 
rayon de S soit minimum; évaluer ce minimum en supposant r > r’. 
I. On projette sur le plan P, parallèlement à D, tous les cercles T} de S, dont 
les plans sont parallèles à P; on obtient ainsi dans le plan P une famille de cercles 
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T, qui comprend les deux cercies donnés et qui dépend de «. Etudier les cercles T 
d’une famille : . 

a Construire ceux qul passent par un polnt donné M du plan P; discuter. 

b) Construire ceux qui sont tangents à une drolte donnée A du plan P; discuter. 
Ces deux discussions conduisent à une séparatrice Z que l’on qualifiera. 

IlI. Par un point quelconque N, pris sur £, on mène une tangente à un cercle T; 
montrer que le rapport de la longueur de cette tangente à la distance de N à une 
droite fixe 5, convenablement associée à T, est un nombre constant, que l’on cal- 
culera, Cas où T a un rayon nul. Quelle relation peut-on en déduire entre les lon- 
gueurs des tangentes menées de N à deux cercles T et T”? 

IV. Soit y le cylindre passant par T et dont les génératrices sont parallèles à D. 
Montrer que, par tout point Q de l’espace, on peut mener deux plans de sections 
circulaires du cylindre + et que les deux sections sont sur une même sphère. 

On appeilera puissance du point Q par rapport au cylindre la puissance de ce 
polnt par rapport à la sphère. Trouver le lleu des points d’égale puissance par rap- 
port à deux cylindres y et y’. Qu’en peut-on conclure pour les positions relatives 
de l'axe radical de deux cercles T et I”, et des droltes 5 et 5’ associées respective- 
ment à T et r”? : 

V. Sur chaque cercle T d'une famille donnée, on considère les points où la tan- 
gente est parallèle à une direction donnée à du plan P. Lieu de ces points. Quand 
y varle, ce lieu se déforme; le caractériser par rapport à la séparatrice 2 du $ II. 

VI. D'un cercle T de rayon nul, on mène les tangentes à tous les cercles T; lieu 
de leurs points de contact. 

Lieu des points communs aux cercles T qui sont orthogonaux,. (1931). 


© 852. I. Etant donné un cercle (C) de centre C et de rayon R et un point fixe O 
(OC = d), on mène par O une droite quelconque qui coupe le cercle en A et A’. 
On considère le cercle (+) dont un diamètre est AA”; soit y son centre. Les cercles 
(v) appartiennent à une famille (F) que l’on demande d'étudier. 
On construira Béométriquement les cercles (y) qui passent par un point donné M 
ou gi sont orthogonaux à un cercle donné, 
IL. Soient (vı) et (vs) deux cercles orthogonaux de la famllle (F). Trouver le 
de ngt ceux des pieds des hauteurs du triangle Oy, Ya. Trouver 


lieu du milieu 
scuter; construire la ou les droites yY qul passent par un 


l'enveloppe de yiyz; 
point donné »:. 

111. On suppose que le point M occupe une position limite N, telle que les deux 
cercles (+) qui passent par ce point soient confondus. Construire les deux points 
limites N et N’ situés sur un cercle (y). Quel est le lieu des symétriques de N et N’ 
par rapport au diamètre OAA’ de (y)? Trouver la reiatlon entre e = ON et l'angle 
p = (où , ON). Etudier la variation de en fonction de & et figurer la courbe (T), 
lieu de N. 5 

IV. Montrer que, sous certaines réserves, il existe, sur OC, deux points O, et O,, 
que l’on placera par rapport à O et'C, teis que e, = ON et pa = ON s'expriment 
en fonctions linéaires de pọ (on pourra poser, s’il y a lieu, d = R sina). 

Peut-on rapprocher (T) de la projectlon de la courbe commune à deux cônes 
de révolution, d’axes parallèles, sur un plan perpendiculaire à ces axes? 

(1933). 


e 853. Dans un plan orienté, on donne une droite (D) et, sur cette droite, un point 
O et deux points À, A’, tels que OA = — OA’ = a. Soit (D) la perpendiculaire à 


(D) menée par O : 
1° Le lieu des points M du plan tels que la somme de l’angie des droites portant 


OA, AM et de l’angle des droites portant OA, A’M soit égale à est une hyperbole 


équilatère (H .(H) est aussi le lieu des points de contact, avec les cercles (C) passant 
ar A et A’, des tangentes perpendiculaires à AA’. La considération de deux cercles 
C), suivie d’un passage à la limite, conduit à -une construction du point U où la 
tangente en M à (H) coupe (D’); cette tangente coupe (D) en T. La normale en M à 
(H) coupe D en N, (D')en P; M se projette orthogonalement en k et k sur (D) et (D'). 
À partir de l’un des points précédents, construire les autres. 

o Une droite passant par O coupe (H) en M et N; solent m et n les polnts de cette 
droite tels que : OM.Om = ON.On = aï. Les points m et n (on le prouvera) sont 
les sommets d’une hyperbole équilatère passant par A et A’. 

30 On associe au cercle (C) de centre K, circonscrit au trlangle AMA\, le cercle 
(Cı) de centre K,, qui passe par les milieux des côtés de ce triangle. Soit, sur la 
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droite KK, le polnt I définl par : IK + x IK, = 0, À désignant un uombre constant 
Lieu de I. Déterminer à pour que KK, soit normaie en Í à ce lleu. Axe radical des 
cercles (C), (C,) et enveloppe de cet axe radical. 

40 Soient M et M’, deux points quelconques de (H). Montrer que l’orthocentre 
de chacun des triangles AMN’, A'MN' est sur le cercle circonscrit à l’autre. Soit 6 


le point de MM’ situé sur (D); évaluer le rapport 5 en fonction des distances de M 
et M’ à A et A’. Prouver que le rayon commun aux deux cercles tangents à (H) 
en M, et, passant l’un par A, l’autre par A’ est - Ces deux cercles coupeut 


de nouveau (D) en a, x’; quelles posltious peuvent preudre a, «'? Que dire du 
milleu de xx’? Comment déterminer M connaissant la distance aa’? 

50 On donne un triangle AMA’; construire deux cercles égaux, passant l’un 
par M et A, l’autre par M et A’, et tangeuts en M. A quelle condition dolt satisfaire 
AMA’ pour que la tangente commune eu M à ces deux cercles soit la drolte couju- 
guée harmonique de la hauteur Mh par rapport à MA et MA’? Rattacher cette 
dernière partle du problème à la précédente. (1935). 


© 854. Toutes les sphères S envisagées dans ce problème coupent la drolte donnée 
D sous l’angle algu donné © : 

1° Parmi les sphères S, on considère les sphères S, qui ont leurs centres sur une 
droite donnée A. Soient O et « les polnts où la perpendiculaire commune à D 
et A coupe respectivement ces deux droites (Ow = a Æ 0). Soit a langle algu 
de D et A; on appelle I le centre d’une sphère S, quelconque et on pose ol = x, 
Démontrer qw'!ll existe sur la drolte ww, deux points A et B tels que le rapport du 
rayon R de toute sphère S, à la distauce de son ceutre I à l’un des points A et B 
reste constant. On donne sur D un polnt H (OH = h); chercher si ce polnt est tou- 
jours point d’Intersectiou d’une sphère S avec la droite D. Discuter. 

2° Ou envisage de nouveau les sphères S,. Solt C, un cercle donné d’axe A. 
Déterminer géométriquemeut celle des sphères S, qui passeut par le cercle C, 
Aucune discusslou générale n’est demaudée, mais ou moutrera que, pour une dis- 
position particullère des dounées, toutes les sphères S, sout solutious. Solt C le 
cercle C, particulier pour lequel il en est aiusi; chercher Inversement à quelles 
couditious uue droite et un cercle donnés peuvent fouer le rôle de la drolte D et du 
cercle C. Prouver que les plans passant par D coupent C sous un angle constant. 

3° On envisage encore les sphères S,. Solt D’ une drolte donnée qui fait l’angle 
algu a’ avec A. Déterminer géométriquement celles des sphères S, qui coupent D’ 
sous l’angle donné algu 0’. Aucune discusslon géuérale n’est demandée, mais on 
cherchera les droites D’ particullères pour lesquelles toutes les sphères S, sont 
solutions; préciser leur disposition; a’ et 6’ peuvent-ils prendre toutes valeurs? 
Parmi ces droites, en existe-t-il qui soient tangentes à toutes les sphères S;; en 
passe-t-il par un point quelconque de l’espace? Moutrer que certalns des résultats 
obtenus se rattachent à l’enveloppe des cercles de sectlon des sphères S, par un 
plan fixe passant pe A; trouver cette enveloppe. 

4° Parmi les sphères S, ou considère les sphères qui passent par un point 
donné F. Chercher le lieu de ceux des centres des sphères Są qui sont situés dans 
un plan donné perpendiculaire à D; en déduire que le lieu total des centres des sphères 
S, est une surface £ de révolution. Etudier la section de E par un plan parallèle à D; 
montrer que cette section peut être formée de droites G; rattacher ce résultat au 
2°.Prouver que le plan déterminé par F et par une droite G variable reste tangent 
à un cône de révolutlou; lieu du point où G touche ce cône. (1936). 


e 855.I. AetB étant deux points d’un cercle de ceutre O, M et N étant 2 poiuts 
conjugués harmoniques par rapport aux extrémités d’uu diamètre de ce cercle, 
démoutrer la relation angulaire : 


(MA MB) + (NÅ, NB) = (OA, OB) + 2hx [h entier] 
IT. Dans un plan P deux cercles (A) et (B) de centres A et B se coupent aux points 


C’, D’. On prend un polnt B’ sur le cercle (A) et un point A’ sur le cercle (B). On 
suppose les cercles (A) et (B) fixes et les points A’ et B’, variables de manière que 
l’angle de vecteurs (4, BA’), soit luvariable de grandeur et de sens. Quels sont les 
lieux du centre C du cercle (C) circonscrit au triangle A’B'D', et du centre D du 


cercle (D) circonscrit au triangle A'B’C’? 
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Montrer qu’il existe un point fixe E’ du plan P, autre que D’, tel que le rapport 
CE reste constant quand A’ et B’ varient de la manière Indiquée. Calculer l'angle 
(E'A, E'B) en fonction de l'angle (4r?, BA) = 0. 

Déduire du résultat obtenu que les triangles E'AB' et E'BA’ sont semblables 
et de même sens. Etablir que le rapport DE reste aussi constant. 


III. Quatre points A, B, C, D donnés seuls dans un plan P, sont supposés non 
situés sur un même cercle, et tels que 3 quelconques d’entre eux ne solent pas all- 
gnés. On propose de trouver quatre cercles (A) (B) (C) (D) ayant ces points comme 
centres respectifs, de façon que : 


e (C) (D) alent un point commun A’ 
C) (D) (A — B’ 
(D) (A) (B = C 
A) (B) (C) = D’ 


On détermine à cet effet une des droites AC’, AD’, AB’, pour fixer les idées AC’; 
puis d’une manière analogue la droite BC’. 

Discuter la constructlon obtenue et justifier que le problème est possible. On 
considère les Inverslons positives dont les cercles d’inversion respectifs sont cir- 
conscrits aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC. Prouver qu’un certain point E’ 
a comme homologues respectifs dans ces inversions les points A’B'C'D’. Montrer 
que les rayons des cercles (A) (B) (C) (D) sont SPORTS aux distances de E’ 
aux points A, B, C, D; que les angles AE’A’, BE’B', CE’C’, DE'D, ont leurs bissec- 
trices portées par une même droite et que : 

E'A x E'A’ = E'B x E'B' = E'C x E'C' = E'D x E'D’. 

IV. Une inversion dont le pôle est un point quelconque e du plan P [distinct de 
A, B, C, D, A’, B’, C’, D’, E’] transforme ces points en les points abcda'b'c'd'e'. 

On dira que a, b, c, d, e, constituant une première série de points, a'b’c'd’e' sont 
leurs associés respectifs et constituent une seconde série. Démontrer que le cercle 
passant par 3 quelconques des points de l’une de ces sérles est orthogonal à tous les 
cercles passant par les deux points de l’autre série, non associés aux trois points 
cholsls. 

Exemple : le cercle abc est orthogonal à tous les cercles passant par d’ et e’; 
le cercle a’b'e’ est orthogonal à tous les cercles passant par dete. 

V. On considère les sphères S S; Sy Sa Ss et S, S'a S's S'4 S's tangentes au plan P 
aux points respectifs a bed e eta b’ c' d' e' de la configuration étudiée dans 1V. Tous 
ces points sont supposés distincts et donnés. Former les relations entre les rayons 
æyztuet x’ y' z tu de ces sphères qui expriment les contacts mutuels : 


de S, avec chacune des sphères SaSsS Sr 


Sa si B 88 48/5511 
S$  — — S'S/5S"1Sa 
Sa di dE SES, 15,35) 8 
S5 FA = S1S'2S"8S"4 


Résoudre et discuter le système ainsi obtenu de 20 équations aux inconnues 
æyztuet x'y7 lu". Quelle conclusion géométrique résulte de cette étude. ER 
(1944). 


@ 856. I. — Dans un plan on donne deux points fixes O et A (OA = a Æ 0). 
Au point quelconque m du plan on fait correspondre le point M situé sur la demi- 
drolte symétrique de la demi-drolte OA par rapport à la droite Om, à la distance 
OM du point O définie par la formule a.OM = Om?, M est dit associé au point m. 
De comblen de polnts m un point M choisl quelconque dans le plan est-il associé? 
Lorsque m décrit une ligne (y), M décrit une ligne (T) dite associée à (y). Si dans 
la construction de (T) on remplace le polnt A par un autre point fixe A, du plan 
(OA, = a, = 0) sans modifier le point O, nl la ligne (y), (T) est remplacée par une 
nouvelle ligne (Tı) Etablir que (T) peut être déduite de (T,) par une similitude 
directe dont le centre, Lange et le rapport sont indépendants de la ligne (y). 

II. — On désigne par I le centre du cercle inscrit au triangle OAM, par J, K, L 
les centres des cercles exinscrits de ce triangle intérieurs à ses angles respectifs 
de sommets O, A, M. 

Montrer que m et son symétrique m’ par rapport à O sont sur le cercle décrit 
sur KL comme dlamètre, et que les points I et J sont conjugués par rapport à ce 
cercle. 
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__IIT. — On considère les inversions de pôles I, J, K, L et de puissances respectives 
RE Km, Êm?, Comment chacune d’elles transforme-t-elle les polnts 

s 435 M s 

Quel est l'effet sur les points O, A, M du produit de ces inversions prises. dans 
Vordre 1, J, K, L de leurs pôles. Comment se produit transforme-t-Il : 

a) Le cercle passant par O, A; M? 

b) Un cercle passant par deux de ces points? 

c) Un point arbitraire du plan? 

Evaluer la somme algébrlque des Inverses des puissances de ces quatre inversions. 

IV. — Lorsque m décrit une drolte passant par A, distincte de OA, quelle est 
l'enveloppe de la droite mM? Quel est le heu de M? En déduire, d’après le dernier 
alinéa de (I) que l’assoclée d’une droite ne posant pas par O est une parabole de 
foyer O. Toute parabole de foyer O est-elle l’associée d’une drolte? De combien de 

açons. 

V. — Démontrer qu’une Ilgne (y) passant par A est tangente à son associée (T) 
en ce point A. 

En déduire, d’après le dernler alinéa de (1) que les tangentes mfet MT aux polnts 
associés quelconques m et M de deux lignes associées (y) et (T) forment avec les 
droites respectives Om et OM des angles égaux et de même sens. 

VI. — Trouver la ligne associée à une hyperbole équilatère (H) de centre O. On 
commencera par traiter le cas où A est l’un des foyers de (H) caractérisée en outre 
par la directrice correspondante et son excentricité; du lieu du polnt'I on déduira 
celui de M, quand m décrit (H). 

Quelles sont les lignes dont les associés coïncident avec une drolte quelconque 
indéfinie donnée? 

VII. — Trouver, par la méthode indiquée au VI, l’associée d’une hyperbole de 
centre O et d’excentricité quelconque. | 

Même question pour une ellipse de centre O : Ie lieu de J, à la place de celui de I 
sera tonsidéré dans ce cas, 

p gnoncer, comme aux derniers allnéas de IV et VI des réciproques des résultats 
obtenus. 

VIII. — Construire un trlangle mAm’ connaissant la médiane OA = a, issue de 


A, l'angle 6 de cette médlane avec la blssectrice intérieure de MAM’, enfin le produit 
Am.Am = k?. Calculer par voie trlgonométrique l’angleen A du triangle inconnu 
Discussion (géométrique et algébrique), (1945). 


© 857. On considère un triangle ABC, son cercle circonscrit (O) de centre O, de 
rayon R, son cercle Inscrit (1) de centre I, de rayon r. On désigne par a, B, y les 
points de contact de BC, CA, AB avec le cercle (I), par A', B', C’ les points de ren- 
contre autres que A, B, C, de AI, BI, CI avec le cercle (O), par }, m, n les milieux de 
BC, CA, AB. 

1° Etablir qu’il existe une conique (E), de: foyer I, tangente à By, ya, aß.Quel 
est son cercie directeur ayant I comme centre? Quelle position remarquable a le 
second foyer F de (E) par rapport au triangle «By? 

Montrer quil existe une infinité de triangles, tels que «By, inscrits dans (I) et 
circonscrits (E), 

2° On passe du cercle principal de (E) au cercle (O) par une inversion de pôle I 
aont on indiquera le module. En déduire une relation entre OI — d et les rayons 

E 

Montrer qu’il exlste une infinité de triangles, tels que ABC, inscrits dans (O) 
et circonscrits à (I). 

3° Les cercles (O) et (T), liés par la relation trouvée au paragraphe 2, sont supposés 
fixes; on fait varier le triangle ABC inscrit dans (O) et circonscrit à (1); «, B, Y, 
A', B’, C’,l, m, n, varient en conséquence. Quels sont les centres des cercles IBC, 
ICA, IAB? En déduire Penveloppe des côtés du triangle A’B'C’. 

Quelle est l’enveloppe des cercles IB'’C’, IC'A’, IA'B'? Qu'est-ce que le point I 
pour le triangle A’B’C’? Prouver que les droites A'a, B'8, C'y concourent en un 

oint fixe E. 

p 4° Soient M, L, N les points de rencontre, autres que a, B, y, de Fa, FB, Fy avec 
(D). Montrer que les symétriques de la droite FI par rapport aux droites By, ya, aß 
passent respectivement par L, M, N et recoupent le cercle (I) en un même point, 
qu’on désigne par ọ. 

5° La droite By coupant la droite FI en U, montrer que U et la projection ortho- 
gonale a de A sur FI sont deux points conjugués par rapport au cercle (I). 

Démontrer que les droites ay et Ia sont parallèles. A cet effet ‚on pourra considérer 
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l’inversion (U), de pôle U, dont le module est la puissance du point U par rapport 
à (D), puis la symétrie (S) par rapport à la droite fy, et étudier comment la succession 
des transformations (U), puis (S), transforme le point &, la drolte + L, le cercle a Us, 
enfin l’angle en + de la drolte ol, avec ce cercle. 
6° Comparer les angles orlentés de droltes (IO , LA) et («l , «@). Etabiir, en faisant 
intervenir la propriété du second alinéa de 5°, que les triangles AOI et ọla sont des 
figures directement semblables. 
Enoncer un résultat analogue concernant chaque trlangle çem£, ọny. 
7° Les droltes ọl, ọm, ọn. recoupent le cercle (I) en l’m’nr'; évaluer en fonction 
mt 
de r et R les rapports $ = S Qu’en résulte-t-il pour la positlon relative des 
el 9? 
cercles (I) et Imn? 
8° Quand le triangle ABC varle dans les conditions du paragraphe 3°, préciser 
sur quelles courbes fixes se déplacent : 
— le centre du cercle Imn; 
— le polnt de concours des médlanes du triangle ABC; 
—  l’orthocentre du triangle ABC. (1948) 


© 858. N.B. — La distance d’un point m à une droite désignée par (A) sera 
désignée par A (m). 

I. — On considère, dans un plan (P) une conique (T) définle par un foyer F, la 
directrice correspondante (D), et son excentricité e, et un point fixe C distinct de 
F, essentiellement supposé intérieur à (T). 

a Aun point quelconque m du plan (P), on talt correspondre le polnt n, dit « asso- 
clé » de m, tel que : ; 

a) Les droltes Cm et Fn se coupent sur (D) ou, éventuellement, sont toutes deux 
parallèles à (D); . 

b) Les droites Fm et Cn sont parallèles. 

On désigne par h le point de rencontre de Cm avec (D). N 

En d'autres termes, le point n est l’homothétique du polnt F dans une homo- 
thétle (Hm) de centre h où C est Fhomothétique du point m; (Hm) varie évidem- 
ment ayec le choix de m. Que devient cette homothétie lorsque Cm est parallèle 


Cette extension permet de définir l’assoclé de m même lorsque m est situé sur la 
droite CF. Quel est l’associé de C? 
Où dolt se trouver m pour qu’on puisse considérer son associé n comme rejeté 
à l'infini? Où dolt se trouver n pour qu’on puisse considérer comme rejeté à l’Infinl 
le point m dont il est l’assoclé? 
émontrer gue, lorsque m décrit une drolte (M) de (P), n décrit une droite (N) 
et pice versa: (N) est appelé “droite associée » de (M). Etudier succinctement les cas 
part ers. 
2° Montrer que le lleu décrit par n quand m décrit (T) est un cercle (C) de centre C, 
dont on évaluera la rayon R à l’aide de e et de D (C) [voir le N. B. du début]. Situer 
F et (D) par rapport å ce cercle. | 
3° La polaire (@) du point F par rapport au cercle (C), étant supposée sécante 
à (D), coupe (D) au point I. Construlre la drolte (A) ayant (®) comme droite associée; 
nn cet effet le point A de rencontre de (A) avec (D), la direction de 
à). p 
n étant l’assoclé d’un point quelconque m de (P), quelle est la drolte dont l’associée 
passe par n et est parallèle à (0)? On désignera par I, le point de rencontre avec (D) 
do certe parallèle à (9); et au besoln par J le point de (D) tel que mJ soit parallèle 


Déduire de cette étude la relation ; 
hC 
(1) a(n) = Kiman) 


K étant un coefficient qui reste constant quand m est supposé variable sur (T) ce 
qu’on supposera dans ia suile du problème. 


IL — Pour cette partie, on s’inspirera du procédé suivant, qui sera dit « procédé 
par affinité », destiné à éviter le tracé de figures de l’espace : 

1° Solt (Z) une drolte, non située dans (P), et qui coupe (P) en un point w; solt (11) 
le plan perpendiculaire à (Z) en w. 

u désignant un point arbitraire du plan (P), on considère le rabattement u’ de 
la projection orthogonale v de u sur le plan (IE), lorsqu’on rabat (II) sur (P) autour 
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de la charnière (X), intersection de (11) avec (P). Montrer que le point u’ se déduit 

du point u par une « affinité orthogonale » d’axe X, c’est-à-dire que u et u’ sont sur 

une même perpendiculaire à X et que le rapport de leurs ordonnées par rapport à 

X est constant; on ie préclsera en fonctlon de l'angle de (1) avec (P). | 

" Construire dans (P), en vraie grandeur, la distance Z- (u) de u à (Z) en se servant 
u point u’. 

Ai u et u, sont denx points distincts de (P), montrer que la constructlon de leurs 
homologues u’ et u’, dans l’affinité précédente, met en évidence angle des deux plans 
Zu et Zu, en vraie grandeur. 

N. B. — Dans la suite il y aura lieu de préciser le choix de la drolte Z et des points u 
et u, chaque fols qu’il sera utile d'employer un tel procédé. 


2° On désigne par (on l’une des droites qui sont perpendiculaires à CF en F et 


qui font avec (P) Pangle « défini par la relation 
3 _CF 
(2) cos e = R 


Du fait que l’affinité orthogonale d’axe CF, de rapport sin«, transforme le cer- 
cle (C) en une ellipse, dont on précisera les foyers et directrices, déduire, par appli- 
cation du procédé « par affinité » qu’il existe un rapport constant, quand n varie 
sur (C), entre ses distances ®, (n) et © (n) aux droltes fixes (®,) et (®). 


3° h désignant le même point, varlable sur (D), que dans le 1° de I, on considère 
deux pians orthogonaux passant par (®,) et qui rencontrent (D), l’un en h, l’autre 
en un certain point k. 

Montrer (procédé par affinité) que h et k se correspondent sur (D) dans une inver- 
sion négative fixe, lorsque À varie. En déduire qu’il existe dans (P) deux points 
fixes À et u, symétriques par rapport à (D), tels que, de chacun d'eux, le segment 
variable hk reste vu sous un angie drolt. 


4° Montrer que ®, (h) varie proportionnellement à la distance hì = Au. 

En considérant la position particulière A de h (voir I, 3°), établir que les demi- 
droites d’origine F contenant À et sont symétriques par rapport à la drolte FA et 
qu’on a: 

[FA — Fu] 
(3) Fa F Fa = sin a. 


5° Déterminer une droite (4,), sécante. à (P) en C, telle que tous les couples de 
plans A,h et A,k restent orthogonaux quand À varie sur (D), k étant le point corres- 
ondant àh définl dans (II, 3°) : on situera par rapport aux demi-droites Cà et Cu 
projection orthogonale de (A,) sur {P), et l’on calculera l’angle 8 de (4,) avec (P). 
Combien le problème a-t-il de solutions? et 
à GS étant l’une des droites fixes ainsi trouvées, que peut-on dire du rapport 
1 


mn a? 
hà 
6° De l’ensemble de ces propriétés et de la considération d’homothéties appro- 
priées, déduire la conséquence suivante : 
hm 
(4) am) = K'pç an) 


K’ étant une constante quand m varie sur (T). 
En faisant intervenir ensuite la relatlon (1) et la propriété qui fait l’objet de 
(IT, 2°), conclure que lorsque m décrit (r) on a: 


(5) a = constante, 


III. — 1° Que peut-on dire, d’après (5), de 1a projection orthogonale de (r) sur 
un plan perpendicuiaire à (A,)? En déduire le lieu du point de rencontre des tan- 
entes aux extrémités d’une corde de (Tr) passant par le point C. 


2° Supposons, pour fixer les idées, que (r) soit une ellipse ou une parabole. On 
considère, outre C, un autre point C’ quelconque de (P) intérieur à (T), et la droite 
Bp secante à (P) en C’ ayant des propriétés analogues à celles de (A,), sécante à 
en C. 
Soit m, un des points de rencontre de CC’ avec (r). On appelle 6 la mesure de 
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l'angle dièdre mam et ©’ celle de l’angle dièdre FA Re. Etablir que lorsque m 
varie sur (T), 6 et 6’ sont liés par une relätion de la forme 


8 
tg 3 
(5) —; = constante, 


85 (1950) 


© 859. I. — Dans le plan (P); on considère deux cercles (C) et (C’) de même centre O 
et de rayons R, R’ (R > R’). Deux demi-droites opposées, d’origine commune O, 
coupent ces cercles respectifs en A et B. Une demi-droite d’origine O, distincte en 
général des précédentes, coupe (C) en E et (C') en F. 

1° Montrer que le point M, commun aux droites AE et BF, appartient au cercle (S 
décrit dáns (P) sur AB comme dlamètre et au cercle (T) décrit dans (P) sur E 
comme diamètre. On désigne par S et T les centres respectifs de (S) et (T) et par O' 
le symétrique de O par rapport à S. 

Etudler la figure formée par les polnts O, M, S, T. 

Les cercles (S) et (T) se coupent en un point N, généralement distinct de M. 
Montrer que les angies ONM et Ò'MN sont droits. 

Etudier le faisceau des quatres droites OM, ON, OS, OT. 

20 Il existe dans (P) une similitude directe transformant E en F et A en B. 
Montrer que le centre de cette simllitude n’est autre que N. 

Montrer que les cercles OAE, OBF passent par N et sont orthogonaux. Quelles 
sont les blssectrices des angles en N des triangles NEA et NFB? 

Montrer que les couples de demi-droltes (NE, NB), (NA , NF), d’origine commune 
N, ont le même axe de symétrie qu’on appelle (D) et que les produits NA.NF, 
NB.NE sont égaux : on désigne par k? leur valeur commune. 

En déduire que l'opération (©), produit de la symétrie d’axe (D) par l’inverslon 
de pôle N et de pulssance k#, échange les points E et B, A et F; montrer qu’elle 
échange aussi les points O et M. : 

3° On suppose O, A, B fixes dans le plan fixe (P), et la demi-drolte OFE variable. 
Trouver l’enveloppe de la droite MN. 

On désigne par K le point commun aux droites AB et MN. Montrer que le point 
de contact H de MN avec son enveloppe est le conjugué harmonique de K par rap- 
port à M, N, et qu'Il est situé sur le segment de droite EF, 


11, — 1° Dans l’espace, on considère les sphères (9) et (t) ayant respectivement 
(S) et (T) comme grands cercles, et leur cercle (R d’intersection. 

La perpendiculaire en H au plan (P) coupe (T) en deux points v et v’; montrer 
que ces points appartiennent aussi au cercle (A) coupant orthogonalement le pian (P) 
aux points E et F, : ; 

Quels sont les lleux des points » et v’ dans les conditions de (I, 3°)? On trouve 
deux cercles (V) et (V’) admettant tous deux le segment AB comme dlamètre. 
Monier que, sur la sphère (o), (V) et (V’) sont tangents à (T) aux points respectifs 
v et v’. 

2° Toujours dans les conditions de (I, 3°) le cercle (A) engendre une surface (R) 
de révolution autour de l’axe OZ commun des cercles (C) et (C'). Déduire, de ce 
qui précède, que cette surface a en commun avec la sphère (a) deux cercles. 

ontrer que chacun des cercles (V) et (V') forme avec le cercle (A), aux points 
respectifs v et v’, un angle constant a : à cet effet, on anpllquera aux cercles (T) et 
(A) l'opération (©) du dernler alinéa de (I, 2°). 

Calculer, en fonction de R et R’ l’angle a (supposé aigu), ainsi que l'angle B de 

OZ avec les plans des cercles (V) et (V'), et comparer les résultats obtenus. 


III. — 1° Sur un cercle (X) du plan (P), de centre O, de rayon YRR’, on prend 
un point fixe I. On soumet la figure précédente à l’inverslon (3) de pôle I et de puis- 
sance 2 RR’, Quel est l'inverse O, du point O? 

D’une manière générale, l'inverse dans (2) d’un élément (polnt, ligne ou surface) 
désigné, dans ce qui précède, par une lettre, sera désigné par la même lettre affectée 
de l'indice « 1 », 

Indiquer, puis tranformer par (9), des propriétés des cercles IEF et IAB. Montrer 
qe les Pr (eo et (C) Bont égaux. 

west la droite pour les cercles et (C’,)? Analyser les positions rela- 
tives de (Sp, (C) et (CD. SU re ne 
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Dans les conditions de (I, 3°) le cercle (A,) engendre une nouvelle surface (R,) 
qul peut être engendrée aussi par la rotation de (C,) ou (C',) autour de (X:). 

Déduire de (II, 2°) que (R) a en commun avec (sı) deux cercles passant par 
A, et B|. 

12° On considère, dans er deux cercles égaux sans point commun. Soit (£) 
une sphère orthogonale à (P) et tangente à ces cercles. 

Comment une telle sphère coupe-t-elle la surface engendrée par la rotation de 
ces mêmes cercles autour de leur axe radical? (1952) 


© 860. Données : Dans tout le problème on considère, dans un plan (P), un trian- 
ge (T), dont les sommets sont désignés par À, B, C. On pose BC = a, CA = b, 
= € 


Pour ia question 1, 2°, on donne de plus, dans (P), un triangle (Tı) (véritable 
ou aplali) dont les sommets sont désignés par A, B}, C, On pose B,C) = a,, 
CA, = by AB, = 6 (a #0, b, #0, c Æ 0). ay 
Dans lIa question I, 3°, on se donne seulement (T) et trois nombres posilifs a, 
B, y. On aura à envisager les deux points U et U' de la droite BC, tels que 


UB _ U'B ; VG _ vc 
UC = UC — 5, les deux points V et V’ de la droite CA, tels que VA TVA” r 


1 
et les deux points W et W’ de la droite AB, tels que WA = WA = kts 


I. — 1° Une inversion dont le pôie O, distinct des polnts A, B, C, appartient 
au plan (P), transforme les points Å, B, C en les points respectifs A’, B', C'. 


Etablir l'égalité métrique AC T AC: OC et légalité angulaire [entre mesures 
algébriques, dans le plan (P) orienté, d’angles orientés de vecteurs] : 
e Ary — m ge —> 
(AB', AC) = (0B, OC) — (AB, AC) à 2kr radians près (k entier). 


2° On demande de déterminer le point O de manière que les points A’, B', C’, 
définis dans 1, 1°, à une homothétie près, forment un trlangle dlrectement sem- 
blable au triangle (T;), A’, B', C’ étant sommets homologues respectifs de A}, B}, Cy 

Discuter l'existence et le nombre des points O répondant au problème. Caracté- 
riser les triangles (T,) particuliers pour lesquels ce problème est Impossible. 

3° Montrer (en premier lieu) quon peut ramener à un problème du type précé- 
dent la recherche d’un polnt m du plan (P) dont les distances aux sommets e UD 

mi 


soient proportlonnelles aux nombres a, B, y; c’est-à-dire que a TE y 


Y 
Discuter ce nouveau problème. Préciser ses condltlons de possibillté en faisant 
intervenir trois longueurs dont les mesures sont les produits da, bB, cy. 
Trouver (en second lleu) le lieu (A) des points M de l’espace tels que 


MA MB MC 


Définir (A), quand il existe, à l’alde des sphères décrites sur les segments UU’, 
VV', WW’ comme diamètres. 

En supposant «, B, y inégaux, démontrer que les couples de polnts (U, U’), 
(V, V; {W, W’) sont les trois couples de sommets opposés d’un quadrilatère com- 
plet (Q), c’est-à-dlre que : deux points étant prélevés de manière quelconque, l’un 
dans le premier couple, l’autre dans le deuxième couple, la droite joignant ces deux 
points contient un certain point du troisième couple. 

4° Dans ce paragraphe, on suppose que les nombres «, 8, y solent tel que le 
lieu (A) se réduise à un cercle point (ce point sera encore désigné par la lettre M). 
Montrer qu’il exlste alors des nombres algébriques a’, p‘, y’ satisfaisant aux relations 
suivantes |a’| = a, |B'| = B, |y'| = y, aa” + bg’ + cy’ = 0 et que, réciproquement, 
si a, B, y sont les valeurs absolues de nombres non nuls, &’, 8’, y’ tels que 
ax + bp! + cy' = 0, le lieu (A) est un cercle point. 

Quel est le lieu du polnt M quand «’, B’, y’ varient en restant liés par la condi- 
tion précédente? . 

On supposera désormais, pour préciser, que Ies points U, V, W, définis dans les 

UB B VC y WA «d , ee 
données, sont tels que Tc y VA NE z ce qul établit une distinction 
entre les points de chacun des couples (U, U’), (V, V’), (W, W’). 
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æ’, B’, y’ variant comme il a été stipulé dans la question relative au lieu du point 
M, démontrer les propositions suivantes : 
a) Chacune des droites MU, MV, MW, MU’, MV’, MW’, passe par un point 


fixe. 

b) Les côtés du quadriiatère (Q), qui sont les droites UVW, UV'’W’, U'VW’, 
U'V'W, passent respectivement par des points fixes I, J, K, L. 

On qualifiera ia situation de tous ces points fixes, et notamment de I, J, K, L, 
par rapport au trlangie (T). 

c) Les couples suivants de droites 
(MA;BC), (MB,CA), (MC,AB), (MLUD, (MJ,UJ), (MK,VK) (ML,WL) sont iso- 
gonaux, c'est-à-dire ont tous les mêmes directions de bissectrices. 

N.B. — L'ordre dans lequel on établira les propositions de b et de c est laissé à 
l'entière disposition des concurrents. 


II. — io Mêmes données que dans I, 3°. 

On considère les cercles (T) du plan (P) tels que les puissances de A, B, C, par 
rapport à un tel cercle solent respectivement proportionnelles à a?, 82, y3. Détermi- 
ner, en tant que transversale au triangje (T), l’axe radical d’un cercle (T) et du 
cercle (Ano) conscrit au trlangie ABC. ` 

Etudler ia famille (®) des cercles (1°) ainsi obtenus. La discussion fera apparaître 
différents cas qu'on rattachera à l’existence ou à la non-existence du lieu (A) défini 
dans I, 3°. On qualifiera, dans les divers cas possibles, les cercles de la famille (®). 

2° De cette étude, déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
cercle (T.) du plan (P), distinct du cercle (ABC), soit tangent à ce cercie. 

3° Considérons le triangle XYZ dont les milieux des côtés YZ, ZY, XY sont 
respectivement les polnts À, B, C. Déduire de la condition visée à l’alinéa précé- 
dent II, 2°, que le cercie Inscrit au trlangle XYZ est tangent au cercle (ABC) [lors- 
qu'il ne se confond pas avec ce cercle], ; 

Le point de contact u de ces deux cercles est une position particulière du point M 
définl au début de I, 4°, et l’on vérifiera qu’il correspond aux valeurs suivantes de 


a, B, yi: a! = b—e, B =c—a, y = a— b {on supposera ici les longueurs 
a, b,c Ìnégales). | 
On continuera à désigner par U, V, W, U’, V’, W’ les points notés ainsi déjà 


dans I, 4°, et qul correspondent à u comme ils correspondaient à M dans I, 4°. 

Du fait que a” + 8’ + +’ = 0, déduire que la droite UVW passe p ie point 
de concours G des médianes de (T) et que les droltes UV'W', U'YW', U'V'W pas- 
sent respectivement par les points X, Y, Z. : 

4° Soit nle point de rencontre des.droites XZ, U'W’ et solt & le polnt de rencontre 
des droites XY, U'V’. , 

Montrer que les couples de points (U’', W’) et (n, Y) forment une division har- 
monique; puis que la droite n% passe par le milieu de WW’; on verra de même 
qu’elle passe par le milieu de VV’. 

En déduire que »& est la tangente en u au cercle (ABC). 

Prouver que le point de rencontre n de la droite UVW avec XY est le symé- 
trique de € par rapport à C. . 

Conclure, enfin, que la drolte UVW, c’est-à-dire 1G, et la tangente en u au cercle 
ABC sont deux transversales réciproques par rapport au triangle XYZ. 

N.B. — Deux transversales à un triangle sont dites réciproques par rapport à 
celui-ci lorsque le produit des deux rapports analogues dans lesquels ces deux droites 
divisent algébriquement chacun des côtés du triangle est égal à l’unité, (1954) 
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